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URČITÝ INTEGRÁL



Riemannův integrál

Definice. Necht’ I = 〈a, b〉 omezený interval v R.
Dělenı́m D intervalu 〈a, b〉 nazveme každou konečnou
posloupnost bodů

x0 = x ≤ x1 ≤ x2 ≤ · · · < xn−1 ≤ xn = b .

Definice. Řekneme, že dělenı́ D′ intervalu 〈a, b〉 je
zjemněnı́m dělenı́ D právě tehdy, když je každý dělı́cı́
bod dělenı́ D dělı́cı́m bodem dělenı́ D′.



Definice. Necht’ je funkce f omezená na intervalu 〈a, b〉.
Označme

mi = inf
x∈〈xi−1,xi〉

f(x) , Mi = sup
x∈〈xi−1,xi〉

f(x) .

Pro každé dělenı́ D intervalu 〈a, b〉 sestrojme součty

sD =
n∑

i=1

mi ·
(
xi − xi−1

)
, SD =

n∑
i=1

Mi ·
(
xi − xi−1

)
.

Čı́slo sD se nazývá dolnı́ Riemannův součet a SD hornı́
Riemannův součet funkce f(x) přı́slušný k dělenı́ D.

Poznámka. Protože pro každé i je mi ≤Mi, platı́ nerovnost
sD ≤ SD.



Geometrická interpretace

Dolnı́ součet představuje obsah vepsaného obrazce složeného z ob-

délnı́ků, který je pro každé dělenı́ menšı́ nebo roven obsahu plochy

vymezené osou x a grafem funkce na daném intervalu. Hornı́ součet

udává velikost plochy opsaného obrazce, a je tedy pro každé dělenı́

většı́ nebo roven obsahu uvedené plochy.



Označme symbolemDmnožinu všech dělenı́ intervalu 〈a, b〉 ,

M = sup
x∈〈a,b〉

f(x) , m = inf
x∈〈a,b〉

f(x) .

Věta. Je-li D′ zjemněnı́m dělenı́ D, platı́ nerovnosti:

m(b− a) ≤ sD ≤ sD′ ≤ SD′ ≤ SD ≤M(b− a) .



Věta. Pro libovolná dvě dělenı́ D1 a D2 intervalu 〈a, b〉 platı́
nerovnost sD1 ≤ SD2.

Množina {sD;D ∈ D} je shora omezená, napřı́klad čı́slem
M(b − a) , a zdola omezená, napřı́klad čı́slem m(b − a) .
Proto existujı́ čı́sla

s = sup
D∈D

sD ∈ R a S = inf
D∈D

SD ∈ R .

Definice. Čı́slo s = sup
D∈D

sD se nazývá dolnı́ Riemannův

integrál funkce f na intervalu 〈a, b〉 , čı́slo S = inf
D∈D

SD

se nazývá hornı́ Riemannův integrál funkce f na in-
tervalu 〈a, b〉 .



Definice. Necht’ je I = 〈a, b〉 omezený interval v R a
funkce f(x) je omezená na I. Jestliže platı́ s = S, kde
s je dolnı́ a S hornı́ Riemannův integrál funkce f(x) na
intervalu I, nazýváme tuto společnou hodnotu Rieman-
novým integrálem funkce f(x) na intervalu 〈a, b〉 a

značı́me ji symbolem
∫ b

a

f(x) dx.

Existuje-li Riemannův integrál funkce f(x) na intervalu
〈a, b〉, řı́káme, že funkce f(x) je integrovatelná na in-
tervalu 〈a, b〉. Vedle názvu Riemannův integrál se běžně
použı́vá také název určitý integrál funkce f na inter-
valu 〈a, b〉.

Poznámka. Uvědomme si, že Riemannův integrál je defi-
nován pouze pro omezené funkce na omezeném intervalu,
v jiném přı́padě nemá výše uvedená definice smysl.



V našı́ geometrické interpretaci představujı́ dolnı́ a hornı́ Ri-
emannovy součty aproximace obsahu rovinné oblasti vyme-
zené grafem dané funkce a osou x na daném intervalu 〈a, b〉,
přičemž hodnota dolnı́ho součtu je vždy menšı́ nebo rovna
obsahu uvedené plochy, hodnota hornı́ho součty je vždy
většı́ nebo rovna tomuto obsahu. Viděli jsme, že při zjem-
ňovánı́ dělenı́ se dolnı́ součet zvětšuje nebo zůstává kon-
stantnı́, hornı́ součet se naopak zmenšuje, přı́padně zůstává
konstantnı́, a oba se ”přibližujı́” k obsahu oblasti pod grafem
funkce. Aby mělo smysl hovořit o obsahu tohoto obrazce,
nemělo by záležet na tom, budeme-li jej aproximovat zdola
nebo shora, což nastává tehdy, když se dolnı́ Riemannův
integrál rovná hornı́mu. V tomto přı́padě je tedy obsah uve-

deného obrazce roven Riemannovu integrálu
∫ b

a

f(x) dx.



Věta. Je-li funkce f monotonnı́ na intervalu 〈a, b〉, pak je na
tomto intervalu integrovatelná.

Věta. Je-li funkce f spojitá na intervalu 〈a, b〉, pak je na
tomto intervalu integrovatelná.

Věta. Funkce f je integrovatelná na intervalu 〈a, b〉 právě
tehdy, když je pro každé c ∈ (a, b) funkce integrovatelná na
obou intervalech 〈a, c〉 a 〈c, b〉. Přitom platı́ rovnost:∫ b

a

f(x) dx =
∫ c

a

f(x) dx+
∫ b

c

f(x) dx .



Poznámka. Riemannův integrál
∫ b

a

f(x) dx jsme definovali

pro b ≥ a. Předcházejı́cı́ věta nám umožňuje rozšı́řit definici
integrálu pro b ≤ a vztahem∫ b

a

f(x) dx = −
∫ a

b

f(x) dx .

Uvědomme si, že tato definice nenı́ ve sporu s přı́padem
b = a, kdy je Riemannův integrál roven nule. Pro takto roz-
šı́řené integrály platı́ rovnost:∫ b

a

f(x) dx =
∫ c

a

f(x) dx+
∫ b

c

f(x) dx

za předpokladu, že alespoň dva integrály existujı́.



Prozatı́m jsme definovali Riemannův integrál pro funkce,
které byly definovány na omezeném intervalu 〈a, b〉. Nynı́
rozšı́řı́me definici Riemannova integrálu na funkce, které
jsou definovány na omezené množině M ⊂ R.

Definice. Necht’ je funkce f : M → R definována na
omezené množiněM ⊂ R a necht’I je omezený uzavřený
interval takový, že M ⊂ I. Riemannovým integrálem
funkce f přes množinu M rozumı́me integrál

∫ b

a

f̃(x) dx , kde f̃(x) =

f(x) pro x ∈M,

0 pro x ∈ I \M.

Integrál funkce f přes množinu M budeme značit∫
M

f(x) dx.



Věta. Necht’ jsou funkce f1 , f2 integrovatelné na intervalu
〈a, b〉 a c1, c2 jsou reálné konstanty. Pak platı́:∫ b

a

(
c1f1(x) + c2f2(x)

)
dx = c1

∫ b

a

f1(x) dx+ c2

∫ b

a

f2(x) dx .

Věta. Necht’ jsou funkce f, g integrovatelné na intervalu
〈a, b〉. Pak jsou na 〈a, b〉 integrovatelné také funkce f 2 a f ·g.

Poznámka. Je třeba upozornit, že obecně neplatı́ rovnost∫ b

a

f(x)g(x) dx =
∫ b

a

f(x) dx ·
∫ b

a

g(x) dx.

Věta. Necht’ je funkce f integrovatelná na intervalu 〈a, b〉 a
pro každé x ∈ 〈a, b〉 je k ≤ f(x) ≤ K. Pak je

k(b− a) ≤
∫ b

a

f(x) dx ≤ K(b− a).



Věta. Je-li integrovatelná funkce f(x) ≥ 0 na intervalu 〈a, b〉,

pak platı́:
∫ b

a

f(x) dx ≥ 0.

Věta. Jsou-li funkce f, g integrovatelné na intervalu 〈a, b〉 a
pro každé x ∈ 〈a, b〉 platı́ nerovnost f(x) ≤ g(x), pak platı́
nerovnost: ∫ b

a

f(x) dx ≤
∫ b

a

g(x) dx .

Věta. Je-li funkce f integrovatelná na intervalu 〈a, b〉, pak
platı́: ∣∣∣∣∫ b

a

f(x) dx

∣∣∣∣ ≤ ∫ b

a

∣∣f(x)∣∣ dx.



Integrál jako funkce hornı́ meze
Necht’ je funkce f integrovatelná na intervalu 〈a, b〉, kde
a < b. Pak pro každý bod x ∈ 〈a, b〉 existuje integrál

∫ x

a
f(t) dt.

Protože hodnota tohoto integrálu je určena jednoznačně,
můžeme definovat funkci F : 〈a, b〉 → R předpisem

F (x) =
x∫
a

f(t) dt , x ∈ 〈a, b〉 .

Integrál v této rovnosti je tedy funkcı́ hornı́ meze. Analo-
gicky je možné definovat integrál jako funkci dolnı́ meze

G(x) =
b∫

x

f(t) dt , x ∈ 〈a, b〉 .

Pro body x, x+ h ∈ 〈a, b〉 je

F (x+h) =
x+h∫
a

f(t) dt =
x∫
a

f(t) dt+
x+h∫
x

f(t) dt = F (x)+
x+h∫
x

f(t) dt.



Věta. Necht’ je funkce f integrovatelná na intervalu 〈a, b〉,

kde a < b. Pak má funkce F (x) =
x∫
a

f(t) dt , x ∈ 〈a, b〉 ná-

sledujı́cı́ vlastnosti:

(i) je spojitá v intervalu 〈a, b〉 ;

(ii) je-li funkce f spojitá v bodě x0 ∈ (a, b), pak je
F ′(x0) = f(x0). Je-li x0 = a, resp. x0 = b, pak je
F ′(a+) = f(a+), resp. F ′(b−) = f(b−);

(iii) má-li funkce f v bodě x0 ∈ (a, b) nespojitost 1.
druhu, pak jeF ′(x0+) = f(x0+), F ′(x0−) = f(x0−).



Věty o střednı́ hodnotě pro Riemannův integrál

Věta. Necht’ jsou f , a g integrovatelné funkce na intervalu
〈a, b〉, g(x) ≥ 0 a k ≤ f(x) ≤ K. Pak platı́ nerovnost:

k

∫ b

a

g(x) dx ≤
∫ b

a

f(x)g(x) dx ≤ K

∫ b

a

g(x) dx .

Je-li navı́c funkce f(x) na intervalu 〈a, b〉 spojitá, existuje
ξ ∈ (a, b) takové, že

∫ b

a
f(x)g(x) dx = f(ξ)

∫ b

a
g(x) dx .

Věta. Necht’ je funkce f spojitá na intervalu 〈a, b〉 a g mono-
tonnı́ funkce, která má na intervalu 〈a, b〉 spojitou derivaci.
Pak existuje bod ξ ∈ (a, b) takový, že platı́:∫ b

a

f(x)g(x) dx = g(b)
∫ b

ξ

f(x) dx+ g(a)
∫ ξ

a

f(x) dx .



Newton–Leibnizova formule

Věta. Necht’ je funkce f spojitá na intervalu 〈a, b〉 a F je jejı́
primitivnı́ funkce. Pak platı́:∫ b

a

f(x) dx = F (b)− F (a).

Poznámka. Newton–Leibnizova formule se obvykle zapi-
suje pomocı́ hranaté závorky ve tvaru

b∫
a

f(x) dx = F (b)− F (a) = [F (x)]ba.

Zřejmě platı́:

[F (x)±G(x)]ba = [F (x)]
b
a ± [G(x)]ba, [cF (x)]ba = c[F (x)]

b
a

pro každé dvě funkce F,G a libovolné reálné čı́slo c.



Newton–Leibnizova formule je velice užitečná, nebot’ nám
konečně poskytuje návod, jak Riemannův integrál nalézt.
Navı́c nám umožňuje využı́t všechny početnı́ metody, které
jsme použı́vali při hledánı́ primitivnı́ funkce: jakmile nalez-
neme pro danou funkci f jejı́ primitivnı́ funkci F, stačı́ dosadit
do Newton–Leibnizovy formule.

Poznámka. Při použı́vánı́ Newton–Leibnizovy formule ne-
záležı́ na tom, kterou z funkcı́ primitivnı́ch v intervalu 〈a, b〉
k funkci f použijeme. Jsou-li F , G dvě primitivnı́ funkce
k funkci f v intervalu 〈a, b〉, existuje konstanta C tak, že
G(x) = F (x) + C pro všechna x ∈ 〈a, b〉, a tedy

G(b)−G(a) = (F (b) + C)− (F (a) + C) = F (b)− F (a) .



Definice. Necht’ je funkce f(x) definována na intervalu
〈a, b〉. Je-liF (x) primitivnı́ funkce k funkci f(x) na intervalu
〈a, b〉, nazýváme čı́slo F (b)−F (a)Newtonovým určitým
integrálem funkce f(x) od bodu a do bodu b.

☛ Přı́klad
Uvažujme funkci f(x) =

1
n

pro x =
m

n
∈ Q, kde n ∈ N a

m ∈ Z jsou nesoudělná čı́sla, a f(x) = 0 pro x ∈ R \ Q.
Lze ukázat, že pro tuto funkci existuje Riemannův integrál∫ 1

0
f(x) dx = 0. Ale k této funkci neexistuje žádná na inter-

valu 〈0, 1〉 primitivnı́ funkce. Proto nemá tato funkce Newto-
nův integrál.



Integrace per partes

Věta. Necht’ jsou f, g spojitě diferencovatelné funkce na
intervalu 〈a, b〉. Pak platı́:∫ b

a

f ′(x)g(x) dx = f(b)g(b)− f(a)g(a)−
∫ b

a

f(x)g′(x) dx .

Důkaz. Funkce

F (x) =
∫ x

a

f ′(t)g(t) dt , F̃ (x) = f(x)g(x)−f(a)g(a)−
∫ x

a

f(t)g′(t) dt

jsou primitivnı́ funkce k integrovatelné funkci f ′(x)g(x) na intervalu 〈a, b〉.
Mohou se tedy lišit pouze o aditivnı́ konstantu. Ale pro x = a platı́
F (a) = F̃ (a) = 0. Tedy pro každé x ∈ 〈a, b〉 platı́ rovnost:∫ x

a

f ′(t)g(t) dt = f(x)g(x)− f(a)g(a)−
∫ x

a

f(t)g′(t) dt .

Pro x = b odtud plyne tvrzenı́ věty. �



Substitučnı́ metoda pro Riemannův integrál

Věta. Necht’je funkce f(x) spojitá na intervalu 〈a, b〉 a funkce
ϕ : 〈α, β〉 → 〈a, b〉 má spojitou derivaci a platı́ ϕ(α) = a a
ϕ(β) = b. Pak platı́ rovnost∫ β

α

f
(
ϕ(t)

)
· ϕ′(t) dt =

∫ b

a

f(x) dx .

Důkaz. Je-li F (x) na intervalu 〈a, b〉 primitivnı́ funkce k funkci f(x), pak
je podle věty o substituci pro neurčitý integrál funkce Ψ(t) = F

(
ϕ(t)

)
primitivnı́ funkcı́ k funkci f(

(
ϕ(t)

)
· ϕ′(t) na intervalu 〈α, β〉. Proto je

integrál vlevo roven∫ β

α

f
(
ϕ(t)

)
· ϕ′(t) dt = Ψ(β)−Ψ(α) = F

(
ϕ(β)

)
− F

(
ϕ(α)

)
=

= F (b)− F (a) =
∫ b

a

f(x) dx .



Věta. Necht’je f(x) spojitá funkce na intervalu 〈a, b〉 a funkce
ϕ : 〈α, β〉 → 〈a, b〉 je spojitá diferencovatelná funkce, která
zobrazuje interval 〈α, β〉 na interval 〈a, b〉, a necht’ je ϕ′(t) 6=
0. Pak platı́ ∫ b

a

f(x) dx =
∫ β

α

f
(
ϕ(t)

)
· ϕ′(t) dt .

Důkaz. Necht’ jeΨ(t) primitivnı́ funkce k funkci f
(
ϕ(t)

)
·ϕ′(t) na intervalu

〈α, β〉. Pak je integrál vpravo roven Ψ(β)−Ψ(α). Ale předpoklady věty
zaručujı́, že existuje inverznı́ funkce t = ϕ−1(x) k funkci x = ϕ(t) a že
funkce F (x) = Ψ

(
ϕ−1(x)

)
je primitivnı́ funkce k funkci f(x). Proto platı́

∫ b

a

f(x) dx = F (b)− F (a) = Ψ
(
ϕ−1(b)

)
−Ψ

(
ϕ−1(a)

)
=

= Ψ(β)−Ψ(α) =
∫ β

α

f
(
ϕ(t)

)
· ϕ′(t) dt .



Poznámka. Povšimněme si, že podobně jako v přı́padě ne-
určitých integrálů se v obou větách objevuje tvar∫ b

a

f(x) dx =
∫ β

α

f
(
ϕ(t)

)
· ϕ′(t) dt .

Ovšem předpoklady se lišı́ podle toho, zda pomocı́ zná-
mého integrálu na levé nebo pravé straně hledáme druhý z
integrálů v této rovnosti.



Integrál sudé, liché nebo periodické funkce

Věta. Je-li funkce f sudá a integrovatelná v intervalu 〈−b, b〉,

pak platı́:
b∫

−b

f(x) dx = 2
b∫
0
f(x) dx.

Věta. Je-li funkce f lichá a integrovatelná v intervalu 〈−b, b〉,

platı́:
b∫

−b

f(x) dx = 0.



Věta. Necht’ funkce f je periodická s periodou T , necht’a, a′

jsou reálná čı́sla. Existuje-li jeden z následujı́cı́ch integrálů,
existuje i druhý z nich a platı́

a+T∫
a

f(x) dx =
a′+T∫
a′

f(x) dx.

Volně řečeno, integrál přes integračnı́ obor délky periody je
stejný bez ohledu na to, kde je integračnı́ obor umı́stěn.



Použitı́ Riemannova integrálu v geometrii
Předpokládejme, že derivace funkcı́, které se ve vzorcı́ch
vyskytujı́, jsou spojité na celém integračnı́m oboru.
Výpočet obsahu části roviny
1. Obsah S části roviny ohraničené grafy funkcı́ y = f(x) a
y = g(x), spojitých na intervalu 〈a, b〉 a splňujı́cı́ch nerovnost
f(x) ≥ g(x) pro všechna x ∈ 〈a, b〉 a přı́slušnými úsečkami
na přı́mkách x = a, x = b je dán vztahem

S =
b∫

a

(f(x)− g(x)) dx.

Speciálně pro g(x) = 0 platı́

S =
b∫

a

f(x) dx.

2. Obsah S části roviny ohraničené grafem funkce dané
parametricky rovnicemi x = ϕ(t) a y = ψ(t) spojitých na



intervalu 〈α, β〉 a splňujı́cı́ch podmı́nky ϕ̇(t) > 0 a ψ(t) ≥ 0
pro všechna t ∈ 〈α, β〉 a přı́slušnými úsečkami na ose x a
na přı́mkách x = ϕ(α), x = ϕ(β) je dán vztahem

S =
β∫
α

ψ(t)ϕ̇(t) dt.

3. Obsah S části roviny ohraničené grafem spojité a nezá-
porné funkce dané v polárnı́ch souřadnicı́ch rovnicı́ % = f(ϕ)
a průvodiči pro ϕ1 a ϕ2 s délkami %1 = f(ϕ1) a %2 = f(ϕ2),
kde 0 ≤ ϕ1 ≤ ϕ ≤ ϕ2 ≤ 2π je dán vztahem

S =
ϕ2∫
ϕ1

1
2%
2 dϕ.

Tento vztah se nazývá Leibnizův vzorec pro rovinnou vý-
seč.



Výpočet délky křivky
1. Délka s rovinné křivky dané jako graf funkce y = f(x), x ∈
〈a, b〉, s krajnı́mi body (a, f(a)), (b, f(b)) je dána vztahem

s =
b∫

a

√
1 + (f ′(x))2 dx .

2. Délka s rovinné křivky, která je popsaná parametricky
rovnicemi x = ϕ(t) , y = ψ(t) , t ∈ 〈α, β〉, s krajnı́mi body
(ϕ(α), ψ(α)), (ϕ(β), ψ(β)), je dána vztahem

s =
β∫
α

√
ϕ̇2(t) + ψ̇2(t) dt .



3. Délka s prostorové křivky zadané parametrickými rovni-
cemi x = ϕ(t) , y = ψ(t) , z = χ(t) , t ∈ 〈α, β〉, s krajnı́mi
body (ϕ(α), ψ(α), χ(α)), (ϕ(β), ψ(β), χ(β)), je dána vztahem

s =
β∫
α

√
ϕ̇2(t) + ψ̇2(t) + χ̇2(t) dt .



Výpočet obsahu pláště rotačnı́ho tělesa
1. Obsah Q pláště rotačnı́ho tělesa, které vznikne rotacı́
křivky, vytvořené jako graf spojité nezáporné funkce y =
f(x) , x ∈ 〈a, b〉, kolem osy x je dán vztahem

Q = 2π
b∫

a

f(x)
√
1 + (f ′(x))2 dx .

2. Obsah Q pláště rotačnı́ho tělesa, které vznikne rotacı́
rovinné křivky, která je popsaná parametricky rovnicemi x =
ϕ(t) , y = ψ(t) , t ∈ 〈α, β〉, splňujı́cı́ch podmı́nky ϕ̇(t) > 0 a
ψ(t) ≥ 0 pro všechna t ∈ 〈α, β〉 s krajnı́mi body

(
ϕ(α), ψ(α)

)
,(

ϕ(β), ψ(β)
)

kolem osy x je dán vztahem

Q = 2π
β∫
α

ψ(t)
√
ϕ̇2(t) + ψ̇2(t) dt .



Výpočet objemu rotačnı́ho tělesa
1. Objem V rotačnı́ho tělesa, které vznikne rotacı́ křivky,
vytvořené jako graf spojité nezáporné funkce y = f(x) , x ∈
〈a, b〉, kolem osy x je dán vztahem

V = π
b∫

a

(f(x))2 dx.

2. Objem V rotačnı́ho tělesa, které vznikne rotacı́ rovinné
křivky, která je popsaná parametricky rovnicemi x = ϕ(t) , y =
ψ(t) , t ∈ 〈α, β〉, splňujı́cı́ch podmı́nky ϕ̇(t) > 0 a ψ(t) ≥ 0
pro všechna t ∈ 〈α, β〉 s krajnı́mi body

(
ϕ(α), ψ(α)

)
,
(
ϕ(β), ψ(β)

)
kolem osy x je dán vztahem

V = π
β∫
α

ψ2(t)ϕ̇(t) dt.



Použitı́ Riemannova integrálu
ve fyzice a technice
Výpočet statických momentů
1. Statický moment Sx, resp. Sy oblouku homogennı́ rovinné křivky
vzhledem k ose x, resp. y pro křivku zadanou jako graf spojité funkce
y = f(x), x ∈ 〈a, b〉 je dán vztahem

Sx =
b∫

a

f(x)
√
1 + (f ′(x))2 dx , resp. Sy =

b∫
a

x
√
1 + (f ′(x))2 dx .

2. Statický moment Sx, resp. Sy oblouku homogennı́ rovinné křivky
vzhledem k ose x, resp. y pro křivku popsanou parametricky rovnicemi
x = ϕ(t), y = ψ(t), t ∈ 〈α, β〉, s krajnı́mi body

(
ϕ(α), ψ(α)

)
,
(
ϕ(β), ψ(β)

)
,

je dán vztahem

Sx =
β∫
α

ψ(t)
√
ϕ̇2(t) + ψ̇2(t) dt , resp. Sy =

β∫
α

ϕ(t)
√
ϕ̇2(t) + ψ̇2(t) dt .



3. Statický moment Sxy, resp. Sxz, resp. Syz oblouku homogennı́ prosto-
rové křivky vzhledem k rovině xy, resp. xz, resp. yz pro křivku popsanou
parametricky rovnicemi x = ϕ(t), y = ψ(t), z = χ(t), t ∈ 〈α, β〉, s kraj-
nı́mi body

(
ϕ(α), ψ(α), χ(α)

)
,
(
ϕ(β), ψ(β), χ(β)

)
, je dán vztahem

Sxy =
β∫
α

χ(t)g(t) dt, Sxz =
β∫
α

ψ(t)g(t) dt, Syz =
β∫
α

ϕ(t)g(t) dt,

kde g(t) =
√
ϕ̇2(t) + ψ̇2(t) + χ̇2(t).

4. Statický moment Sx, resp. Sy homogennı́ho rovinného obrazce ohra-
ničeného grafem spojité nezáporné funkce y = f(x) , x ∈ 〈a, b〉 a přı́-
slušnými úsečkami na ose x a na přı́mkách x = a, x = b, vzhledem k
ose x, resp. y je dán vztahem

Sx =
1
2

b∫
a

(f(x))2 dx, resp. Sy =
b∫

a

xf(x) dx.

5. Statický moment Sx, resp. Sy homogennı́ho rovinného obrazce ohra-
ničeného grafy spojitých funkcı́ y = f(x) a y = g(x) takových, že
f(x) ≥ g(x) pro všechna x ∈ 〈a, b〉 a přı́slušnými úsečkami na ose



x a na přı́mkách x = a, x = b, vzhledem k ose x, resp. y je dán vztahem

Sx =
1
2

b∫
a

(
(f(x))2 − (g(x))2

)
dx, resp. Sy =

b∫
a

x
(
f(x)− g(x)

)
dx.

6. Statický moment Syz homogennı́ rotačnı́ plochy vytvořené při rotaci
grafu spojité nezáporné funkce y = f(x), x ∈ 〈a, b〉, kolem osy x vzhle-
dem k rovině yz je dán vztahem

Syz = 2π
b∫

a

xf(x)
√
1 + (f ′(x))2 dx .

V tomto přı́padě je Sxy = Sxz = 0.

7. Statický moment Syz homogennı́ho rotačnı́ho tělesa, jehož plášt’ se
vytvořı́ při rotaci grafu spojité nezáporné funkce y = f(x), x ∈ 〈a, b〉,
kolem osy x a které má podstavy v rovinách x = a, x = b, vzhledem k
rovině yz, je dán vztahem

Syz = π
b∫

a

x(f(x))2 dx,



Výpočet souřadnic těžiště
1. Souřadnice xT , resp. yT těžiště oblouku homogennı́ ro-

vinné křivky je dána vztahem xT =
Sy

s
, kde s je délka uvažo-

vaného oblouku a Sx , Sy jsou přı́slušné statické momenty.

2. Souřadnice xT , resp. yT , resp. zT těžiště oblouku homo-

gennı́ prostorové křivky je dána vztahem xT =
Syz

s
, resp.

yT =
Sxz

s
, resp. zT =

Sxy

s
, kde s je délka uvažovaného

oblouku a Sxy , Sxz , Syz jsou přı́slušné statické momenty.

3. Souřadnice xT , resp. yT těžiště homogennı́ho rovinného

obrazce je dána vztahem xT =
Sy

S
, resp. yT =

Sx

S
, kde

S je obsah uvažovaného rovinného obrazce a Sx , Sy jsou
přı́slušné statické momenty.

4. Souřadnice xT těžiště homogennı́ho rotačnı́ho tělesa, je-
hož plášt’se vytvořı́ při rotaci grafu spojité nezáporné funkce



y = f(x) , x ∈ 〈a, b〉, kolem osy x a které má podstavy v ro-

vinách x = a, x = b, je dána vztahem xT =
Syz

V
, kde V je

objem uvažovaného tělesa a Syz je přı́slušný statický mo-
ment. V tomto přı́padě je yT = zT = 0.



Výpočet momentů setrvačnosti
1. Momenty setrvačnosti Ix, resp. Iy, resp. Iz oblouku homogennı́ ro-
vinné křivky vzhledem k ose x, resp. y, resp. k počátku pro křivku zada-
nou jako graf spojité nezáporné funkce y = f(x) , x ∈ 〈a, b〉, jsou dány
vztahy

Ix =
b∫

a

(f(x))2g(t) dt, Iy =
b∫

a

x2g(t) dt, Iz =
b∫

a

(x2 + (f(x))2)g(t) dt,

kde g(t) =
√
1 + (f ′(x))2.

2. Momenty setrvačnosti Ix, resp. Iy, resp. Iz oblouku homogennı́ ro-
vinné křivky vzhledem k ose x, resp. y, resp. k počátku pro křivku popsa-
nou parametrickými rovnicemi x = ϕ(t), y = ψ(t), t ∈ 〈α, β〉, s krajnı́mi
body

(
ϕ(α), ψ(α)

)
,
(
ϕ(β), ψ(β)

)
, je dán vztahem

Ix =
β∫
α

(
ψ(t)

)2
g(t) dt, Iy =

β∫
α

(
ϕ(t)

)2
g(t) dt, Iz =

β∫
α

(
(ϕ(t))2+(ψ(t))2

)
g(t) dt,

kde g(t) =
√
ϕ̇2(t) + ψ̇2(t).



3. Momenty setrvačnosti Ix, resp. Iy, resp. Iz oblouku homogennı́ pro-
storové křivky vzhledem k ose x, resp. y, resp. z pro křivku popsanou
parametricky rovnicemi x = ϕ(t), y = ψ(t), z = χ(t), t ∈ 〈α, β〉, s
krajnı́mi body

(
ϕ(α), ψ(α), χ(α)

)
,
(
ϕ(β), ψ(β), χ(β)

)
, jsou dány vztahy

Ix =
β∫
α

(
(ψ(t))2 + (χ(t))2

)
g(t) dt, Iy =

β∫
α

(
(ϕ(t))2 + (χ(t))2

)
g(t) dt,

Iz =
β∫
α

(
(ϕ(t))2 + (ψ(t))2

)
g(t) dt,

kde g(t) =
√
ϕ̇2(t) + ψ̇2(t) + χ̇2(t).

4. Momenty setrvačnosti Ix, resp. Iy, resp. Iz homogennı́ho rovinného
obrazce ohraničeného grafem spojité nezáporné funkce y = f(x), x ∈
〈a, b〉 a přı́slušnými úsečkami na ose x a na přı́mkách x = a, x = b,
vzhledem k ose x, resp. y, resp. počátku jsou dány vztahy

Ix =
1
3

b∫
a

(
f(x)

)3
dx, Iy =

b∫
a

x2f(x) dx, Iz =
b∫

a

(
1
3

(
f(x)

)3
+x2f(x)

)
dx.



5. Momenty setrvačnosti Ix, resp. Iy, resp. Iz homogennı́ho rovinného
obrazce ohraničeného grafy spojitých funkcı́ y = f(x) a y = g(x) tako-
vých, že f(x) ≥ g(x) pro všechna x ∈ 〈a, b〉 a přı́slušnými úsečkami na
ose x a na přı́mkách x = a, x = b, vzhledem k ose x, resp. y, resp.
počátku jsou dány vztahy

Ix = 1
3

b∫
a

((
f(x)

)3 − (
g(x)

)3)
dx, Iy =

b∫
a

x2
(
f(x)− g(x)

)
dx,

Iz = Ix + Iy.

6. Moment setrvačnosti Ix homogennı́ rotačnı́ plochy vytvořené při ro-
taci grafu spojité nezáporné funkce y = f(x), x ∈ 〈a, b〉, kolem osy x
vzhledem k ose x je dán vztahem

Ix = 2π
b∫

a

(
f(x)

)3√
1 +

(
f ′(x)

)2
dx .



7. Moment setrvačnosti Ix homogennı́ho rotačnı́ho tělesa, jehož plášt’
se vytvořı́ při rotaci grafu spojité nezáporné funkce y = f(x), x ∈ 〈a, b〉,
kolem osy x a které má podstavy v rovinách x = a, x = b, vzhledem k
ose x, je dán vztahem

Ix =
π

2

b∫
a

(
f(x)

)4
dx.


