PREDNASKA 9
NEVLASTNI

RIEMANNUV INTEGRAL



Nevlastni Riemanndv integral

Definice. Necht a < b a pro kazdé y € (a,b) existuje

Yy
Riemanndyv integral / f(x)dz. Jestlize existuje vlastni

)
limita lirl? / f(z) dz, nazveme ji nevlastnim (nebo zo-
y—b— J,

becnénym) Riemannovym integralem funkce f(x) od
bodu a do bodu b, a fekneme, Ze nevlastni integral je
konvergentni. V pfipadé, Ze je vySe uvedena limita ne-
vlastni nebo neexistuje, fikame, Ze integral diverguje.
Nevlastni Riemannlv integral funkce f(z) od a do b zna-
¢ime opét f;f(x) dz.



Podle definice je tedy
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O tomto integralu fikame, Ze je nevlastni vlivem inte-
grandu. Bod b, v jehoz kazdém okoli je integrand neome-
zeny, se nazyva singularnim bodem integrandu nebo ne-
vlastniho integralu. Uvedené rovnost plati i tehdy, kdyZ in-
tegral vlevo existuje jako vlastni RiemannUv integral. Proto
mlzZeme bez obav pouZivat pro nevlastni integraly totéz
oznaceni jako pro integraly vlastni.

Nevlastni integral pro funkce, jejichz jedinym singularnim
bodem je bod a, tj. dolni integracni mez, definujeme analo-
gicky:
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J f(z)dz = lim ff
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Jsou-li oba krajni body a, b integracniho oboru jedinymi
singularnimi body integralu [* f(z) dz, pak rozdé&lime inte-
gracni obor néjakym bodem ¢ € (a,b) a vySetfujeme in-
tegraly [ f(z)dz a fcbf(x) dz. Podobné, je-li néktery bod
¢ € (a,b) singularnim bodem integralu fab f(x)dx, uvazu-
jeme kazdy z integraldl [ f(z) dz a fcb f(x)dx zvlast.
Newton—Leibnizova formule pro nevlastni integraly
b
Véta. Predpokladejme, Ze integral I = [ f(z)dx ma jediny

singularni bod a, Ze existuji vlastni integraly f;f(x) dzx pro
x € (a,b) a ze funkce f ma primitivni funkci F' v intervalu
(a,b). Konverguje-li integral I, pak plati:

b

[ f(z)dx = F(b) — lim F(z).
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Analogicky v pfipadé, Ze jedinym singularnim bodem je b.



Srovnavaci kritérium konvergence integralu

Véta. Necht funkce f, g jsou definovany v intervalu (a,b) a
necht 0 < f(z) < g(x) pro kazdé = € (a,b). Necht existuji
vlastni integraly f(f f(z)dw, foljg(x) dx pro kazdé a € (a,b).
Potom plati nasledujici dvé tvrzeni.

1. Konverguje-li integral [ g(x) dz, konverguje také inte-
grél fabf(x) dz.

2. Diverguje-li integral fff(:z:) dz, diverguje také integral
fab g(x)dz.

Funkce f, resp. integral ff f(z)dz ve srovnavacim kritériu
se nazyva minorantni funkce, resp. minorantni integral.
Funkce g, resp. integral fabg(:v) dz se nazyva majorantni
funkce, resp. majorantni integral.



Absolutné konvergentni integraly
Definice. Jestlize existuji nevlastni Riemannovy in-

b b
tegraly / f(z)dz a /\f(x)]dx, nazyvame integral
/ f(z)dz absolutné konvergentni.
“ b
Jestlize integral / f(z)dz konverguje a integral

}f )| dz diverguje, fikame, Ze mtegral/ f(z)dz je

neabsolutn& konvergentni.



Ze srovnavaciho kritéria bezprostfedné plyne nasledujici
tvrzeni.

Véta. Necht funkce f je definovana v intervalu (a, b), necht
existuje integral fjf(x) dz pro kazdé « € (a,b). Necht kon-
verguje integréal f;|f(:v)|d:v. Potom konverguje i integral



Integraly nevlastni vlivem mezi

Definice. Necht pro kazdé y > a existuje Riemannlv
Y

integrél/ f(z) dz. JestliZze existuje kone¢na limita

400
lim / flx)dz = f(z)dx
y—+o0 a
nazyvame ji nevlastnim (nebo zobecnénym) Rieman-
novym integralem.

Necht pro kazdé y < a existuje Riemannlv integral

/ f(z)dz. Jestlize eX|stu1e konecna limita

lim f )dz = / f(z

Yy——00

nazyvame ji nevlastmm (nebo zobecnénym) Rieman-
novym integralem.



Definice. Necht funkce f ma vlastni Riemann(v integral
pfes libovolny omezeny interval (x,y) a necht ¢ € R.
Rikame, Ze nevlastni Riemanndv integral I funkce f
od —oo do oo konverguje prave tehdy, kdyz konverguji
integraly [°_ f(z)dz a [ f(x)dz. Integral I zna€ime
[ f(z) dz a definujeme

[ f@)de= | f@)de+ [ f(z)de.

Lze ukéazat, Ze konvergence ani hodnotaintegralu [~ f(z) dz
nezavisi na volbé bodu c € R.



Absolutné konvergentni integraly

Definice. Jestlize existuji nevlastni Riemannovy in-
tegrély [ f@)dz a [7|f(z)|dz, nazgvame integral

/ f(z)dz absolutné konvergentni.

Jestlize integral f f(z)dz konverguje a integréal
[ 1f(z)|dz diverguije, rlkame, Ze integral [ f(z)dz je
neabsolutné konvergentni.

Véta. Necht funkce f je definovana v intervalu (a,o0) a
necht existuje vlastni Riemanndv integral fy x)dx pro
kazdé y € (a,o0). Necht konverguje integral [ \f )| dz.
Potom konverguje také integral faoo f(x) dz. AvSak z konver-
gence integralu fa"o f(x) dx neplyne konvergence integralu

Jo 1f ()| da.



Nutna podminka konvergence

Véta. Necht existuje vlastni integral fabf(m) dx pro kazdé
b > a a necht existuje vlastni nebo nevlastni limita
lim f(z) # 0. Pak integral [ f(z) dz diverguje.

Srovnavaci kritérium

Véta. Necht jsou funkce f, g definovany v intervalu (a, co),
necht 0 < f(x) < g(z) pro kazdé x € (a,c0). Necht existuji
vlastni integraly ff f(z)dz, ffg(x) dz pro kazdé g € (a, ).
Potom plati nasledujici dvé tvrzeni.
1. Konverguje-li integral fa‘” g(x) dz, konverguije i integral
L7 f(x)da.
2. Diverguje-li integral fa"o f(x)dz, diverguje i integral



