
PŘEDNÁŠKA 1

MNOŽINY ČÍSEL
A JEJICH VLASTNOSTI



Druhy čı́sel



N ⊂ Z ⊂ Q ⊂ R ⊂ C



Množina přirozených čı́sel

N =
{
1, 2, 3, . . .

}
, N0 =

{
0, 1, 2, 3, . . .

}
Axiom matematické indukce.
Necht’ je U ⊂ N taková, že 1 ∈ U .
Jestliže z vlastnosti n ∈ U plyne (n+ 1) ∈ U , pak U = N.



☛ Přı́klad. Dokažte, že pro každé n ∈ N platı́ rovnost

12 + 22 + · · ·+ n2 =
n(n+ 1)(2n+ 1)

6
. (1)

Řešenı́: Označme U = {n ∈ N | pro n platı́ (1)}.

1. krok: 1 ∈ U : 12 =
1 · 2 · 3
6

2. krok: n ∈ U ⇒ (n+ 1) ∈ U :

12 + 22 + · · ·+ n2 + (n+ 1)2 =

=
n(n+ 1)(2n+ 1)

6
+ (n+ 1)2 =

(n+ 1)(n+ 2)(2n+ 3)
6

,

to je právě vztah (1) pro n = n+ 1 . �



Množina celých čı́sel

Z =
{
. . . , −2, −1, 0, 1, 2, . . .

}
Množina celých čı́sel je rozšı́řenı́m množiny N0
o množinu všech řešenı́ rovnic tvaru

n1 + x = n2 , kde n1, n2 ∈ N .

Množina racionálnı́ch čı́sel

Q =
{ z

n
, kde z ∈ Z , n ∈ N

}
Množina racionálnı́ch čı́sel je rozšı́řenı́m množiny Z
o množinu všech řešenı́ rovnic tvaru

z1x = z2 , kde z1, z2 ∈ Z .



Množina reálných čı́sel

R = {a0.a1a2 . . . an . . . , a0 ∈ Z , ak ∈ {0, . . . , 9} pro k ≥ 1} ,

kde ke každému n0 ∈ N existuje n > n0 takové, že an 6= 9.

Množina reálných čı́sel je tedy zavedena jako množina všech
desetinných rozvojů, které nejsou zakončeny samými devı́t-
kami – jinak by např. čı́slo 1 mělo dva různé rozvoje,

1.000 . . . a 0.999 . . . ,

a jeho vyjádřenı́ by nebylo jednoznačné:

9
10
+
9
100
+
9
1000

+ · · ·+ 9
10n
+ · · · = 9

10
· 1
1− 1/10

= 1 .



Racionálnı́ čı́sla představujı́ pouze periodické desetinné
rozvoje, kde existuje n0 ∈ N a k ∈ N takové, že pro každé
přirozené n > n0 je an+k = an (jistá skupina čı́sel se neustále
opakuje). Čı́sla, která neodpovı́dajı́ periodickým desetinným
rozvojům, se nazývajı́ iracionálnı́ čı́sla.

Uspořádánı́ na množině R.
Řekneme, že reálné čı́slo x = x0.x1x2 . . . xn−1xnxn+1 . . .

je menšı́ než reálné čı́slo y = y0.y1y2 . . . yn−1ynyn+1 . . . ,
pı́šeme x < y, právě tehdy, když existuje n ∈ N0 takové,
že xk = yk pro k < n a xn < yn.

Chceme-li vyjádřit, že a < b nebo a = b, pı́šeme a ≤ b; je-li
a > b nebo a = b, pı́šeme a ≥ b.

Reálná čı́sla a > 0 se nazývajı́ kladná čı́sla, a < 0 záporná
čı́sla, a ≥ 0 nezáporná čı́sla a a ≤ 0 nekladná čı́sla.



Vlastnosti uspořádánı́

➥ Pro každá dvě reálná čı́sla a, b platı́ právě jeden ze
vztahů: a < b, a = b, a > b.

➥ Pro každá tři reálná čı́sla a, b, c platı́:

• Je-li a < b a zároveň b < c, pak a < c.

• Je-li a < b, pak a+ c < b+ c.

• Je-li a < b a zároveň c > 0, pak ac < bc.

➥ Pro každá čtyři reálná čı́sla a, b, c, d platı́:

• Je-li a < b a zároveň c < 0 , pak ac > bc.

• Je-li a < b a zároveň c < d, pak a+ c > b+ d.

• Je-li 0 < a < b a zároveň 0 < c < d, pak ac < bd.

• Je-li 0 < a < b, pak 1/a < 1/b .



Geometrická reprezentace množiny reálných čı́sel

Reálná čı́sla jsme zvyklı́ znázorňovat pomocı́ čı́selné osy.
To nám umožňuje následujı́cı́ tvrzenı́:

Tvrzenı́ 2. Existuje zobrazenı́ množiny R na přı́mku, které
má tyto vlastnosti:

• Je vzájemně jednoznačné, tj. obrazem každého reál-
ného čı́sla je právě jeden bod přı́mky a naopak, každý
bod přı́mky je obrazem právě jednoho reálného čı́sla.

• Jsou-li a, b, c libovolná reálná čı́sla, pro která platı́
a < b < c, pak obraz čı́sla b ležı́ na přı́mce mezi obrazy
čı́sel a, c.



Grafické znázorněnı́ reálných čı́sel na čı́selné ose

Zvolme přı́mku x a na nı́ dva různé body, z nichž jeden prohlásı́me za
obraz čı́sla 0, označı́me jej stejným symbolem a nazveme jej počát-
kem, druhý zvolı́me za obraz čı́sla 1, označı́me jej rovněž symbolem
1 a nazveme jej jednotkovým bodem. Přı́mce x se pak řı́ká čı́selná
osa; jejı́ poloha se obvykle volı́ vodorovná a bod 1 se na nı́ volı́ vpravo
od počátku 0.

Každému reálnému čı́slu a se na čı́selné ose přiřazuje bod zvaný obraz

čı́sla a, který budeme značit stejně. Kladné čı́slo a se přitom zobrazuje

na polopřı́mku ’01’ tak, že vzdálenost obrazu od počátku je rovna čı́slu a

(tj. a krát velikost jednotkové úsečky ’01’), obraz záporného čı́sla b ležı́

na polopřı́mce opačné k polopřı́mce ’01’ a jeho vzdálenost od počátku

0 je rovna čı́slu −b. Polopřı́mka ’01’ se proto nazývá kladná poloosa

(obvykle je opatřena šipkou), polopřı́mka opačná k polopřı́mce ’01’ se

nazývá záporná poloosa. Pro jednoduchost se o reálných čı́slech často

hovořı́ přı́mo jako o bodech čı́selné osy.



Absolutnı́ hodnota reálného čı́sla a je definována takto:

| a | =


a, je-li a ≥ 0,

−a, je-li a < 0.

Absolutnı́ hodnota nezáporného čı́sla je tedy dané čı́slo
samo, absolutnı́ hodnota záporného čı́sla je čı́slo k němu
opačné.



Vzdálenost reálných čı́sel

Uvědomme si, že pro libovolná x, y, z ∈ R platı́:

1. |x− y| ≥ 0,

2. |x− y| = 0⇐⇒ x = y,

3. |x− z| ≤ |x− y|+ |y − z| (trojúhelnı́ková nerovnost).

V grafickém znázorněnı́ reálných čı́sel na čı́selné ose před-
stavuje absolutnı́ hodnota | a | vzdálenost obrazu čı́sla a

od počátku; | a − b | pak představuje vzdálenost obrazů
čı́sel a, b.

Obecně bychom mohli vzdálenost dvou reálných čı́sel zavést jako li-

bovolnou funkci ρ : R×R → R splňujı́cı́ podmı́nky 1.–3. Nebude-li však

řečeno jinak, budeme vzdálenostı́ rozumět absolutnı́ hodnotu.



Rozšı́řenı́ množiny reálných čı́sel o +∞ a −∞
Mnohdy je výhodné rozšı́řit množinu reálných čı́sel o dva
symboly, +∞ a −∞, pro které platı́: −∞ < x < +∞ pro
každé x ∈ R. Takto rozšı́řenou množinu budeme značit jako
R∗ a přirozeně na ni rozšı́řı́me některé algebraické operace:∣∣±∞∣∣ = +∞ , ±∞+ x = ±∞ pro každé x ∈ R ,

+∞+ (+∞) = +∞ , −∞− (−∞) = −∞ ,

x · (±∞) = ±∞ pro každé x > 0 ,

x · (±∞) = ∓∞ pro každé x < 0 ,
±∞
x
= ±∞ pro x > 0 ,

±∞
x
= ∓∞ pro x < 0 ,

x

±∞
= 0 pro x ∈ R .

Nelze definovat: +∞+(−∞), 0·(±∞), 0/0, ±∞/±∞ .



Interval je podmnožina množiny všech reálných čı́sel, která
se na čı́selné ose zobrazı́ jako úsečka, polopřı́mka nebo
přı́mka, přičemž krajnı́ body úsečky a počátečnı́ bod polo-
přı́mky k nı́ mohou, ale nemusı́ patřit.

➥ Interval omezený (na čı́selné ose znázorněn úsečkou)

➥ Uzavřený: 〈a, b〉 = {x ∈ R; a ≤ x ≤ b}
-• •

a b x
➥ Polouzavřený:

〈a, b) = {x ∈ R; a ≤ x < b} , (a, b〉 = {x ∈ R; a < x ≤ b}
-• ◦

a b x
-◦ •

a b x

➥ Otevřený: (a, b) = {x ∈ R; a < x < b}
-◦ ◦

a b x



➥ Neomezený (znázorněn přı́mkou nebo polopřı́mkou)

➥ Neomezený zprava:

〈a,+∞) = {x ∈ R;x ≥ a} , (a,+∞) = {x ∈ R;x > a}

-•
a x

-◦
a x

➥ Neomezený zleva:

(−∞, b〉 = {x ∈ R;x ≤ b} , (−∞, b) = {x ∈ R;x < b}

-•
b x

-◦
b x

➥ Oboustranně neomezený: (−∞,+∞) = R
-

0 x



Množiny reálných čı́sel a jejich vlastnosti

Definice. Množina M ⊂ R se nazývá

➥ shora omezená, jestliže existuje H ∈ R takové, že
pro každé x ∈ M platı́ nerovnost x ≤ H;

➥ zdola omezená, jestliže existuje D ∈ R takové, že
pro každé x ∈ M platı́ nerovnost x ≥ D;

➥ omezená, je-li omezená shora i zdola.

Čı́slo H se nazývá hornı́ odhad množiny M, čı́slo D se
nazývá dolnı́ odhad množiny M.



Definice. Necht’ M ⊂ R. Čı́slo S ∈ R, pro které platı́:

1. pro každé x ∈ M je x ≤ S,

2. pro každé S ′ < S existuje x ∈ M takové, že x > S ′,

se nazývá supremum množiny M.

Supremum množiny je tedy jejı́ nejmenšı́ hornı́ odhad.
Prvnı́ podmı́nka řı́ká, že S je hornı́ odhad, druhá podmı́nka řı́ká, že je ze

všech hornı́ch odhadů nejmenšı́, tj. žádné čı́slo S′ menšı́ než supremum

nenı́ hornı́m odhadem. Supremum S nemusı́ být prvkem množiny M.



Definice. Necht’ M ⊂ R. Čı́slo s ∈ R, pro které platı́

1. pro každé x ∈ M je x ≥ s,

2. pro každé s′ > s existuje x ∈ M takové, že x < s′,

se nazývá infimum množiny M .

Infimum množiny je tedy jejı́ nejmenšı́ hornı́ odhad.
Prvnı́ podmı́nka řı́ká, že s je dolnı́ odhad, druhá podmı́nka řı́ká, že je ze

všech dolnı́ch odhadů největšı́, tj. žádné čı́slo s′ většı́ než infimum nenı́

dolnı́m odhadem. Infimum s nemusı́ být prvkem množiny M.



Věta o supremu a infimu v R

1. Pro každou neprázdnou shora omezenou množinu
M ⊂ R existuje právě jedno supremum S ∈ R.

2. Pro každou neprázdnou zdola omezenou množinu
M ⊂ R existuje právě jedno infimum s ∈ R.

Poznámka. Povšimněme si, že v množině racionálnı́ch čı́-
sel uvedená věta neplatı́. Stačı́ uvažovat

M =
{
q ∈ Q ; q2 < 2

}
.

V reálném oboru by bylo supremum
√
2, infimum −

√
2,

tato čı́sla však nejsou racionálnı́.



Definice. Necht’ ε > 0. Okolı́m bodu a ∈ R se nazývá
množina Uε(a) všech bodů x ∈ R, jejichž vzdálenost od
bodu a je menšı́ než ε, tj.

Uε(a) =
{
x ∈ R ; |x− a| < ε

}
.

Definice. Prstencovým okolı́m bodu a ∈ R se nazývá
množina Pε(a) = Uε(a) \ {a}, tj.

Pε(a) =
{
x ∈ R ; 0 < |x− a| < ε

}
.



Pro ε > 0 definujeme okolı́ bodu +∞ jako

Uε(+∞) =
{

x ∈ R ; x >
1
ε

}
∪ {+∞}

a okolı́ bodu −∞ jako

Uε(−∞) =
{

x ∈ R ; x < −1
ε

}
∪ {−∞} .

Prstencová okolı́ je definujı́ bez bodů ±∞ :

Pε(+∞) =
{

x ∈ R ; x >
1
ε

}
,

Pε(−∞) =
{

x ∈ R ; x < −1
ε

}
.



Definice. Uvažujme množinu M ⊂ R. Bod a se nazývá

➥ vnitřnı́ bod množiny M , existuje-li okolı́ Uε(a) ⊂ M .

➥ vnějšı́ bod množiny M , existuje-li okolı́ Uε(a) ta-
kové, že Uε(a) ∩M = ∅.

➥ hraničnı́ bod množiny M má-li každé jeho okolı́
Uε(a) neprázdný průnik jak s množinou M tak jejı́m
doplňkem MC = R \M .



Definice. Množina M ⊂ R se nazývá

➥ otevřená právě tehdy, když je každý jejı́ bod jejı́m
vnitřnı́m bodem.

➥ uzavřená právě tehdy, když je jejı́ doplněk
MC = R \M otevřená množina.

☛ Přı́klad.

• M = (−1, 2) ∪ (3, 5) je otevřená množina.

• M = 〈−1, 2〉 ∪ 〈3, 5〉 je uzavřená množina.

• M = (−1, 2) ∪ (3, 5〉 nenı́ otevřená ani uzavřená.



Definice. Množina všech vnitřnı́ch bodů množiny M se
nazývá vnitřek množiny M a značı́ se M◦.

Definice. Uzávěrem množiny M nazýváme doplněk ke
vnitřku doplňku množiny M a značı́me jej M , tj. M =
R \

(
R \M

)◦
.

Definice. Hranicı́ množiny M nazýváme množinu všech
jejı́ch hraničnı́ch bodů a značı́me ji ∂M .

☛ Přı́klad. Uvažujme M = (−1, 2) ∪ (3, 5〉 .

• M◦ = (−1, 2) ∪ (3, 5) ,

• M = 〈−1, 2〉 ∪ 〈3, 5〉 ,

• ∂M = {−1, 2, 3, 5} .



Definice. Bod x se nazývá

➥ hromadný bod množiny M právě tehdy, když pro
každé jeho prstencové okolı́ Pε(x) je M ∩ Pε(x) 6= ∅.

➥ izolovaný bod množiny M právě tehdy, když exis-
tuje prstencové okolı́ Pε(x) takové, že M ∩Pε(x) = ∅.

☛ Přı́klad.

Definice. Uzavřená a omezená množina M ⊂ R se
nazývá kompaktnı́.


