PREDNASKA 1

MNOZINY CISEL
A JEJICH VLASTNOSTI
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Mnozina pfirozenych cisel
N={1,23, ...}, No=1{0,1,2,3,...}

Axiom matematické indukce.
Necht je U C N takova, ze 1 € U.
JestliZze z vlastnostin € U plyne (n+ 1) € U, pak U = N.
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O Priklad. Dokazte, Ze pro kazdé n € N plati rovnost
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ReSeni: Oznatme U = {n € N | pro n plati (1)}.
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Mnozina celych Cisel
Z=A{... -1,0,1,2, ...}

MnoZina celych Cisel je rozSifenim mnoZiny Ny
0 mnozinu vSech feSeni rovnic tvaru

ni+x=ny, kde mny, nyeN.
Mnozina racionalnich cCisel
z
Q:{—, kde z € Z, nEN}
n

N4

Mnozina racionalnich Cisel je rozSifenim mnoziny Z
0 mnozinu vSech feSeni rovnic tvaru

20T =2z, kde z, o €Z.



Mnozina realnych cCisel
R ={ap.a1as...ay..., ap € Z,a, €40, ...,9} prok > 1} ,
kde ke kazdému ny € N existuje n > n, takové, ze a,, # 9.

MnoZinareéalnych Cisel je tedy zavedena jako mnoZina vSech
desetinnych rozvojl, které nejsou zakonéeny samymi devit-
kami — jinak by napf. ¢islo 1 mélo dva réizné rozvoje,

1.000... a 0.999...,

a jeho vyjadreni by nebylo jednoznacné:

3+i+i+ +i+ —g ;—1
10 100 = 1000 10m 10 1—-1/10



Racionalni Cisla pfedstavuji pouze periodické desetinné
rozvoje, kde existuje no € N a k € N takové, ze pro kazdé
pfirozenén > ngje a,.1 = a, (jista skupina Cisel se neustale
opakuje). Cisla, ktera neodpovidaji periodickym desetinnym
rozvojlim, se nazyvaji iracionalni ¢isla.

Uspofadani na mnoziné R.

Rekneme, Ze realné &islo © = zo.21%2... Tp1TpTnit ...
je mensi nez realné Cislo v = yo.11Y2 - Yn1UnVYntl - - -
piSeme x < y, pravé tehdy, kdyz existuje n € N, takové,
Zex,=y.prok <nawx, <y,.

Chceme-li vyjadrit, Ze a < b nebo a = b, piSeme a < b; je-li
a > bnebo a = b, piSeme a > b.

Reéalna Cisla a > 0 se nazyvaji kladné Cisla, a < 0 zaporna
¢isla, a > 0 nezaporna ¢isla a a < 0 nekladna Cisla.



Vlastnosti usporadani

0 Pro kazda dvé realna cCisla a,b plati pravé jeden ze
vztah(: a<b, a=0b a >bh
0 Pro kazda tfi realna Cisla a, b, c plati:
e Je-lia<bazarovenb < c,paka < c.

e Je-lia<b paka+c<b+ec
e Je-lia < bazaroven c > 0, pak ac < be.

O Pro kazda ctyfi realna Cisla a, b, ¢, d plati:

Je-lia < bazaroven c < 0, pak ac > be.

Je-lia <bazarovenc<d,paka+c>b+d.
Je-li0 <a<bazaroven 0 < ¢ < d, pak ac < bd.
Je-li0<a<b pakl/a<1/b.



Geometricka reprezentace mnoziny realnych cisel

Reéln4 Cisla jsme zvykli znazoriovat pomoci ¢iselné osy.
To ndm umoznuje nasledujici tvrzeni:

Tvrzeni 2. Existuje zobrazeni mnoziny R na pfimku, které
ma tyto vlastnosti:

e Je vzajemneé jednoznacné, tj. obrazem kazdého real-
ného Cisla je pravé jeden bod pfimky a naopak, kazdy
bod pfimky je obrazem prave jednoho realného cisla.

e Jsou-li a, b, c libovolna realna cCisla, pro ktera plati

a < b < ¢, pak obraz €isla b leZi na pfimce mezi obrazy
Cisel a, c.



Grafické znazornéni realnych cisel na Ciselné ose

Zvolme pfimku z a na ni dva rlizné body, z nichZ jeden prohlasime za
obraz Cisla 0, oznaCime jej stejnym symbolem a nazveme jej pocat-
kem, druhy zvolime za obraz €isla 1, oznacime jej rovnéZ symbolem
1 a nazveme jej jednotkovym bodem. Pfimce x se pak fika Ciselna
0sa; jeji poloha se obvykle voli vodorovna a bod 1 se na ni voli vpravo
od pocatku 0.

Kazdému re&lnému Cislu a se na Ciselné ose pfifazuje bod zvany obraz
¢isla a, ktery budeme znacit stejné. Kladné Cislo a se pfitom zobrazuje
na polopfimku '01’ tak, Ze vzdalenost obrazu od pocatku je rovna €islu a
(tj. a krat velikost jednotkové Usecky '01"), obraz zaporného cisla b lezi
na polopfimce opacné k polopfimce '01’ a jeho vzdalenost od pocatku
0 je rovna Cislu —b. Polopfimka '01’ se proto nazyva kladna poloosa
(obvykle je opatfena Sipkou), polopfimka opacna k polopfimce '01’ se
nazyva zaporna poloosa. Pro jednoduchost se o realnych ¢islech ¢asto
hovofi pfimo jako o bodech Ciselné osy.



Absolutni hodnota realného ¢isla a je definovana takto:

a, Jje-i a>0,

la| =
—a, je-li a<DO.
|b|=]-a|=|a] |a
p A W N <~ R
b=—a<0 0 | a>0

Absolutni hodnota nezaporného cCisla je tedy dané cislo
samo, absolutni hodnota zaporného cisla je €islo k nému
opacné.



Vzdalenost realnych Cisel
Uvédomme si, Ze pro libovolna z, y, z € R plati:
1. |z —y| >0,
2. [x—y|l=0<=z =y,
3. |z —z| <|x—y|+ |y — 2| (trojuhelnikova nerovnost).

V grafickém znazornéni realnych Cisel na Ciselné ose pred-
stavuje absolutni hodnota |a| vzdalenost obrazu Cisla a
od pocatku; |a — b| pak pfedstavuje vzdalenost obraz(
Cisel a, b.

Obecné bychom mohli vzdalenost dvou realnych Cisel zavést jako li-
bovolnou funkci p : R x R — R spliujici podminky 1.—3. Nebude-li vSak
feceno jinak, budeme vzdalenosti rozumét absolutni hodnotu.



RozSifeni mnoZiny realnych Cisel 0 +oo a —oo

Mnohdy je vyhodné rozsifit mnozinu realnych Cisel o dva
symboly, +00 a —oo, pro které plati: —oo < = < 400 pro
kazdé = € R. Takto rozSifenou mnoZinu budeme znacit jako
R* a pfirozené na ni rozSifime nékteré algebraické operace:

‘j:oo}:—l—oo, +o00 4+ x = Fo00 prokazdé r € R,
+00 + (+00) = 400, —00 — (—00) = —00,
x - (£00) = £o00 pro kazdé = > 0,

x - (£00) = Foo prokazdé = < 0,

+ +
;.O:ioopro:c>0, ;.O:$ooprox<0,
x x

x

— =0 eR.

g pro x

Nelze definovat: +oo+(—o0), 0-(fo0), 0/0, =+oo/+o0o.



Interval je podmnoZina mnoziny v8ech realnych Cisel, ktera
se na Ciselné ose zobrazi jako UsecCka, polopfimka nebo
pfimka, pficemz krajni body Usecky a pocatecni bod polo-
pfimky k ni mohou, ale nemusi patfit.

[0 Interval omezeny (na Ciselné ose znazornén tseckou)

[0 Uzavfeny: (a,b) ={r € R;a < x < b}

a b
O Polouzavfieny:

(a,b) ={r e Rja <z < b}, (a,b) ={r € Rja < x < b}

a b T a l;

[0 Otevieny: (a,b) ={r e Rja < x < b}

O

a b T




[0 Neomezeny (znazornén pfimkou nebo polopfimkou)
[0 Neomezeny zprava:

(a,4+00) ={z € Ryx > a}, (a,+00) ={z € Rz > a}

O

a i a T

0 Neomezeny zleva:

(—o0,b) = {x € Ryz < b}, (—o0,b) ={x € R;z < b}

Z) T b T

[0 Oboustranné neomezeny: (—oo,+o00) =R




Mnoziny realnych cisel a jejich vlastnosti

Definice. MnozZina M C R se nazyva
[0 shora omezen4, jestlize existuje H € R takove, Ze
pro kazdé = € M plati nerovnost = < H;

[0 zdola omezena, jestlize existuje D € R takové, Ze
pro kazdé = € M plati nerovnost = > D;

[0 omezena, je-li omezena shora i zdola.

Cislo H se nazyva horni odhad mnoZiny M, &islo D se
nazyva dolni odhad mnoziny M.



Definice. Necht M c R. Cislo S € R, pro které plati:
1. prokazdé z € M jex < S,
2. pro kazdé S’ < S existuje x € M takové, ze x > 5’,

se hazyva supremum mnoziny M.
Supremum mnoziny je tedy jeji nejmensi horni odhad.
Prvni podminka fika, Ze S je horni odhad, druh&a podminka fika, Ze je ze
vSech hornich odhadd nejmensi, tj. Zadné ¢islo S’ mensi neZ supremum
neni hornim odhadem. Supremum S nemusi byt prvkem mnoziny M.

M R

®
S x S H



Definice. Necht M c R. Cislo s € R, pro které plati
1. prokazdé z € M je x > s,
2. pro kazdé s’ > s existuje x € M takové, ze x < s,
se nazyva infimum mnoziny M.
Infimum mnoziny je tedy jeji nejmensi horni odhad.
Prvni podminka ¥ik4, Ze s je dolni odhad, druha podminka fika, Ze je ze
vSech dolnich odhadi nejvétsi, tj. Zadné &islo s’ vétsi nez infimum neni
dolnim odhadem. Infimum s nemusi byt prvkem mnoziny M.

R M
L
D s X s'




Véta o supremu a infimu v R

1. Pro kaZzdou neprazdnou shora omezenou mnoZinu
M C R existuje pravé jedno supremum S € R.

2. Pro kazdou neprazdnou zdola omezenou mnoZzinu
M C R existuje pravé jedno infimum s € R.

Poznamka. PovSimnéme si, Ze v mnoziné racionalnich ¢i-
sel uvedena véta neplati. Staci uvazovat

M={qeQ; ¢ <2}.

V realném oboru by bylo supremum /2, infimum —v/2,
tato Cisla vSak nejsou racionalni.



Definice. Necht ¢ > 0. Okolim bodu a € R se nazyva
mnoZzina U.(a) vSech bodl = € R, jejichz vzdalenost od
bodu a je mensi nez ¢, tj.

U(a) ={z €R; |z —a| <e}.

Definice. Prstencovym okolim bodu a € R se nazyva
mnozina P.(a) = U.(a) \ {a}, .

P(a)={z€eR;0<|z—a| <e}.

—a| U@ x-a|  Fe(@)
=0 ® Y { O )

a—-¢ X a a+e¢ a—-¢&¢ X a at+e




Pro ¢ > 0 definujeme okoli bodu +oc jako
1
U.(+00) = {x ER; z> g} U {+o0}
a okoli bodu —cc jako
1
U.(—o0) = {x eER; x < —g} U{—o0}.
Prstencova okoli je definuji bez bodl +oo:

1
PE(—i—oo):{xG]R; x>g},

P.(—o00) = {xeR; xr < —1} .

€



Definice. Uvazujme mnozinu M C R. Bod a se nazyva
O vnitfnibod mnoZiny M, existuje-li okoli U.(a) C M.
O vnéjSi bod mnoZiny M, existuje-li okoli U.(a) ta-
kové, ze U.(a) N M = ().

O hrani¢ni bod mnoziny M méa-li kazdé jeho okoli
U.(a) neprazdny prlnik jak s mnoZinou M tak jejim
dopliikem M¢ =R\ M.

Us(az)f\MC¢¢
[ ]
az

Ue(as)nM =@ NM=@

M M°=R:\M



Definice. MnoZina M C R se nazyva

[ oteviena pravé tehdy, kdyz je kazdy jeji bod jejim
vnitfnim bodem.

[0 uzaviena praveé tehdy, kdyZz je jeji doplnék
M€ =R\ M otevfena mnoZzina.

e M =(—1,2)U(3,5) je oteviena mnozina.
o M= (-1,2)U (3,
o M =(-1,2)U(3,

) je uzaviena mnozina.

[ N

) neni otevien& ani uzaviena.

M, — oteviena M, — uzaviena M5 neni oteviena ani uzaviena



Definice. Mnozina vSech vnitfnich boddl mnoZziny M se
nazyva vnitfek mnoziny M a znaci se M°.

Definice. Uzavérem mnoZziny M nazyvame doplnék ke
vnittku dopliiku mnoziny M a znacéime jej M, tj. M =
R\ (R\ M)".

Definice. Hranici mnoziny M nazyvame mnozinu vSech
jejich hrani¢nich bodl a znacime ji 9M.

O PFiklad. UvaZujme M = (—1,2) U (3,5) .
o M°=(-1,2)U(3,5),
o M =(—1,2)U(3,5),
o OM ={-1,2,3,5}.



Definice. Bod x se nazyva
[0 hromadny bod mnoziny M prave tehdy, kdyz pro
kazdé jeho prstencové okoli P.(z) je M N P.(x) # 0.
[0 izolovany bod mnoziny M pravé tehdy, kdyz exis-
tuje prstencoveé okoli P.(z) takové, Ze M N P.(x) = 0.

O Priklad.
M=(-1,2) U {4}

hromadny bod: libololné xe {-1,2) izolovany bod: 4

\J \J .
-1 2 4

Definice. Uzaviena a omezend mnozina M C R se
nazyva kompaktni.



