POSLOUPNOSTI V R
A JEJICH VLASTNOSTI



Zobrazeni

Definice. Uvazujme libovolné neprazdné mnoziny A, B.
Zobrazeni mnoziny A do mnoziny B je definovano jako
mnoZina F' usporadanych dvojic (z,y) € A x B, kde ke
kazdému prvku x € A existuje pravé jeden prvek y € B,
pro ktery je (z,y) € F'.

Prvku x se fika vzor prvku y, prvku y se fika obraz prvku
x V zobrazeni F'; rovnéZz se pouZziva vyjadreni, Ze y je
hodnota zobrazeni F' v bodé z a piSe se y = F'(x) nebo
x — F(x). MnoZina A se nazyva definicni obor zobra-
zeni F' a oznacuje také symbolem D(F') €i Dr. MnoZina
vSech obrazll v zobrazeni ' se nazyva obor hodnot
zobrazeni I’ a oznacuje se H(F') Ci Hp; plati: H(F') C B.



Symbolicky se zobrazeni F' mnoziny A do mnoZziny B zapi-
suje takto:

F:A—B, DF)=A




Posloupnost realnych cCisel

Definice. Posloupnosti nazyvame zobrazeni N do R.

Posloupnost tedy pfifazuje kazdému n € N pravé jeden
prvek f(n) € R, ktery se nazyva Clen posloupnosti a ob-
vykle se znaci jako a,. Celou posloupnost budeme znacit
(a,). Grafem posloupnosti jsou izolované body:

A ap




O Priklad. Aritmeticka posloupnost je definovana

predpisem a1 € R, a, =a;+ (n—1)d,

kde a; ,d jsou dana realna Cisla.
Pro Cleny aritmetické posloupnosti plati: (py1 — ap = d.
Cislo d se nazyva diference aritmetické posloupnosti.

Matematickou indukci Ize dokéazat, Ze pro soucet prvnich n
¢lend aritmetické posloupnosti plati:

Sn_;ak_a1+a2+“'+an—w—na1_|_n(n21)d'
Také Ize uvazovat:
sn = a1 +(a+d) + (a1 +2d)+ -+ (a1 + (n - 1)d)
Sn =  ap H(ap—d) +(ap—2d)+ -+ (an — (n —1)d)
25, = (a1 +an) +(a1 + an) + (a1 + an) + - + (a1 + an)

= 25, = n(ay + a,) = s, = yn(ar + a,)



[0 Priklad. Geometricka posloupnost je definovana
predpisem

n—1
ay € R, ap = a19q )

kde a; , g jsou dana reéalna Cisla.
Je-li a1q # 0, plati mezi dvéma po sobé jdoucimi Cleny:

An+1

an

Tento pomér se nazyva kvocient geometrické posloup-

nosti.
Matematickou indukci Ize dokazat, Ze pro soucet prvnich n
¢lenll geometrické posloupnosti plati:

n pro g # 1,

Snzzak:a1(1+q+q2++qn_l) =
k=1

nay pro g =1.



Vlastnosti posloupnosti

Definice. Rekneme, Ze posloupnost (a,) je shora ome-
zena, jestlize existuje K € R takové, Ze pro kazdé n € N
plati: a, < K

A ay

K

an<K pro vSechna neN .



Definice. Rekneme, Ze posloupnost (an) je zdola ome-
zena, jestlize existuje K € R takové, Ze pro kazdé n € N
plati: a, > K
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Definice. Rekneme, Ze posloupnost (an) je omezena,
jestlize existuje K € R takové, Ze pro kazdé n € N plati:
la,| < K
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O Pfiklad. Pro d > 0 je aritmetickd posloupnost zdola
omezena Cislem a;, ale neni omezena shora, a tedy neni
ani omezena

O Priklad. Pro a; # 0 a ¢ < —1 neni geometricka po-
sloupnost omezen& ani shora, ani zdola. Pro |¢| < 1 je
geometricka posloupnost omezena. Staci zvolit K = |a4|.



Definice. Posloupnost (a,) se nazyva

[0 rostouci, jestlize prokazdén € Nplati: a, < a,,1,
[0 klesajici, jestlize pro kazdé n € N plati: a,, > a,.1,
[0 neklesajici, jestlize pro kazdé n € N plati: a,, < a,41,
[J nerostouct, jestlize pro kazdé n € Nplati: a,, > a,1 .
Posloupnost, ktera splfiuje jednu z vySe uvedenych podmi-

nek, se nazyva monotonni. Je-li rostouci nebo klesajici,
nazyva se téz ryze monotonni.

O Priklad. Necht je dana posloupnost (a,), kde

(_1)n+1
a, = ———.
n
Cleny posloupnosti: 1, —3, 3, =3, £, —¢, ... .

Posloupnost neni monotonni, je omezena napf. Cislem 1.



Definice. Necht je dana posloupnost (a,) a rostouci
posloupnost pfirozenych Cisel (k:n) tj.

k, €N a k’n<kn+1.

Posloupnost (b,,), pro jejiz Eleny plati b, = aj, , nazveme
vybranou posloupnosti z posloupnosti (ay,).

O Priklad. Posloupnost (b,) definovana vztahem

(-1
2

b, =

n
je vybrana z posloupnosti (a,,), kde
(_1>n+1
—
V tomto pfipadé je k, =n® (by=1=as; bo=—1=as ...).

n:



1 . .
O PFiklad. Posloupnost (c,), kde ¢, = — , neni vybrana
n
z posloupnosti (a,), kde

protoZe neexistuje rostouci posloupnost pfirozenych cisel

(kn) tak, aby ax, = ¢, = ) (a=1=a; o= 4117 a4 = —% :

O Priklad. Posloupnost (d,), jejiz €leny jsou postupné

1 1 1 1 1 1 1 1
T3 4T e
také neni vybranou posloupnosti z posloupnosti (a,,), pfes-
toze mnozina ¢lendl obou téchto posloupnosti je stejna.
Lze sice najit posloupnost pfirozenych Cisel (k:n) tak, aby
d, = ay,, ale tato posloupnost neni rostouci.

1



Algebraické operace

Nasobeni posloupnosti (a,) redlnym cislem ¢ € R
definujeme jako posloupnost, jejiz n—ty Clen je ca,, tj. jako
posloupnost C(an) _ (can) ‘

Soucet posloupnosti (a,) a (b,) je definovan pfedpisem
(an) + (bn) = (an +by).
Soucin posloupnosti (a,) a (b,) je definovan pfedpisem
(an) - (bn) = (an - bn).
Je-li b, # 0 pro kazdé n € N, je podil posloupnosti (a,)

a (b,) definovan jako
-2
G.) ~\b)




Definice. Rekneme, Ze posloupnost (a,) ma limitu
a € R (vlastni limitu), jestlize ke kazdému ¢ > 0 existuje
no € N takové, Ze pro kazdé pfirozené n > ng plati ne-
rovnost |a, — a| < e. Vyrok posloupnost (a,) ma limitu a
zapisujeme jako nlLHSO a, = a.
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4
O Priklad. DokaZte, fe lim — =  —
n—oco n? +n + 1

Reseni: Necht je dano ¢ > 0. Z nerovnosti

n+4 5n? 5

—<—_
n+n+1 n3 n

. . . 5. O
plyne, Ze pokud zvolime n, € N takové, ze — < ¢, bude pro
no
kazdé n € N, n > ng, splnéna nerovnost

n-+4 B n+4 <5<5<€
nd4+n+1 S m34+n+1l n  ng '

A

] : 5 :
Tedy stacCi zvolit ny = {—} + 1, kde [z] je tzv. cela Cast
9

realného Cisla x, ktera je pro kazdé = € R definovana jako
jediné celé Cislo, pro které plati nerovnosti [z] < z < [z] + 1.



Definice. Rekneme, Ze posloupnost (a,) ma nevlast-
ni limitu +oo, jestlize ke kazdému K € R existuje ng
takové, Ze pro vSechna pfirozena €islan > ng je a, > K .
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Definice. Rekneme, Ze posloupnost (a,) ma nevlast-
ni limitu —oco, jestlize ke kazdému K € R existuje ng
takové, Ze pro vSechna pfirozené €islan > ng je a, < K .
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Véta. Posloupnost (a,,) ma limitu a (vlastni nebo nevlastni)
pravé tehdy, kdyZ mimo kazdé okoli U.(a) leZi pouze ko-
necny pocet €lentl posloupnosti (ay,).

Dikaz. Necht je lim a, = a € R a U.(a) je libovoIné okoli bodu a.
Protoze lim a, = a, existuje k tomuto ¢ > 0 index ny takovy, Zze pro

n—oo

kazdé n > ng je ]an — a| < e. Ale to je tvrzeni, Ze pro kazdé n > ng leZi
vSechny body a,, uvnitf okoli U.(a). Tedy mimo mnoZinu U, (a) mohou
leZet pouze body a4, as, .. ., an,, COZ je kone€n& mnozina.

Necht naopak pro kazdé okoli U, (a) lezi mimo toto okoli pouze konecny
pocet ¢lenll posloupnosti (an). Je-lidano ¢ > 0, lezi podle pfedpokladu
mimi okoli U, (a) pouze kone¢na mnozina €lenli posloupnosti. Ozna¢me
tuto mnoZinu M a zvolme ng = max n. ProtoZe je mnozZina M konecna,

an€

toto maximum existuje a pro kazdé n > ny je a,, € U.(a), COZ znamena,
ze ‘an - a‘ < €.
Pfipad nevlastnich limit se dokaze obdobné. O



Véta. Posloupnost ma nejvyse jednu limitu.

Didkaz. Necht ma posloupnost (a,,) dvé limity a a b, a # b.
Vyberme disjunktni okoli U, (a) bodu a a U.,(b) bodu b, tj.
U, (a)NU,,(b) = 0. Jestlize a # b, takova okoli vZdy existuiji.

[y

Napfiklad pro a, b € R Ize zvolit e, = 5 = > 0. Pro-

toZe a je limitou posloupnosti (a,) existuje index n; takovy,
ze pro v8echna n > n; je a, € U, (a). Podobné protoze
b je limitou posloupnosti (a,) existuje index n, takovy, ze
pro vSechna n > ns je a, € U.,(b). Necht n > max(n;,ns).
Pak je a, € U, (a) a také a, € U, (b). Ale z toho plyne,
ze a, € U, (a) NU,(b) = 0. Ale to je spor. Tedy predpo-
klad a # b vede ke sporu. Proto musi pro kazdé dvé limity
posloupnosti (a,) platita =b. O



Definice. Jestlize posloupnost (a,,) ma vlastni limitu, na-
zyvame ji konvergentni. Jestlize posloupnost (a,) méa
nevlastni limitu nebo limitu nema, nazyvame ji diver-
gentni.

Véta. Kazda konvergentni posloupnost je omezena.

Dlkaz. Necht lim a, = a € R. Zvolme ¢ = 1. Pak exis-

n—oo

tuje ng € N takové, Ze pro kazdé n > ng je a — 1 <
a, < a+ 1. OznaCme K = max(al,ag,...,ano,a + 1) a
L = min(ay, as, . .., ay,, a — 1). ProtoZe se jedna o konecné
mnoZiny, takova K a L existuji. Tedy pro kazdé n € N plati
nerovnost L < q, < K. [



Véta. Necht posloupnosti (a,) a (b,) konverguji, ¢ € R.
Necht lim a, = a a lim b, = b.

n—oo n—oo

Pak konverguji také posloupnosti
(Can) 3 (an + bn) ) (a'n : bn)
a plati

lim (can) = ca, (an—l—bn) =a+b, lim (an~bn) =ab.

n—oo n—oo

Jestlize je navic lim b, # 0, pak konverguje i posloupnost

(Z—Z) a plati



Véta. Jsou-li posloupnosti (a,) a (b,) konvergentni a pro
kazdé n € N plati a,, < b, je lim a, < lim b,.

Dlkaz. Necht je lim a, = a, lim b, = b a a > b. Pak je

a —

> (0. K tomuto ¢ existuji n, a n, takova, Ze pro kazdé

) b < s .
n>ngjea—e = % < a,aprokazdén > n,jeb, < b+e =
a+b

. Tedy pro n > max(n,, ny) plati b, < GTM < a,, COZ
je spor. [

Poznamka: Pro limity a a b mdzZe platit « = b i v pfipadé,
kdy pro kazdé n € N je a,, < b,; napfiklad a, =0ab, = %



Véta. Necht pro Eleny posloupnosti (a,), (b,) a (c,) plati
a, < b, < ¢, a existuyji limity lim a, = lim ¢, = a. Pak

n—oo n—oo

existuje také limita posloupnosti (b,) a plati lim b, = a.

Dikaz. V pfipadég, Ze hm a, = +oo nebo lim ¢, = —0, je

n—oo

tvrzeni zfejmé. Necht’ a e "R, Pak ke kazdému ¢ > 0 existuji
n, a n. takova, ze pro kazdé n > n, je a — ¢ < a, a pro
vSechna n > n, je ¢, < a + . Tedy pro vSechna n > ny =
max (n,, n,) plati nerovnostia —e < a, <b, < ¢, <a+e. O

Véta. Pro posloupnost (a,) je lim a, = 0 pravé tehdy, kdyz

n—oo
lim =0.

n—0o0

Dikaz. Tvrzeni je zcela zfejmé z definice limity. [J

a/’fL




Véta. Necht lim a, = 0 a posloupnost (b,) je omezena.

n—oo

Pak je lim a,b, = 0.

n—~oo

Dlikaz. ProtoZe lim a, = 0 je také lim |a,| = 0. ProtoZze

je posloupnost (b,) omezena, existuje K € R takové, Ze
pro kazdé n € N je —K < b, < K. Tvrzeni véty plyne ze
zfejmé nerovnosti —K|a,| < |a.b,| < K|a,| a z toho, Ze
lim K|a,|=0. O

[0 Priklad. Najdéte limitu posloupnosti a, = ——.
n + sin n!

. . ) 1 2cosn
Reseni: a, = b, - ¢,, kde b, = —ac¢, = —F——.
n 1+ (sinn!)/n

limb, = 0; |cosn| < 1 = 295" < 2; sinn!| < 1, proto

sin n! sin n!)

im =0= lim 1+ = 1. Posloupnost (c,)

n—oo n n—oo n

je omezena a podle pfedchozi véty je lim a, = 0.



Véta. Je-li posloupnost (an) neklesajici, resp. nerostouci,
existuje jeji limita (vlastni nebo nevlastni) a plati

lim a, = supa,,, lim a, = infa, .

n—oo n—o0

Poznamka: Tvrzeni této véty Ize shrnout tak, Ze monotonni
posloupnosti maji vzdy limitu, kter& je rovna supremu pro
neklesajici posloupnosti a infimu pro posloupnosti neros-
touci.

Pomoci uvedené véty Ize ukazat, Ze plati dlleZité vztahy:

1 n . k n ,
lim <1 + > =e, obecngji lim (1 + > = e

n—00 n n—00 n



Dikaz. Pro neklesajici posloupnosti (pro nerostouci anal.):
Necht je (a,) neklesajici posloupnost, tj. pro kazdé n € N
plati nerovnost a, < a,,;. Jestlize neni posloupnost (an)
omezen4, musime dokéazat, Zze lim a, = +oo. Necht je

n—oo

dano K € R. ProtoZe posloupnost (a,) neni shora ome-
zen4, existuje index n, takovy, ze a,, > K. Ale protoze je
posloupnost neklesajici, plati pro kazdé n > ny nerovnost
K <ap, <ay.

Nyni pfedpokladejme, Ze je neklesajici posloupnost (an)
shora omezena. Pak existuje sup{a,; n € N} = a € R.
UkaZeme, Ze toto « je limitou posloupnosti (a,). Z prvni
vlastnosti suprema plyne, Ze pro kazdé n € N je a, < a.
Necht je dano ¢ > 0. Z druhé vlastnosti suprema pak plyne,
Ze existuje index n, takovy, ze a — ¢ < a,, < a. Protoze je
posloupnost neklesajici, plati pro kazdé n > ny nerovnost
a—¢<ap, <a, <a U



Definice. Posloupnost (a,) se nazyva cauchyov-
sk&, jestlize splfiuje Cauchy—-Bolzanovu podminku:
Ke kazdému ¢ > 0 existuje n, takové, ze pro kazda m, n,
kde m > ng an > ng, plati |a, — a,| <e.

Véta. Posloupnost (a,) konverguje pravé tehdy, kdyz je
cauchyovska.

Véta. Necht je (bn) posloupnost vybrana z posloupnosti
(an) a lim a, = a. Pak je lim b, = a.

n—~o0o n—oo

Dlkaz. Pro kaZzdé € > 0 (nebo K € R) staci zvolit ng = k,,.
O Pfiklad. DokaZzte, Ze a,, = (—1)" nema limitu.

Redeni: Pro n = 2k dostaneme vybranou posloupnost
by = ag, = (—1)?* = 1 s limitou 1, pro n = 2k + 1 vybra-
nou posloupnost b, = agy1 = (—1)%**1 = —1 s limitou —1.



—1™\" -
O Priklad. Dokazte, ze a,, = <1 + (=1) > nema limitu.
n

Redeni: Pro suda n = 2k dostaneme vybranou posloup-

1\* _ . .
nost b, = ag, = (1 + ﬂ) . To je posloupnost vybrana

. 1 . .
z posloupnosti {14+ — | . Proto je klim b, = e. Pro licha
n —00

n = 2k — 1 dostaneme vybranou posloupnost

2k—1
1
cr=ag—1 = |1 ;

2k —1 n
< , . 1
coz je vybrana posloupnost z posloupnosti (1 — —) . Pro-
n

toZe vSechny €leny této posloupnosti jsou mensi nez 1, ne-
mUzZe byt jeji limita rovna e > 1. Ve skutec¢nosti je klim cL =
e~!. ProtoZe posloupnost a, obsahuje dvé posloupnosti,
které nemaji stejnou limitu, neexistuje ani limita posloup-
nosti (a,).



Definice. Bod a € R* se nazyva hromadnym bodem
posloupnosti (an) pravé tehdy, kdyZ existuje vybrana po-
sloupnost (b,) takova, ze a = lim b,.

Véta. Bod a je hromadnym bodem posloupnosti (a,,) pravé
tehdy, kdyZ pro kazdé okoli U.(a) existuje nekonec¢na mno-

Zina indexti N, C N takova, Ze pro kazdé n € N, je a, €
U.(a).

Dikaz. Je to vlastné jen jinak pfepsana definice hromad-
ného bodu posloupnosti. [

O Priklad. Pro posloupnost a, = (—1)" jsou hromadné
body 1 a —1, nebot

lim ag, = lim 1 =1, hm agk—1 = lim (—1) = —1.

k—o00 k—o00 k—o0



O Pfiklad. Najdéte vSechny hromadné body posloupnosti
(n+ 1)+ (=1)"n? 27

a, = - COS—n.
n?+n+1 3
. . i 1 2 —1)* 2
ReSeni: a, = b, - ¢,, kde b, = (n + 2) + (1) ,
5 n“+n-+1
¢, = cos —3n. Ani jedna z téchto posloupnosti nema limitu.
T
8k? + 4k + 1 5 4k — 1
= ==
TR vek+1 T MY T gk 2k 11
ProtoZe posloupnost ¢, je omezena, je klim asi—1 = O.

w cos am k; cos am k nabyva
Gk 1 3 sy y
hodnot 1 pro k£ = 3m, D) pro k = 3m + 1. Tedy z posloup-

nosti (asx) lze vybrat posloupnosti (ae)), kterd ma limitu 2
a (agrs2), ktera ma limitu —1. Hromadné body posloupnosti
(a,) jsou tedy —1, 0 a 2.

Uvazujme ag, =



O Pfiklad. Najdéte vSechny hromadné body posloupnosti

2 n—2 n-—1

_7-¢-’ ) 9 s e e .
n n n

3 1
47 p
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)
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1

N | —
Wl

r s

Redeni: Tato posloupnost obsahUJe vSechnaracionalni ¢isla
z intervalu (0, 1), tj. gisla 2 —, kde 0 < p < ¢ jsou pfirozena
q

nesoudélné Cisla, a to kazdé dokonce nekonecné krat. Pro-
toZe kazdé realné Cislo Ize s libovolnou pfesnosti aproximo-
vat posloupnosti racionalnich €isel, je mnoZina hromadnych
bod{ posloupnosti (a,,) cely interval (0,1).



Definice. Nechtje M mnozina vSech hromadnych bod
posloupnosti (a,). Cislo S = sup M, resp. s = inf M
se nazyva limes superior, resp. limes inferior, po-
sloupnosti (a,) a znagi se limsup a,, nebo n@o an, resp.

n—oo
lim inf a,, nebo lim a,,.
=9 n—oo

O Priklad. Pro posloupnost a, = (—1)" je
lim (-1)"=1,  lim(-1)"=-1

Véta. Posloupnost (a,) ma limitu tehdy a jen tehdy, kdyz
lim sup a,, = lim inf a,,.

n—00 n—00

Véta. Mnozina M je kompaktni pravé tehdy, pokud Ize
z kazdé posloupnosti (a,) takové, Ze a, € M pro kazdé
n € N, vybrat konvergentni posloupnost, jejiz limita leziv M.



