PREDNASKA 2
CISELNE RADY
A JEJICH VLASTNOSTI



Definice. Necht je dana posloupnost (an). Posloupnost
(sn), kde s, = > ax = a1 + as + -+ + a3, Se nazyva
k=1

posloupnost ¢astecnych souctd posloupnosti (ay).

Existuje-li lim s, = s € R, pak s nazveme souctem rfady

n—oo
o0 o0

> a, atekneme, Ze fada ) _a, je konvergentni.

n=1 n=1

Je-li (s,) divergentni, nazyvame fadu » _ a,, divergentni.
n=1
Je-li lim s, = +o0, fikAme, Ze fada diverguje k +oo.

n—oo



O Priklad.

(@)

Radal+1+1+--- diverguje k +oco, nebot

Sp,= 1+1+---+1 =n, lim n = +o00.
— n—00
n-kréat

(b) Rada(—1)+(—1)+(—1)+--- diverguje k —oo, nebot

Sn= (-1)+-+(=1) = —n, lim(-n) = —ooc.

n—oo

(c) Radal+(—1)+1+(—1)+--- diverguje (vtomto pfi-

padé se téz fika, Ze osciluje), nebot CasteCné soucty
tvofi posloupnost1,0,1,0, 1,0, ..., ktera nema limitu.



O Pfiklad. Uvazujme geometrickou fadu

Zalqn_l =g tag+-+ag" +, e #0, ¢#1.
n=1
Pro q # 1 je posloupnost ¢astecnych souctli dana vztahem:
1—q"
Sp, = a .
1 1— q

(@ Je-lig>1,pak lim ¢" = +o0, fada diverguje k +oc :

+o0o0 pro a; >0,
lim s, =

n—oo —00 pro a; <0.
. 1
(b) Je-lijq| <1, pak lim ¢" =0, s= lim s, = a1y ,
n—oo n—oo —_ q

fada konverguje.
(c) Je-lig < —1,pak lim ¢" neexistuje a fada diverguje.



O Priklad. UvaZujme fadu

1 1 1

= 1
;n(nnLl) “12733T3a”
Protoze plati:
1 1 1

tedy s = lim s, = 1, fada konverguje.

n—oo




0 Pfiklad. Rada
I+ +A+ (=) + A+ (=) + -

konverguje, jeji soucet je roven 0 (a, = (1+ (—1)) = 0).

Vynechame-li vSak zavorky, ziskame fadu divergentni:
I+ (-1)+1+(=1)+---

Neboli naopak, pfidanim vhodnych zavorek jsme z diver-
gentni fady ziskali fadu konvergentni.

Nasledujici véta fika, Ze soucet fady se pfidanim zavorek
nezmeni, je-li Fada konvergentni &i diverguje-li k +oo.



Véta. Necht > a, = s, kde s mize byt i +oo nebo —oco,

n=1

ak; < ky < k3 < --- je rostouci posloupnost pfirozenych
Cisel. Potom je

(a1 +ax + -+ ag) + (ar 11+ Qppo + -+ ag,) + -

o (Apyy1 F Qpyyo A agy) =5

Véta. Necht Z“” = s, Z b, = t jsou konvergentni fady,

n=1

c,A,BeR. Potomje

o0

ican =cs, Z(Aan+an) = As + Bt.

n=1 n=1



Nutn& podminka konvergence fady:

Véta. Jestlize fada ) a, konverguie, je

n=1

lim a, =0.

n—oo
Dikaz. Oznaéme s, = a; + as + --- + a, . ProtoZe fada
konverguje, existuje vlastni limita lim,, .., s, = s. Protoze

Ap = Sp — Sp—1, )€

lim a, = lim s,, — lim a,,_; =s—s=0.

n—oo n—oo n—oo

Pozor, véta fika, Ze z konvergence fady plyne nulova limita
posloupnosti jejich ¢lendl, avSak z nulové limity obecné ne-
plyne konvergence fady!



o0

O Pfiklad. UvaZujme tzv. harmonickou fadu » ° 1 Uva
n

Zujme takto:

1,111
=TTy Ty T

IS

lim Sson = +00 .
n—od

Vybrana posloupnost (s, ) z posloupnosti ¢astec¢nych souctl
(s,) diverguje k 400 .



. . 1
ProtoZe posloupnost (s, ) je rostouci, s, = s,—1 + — > sp_1,
n
jeji limita existuje, a to kone¢na nebo +oc, a je rovna limité
jakékoli vybrané posloupnosti. Tedy

lim s, = +00.

Harmonicka fada Zl tedy diverguje k +oco, i kdyz je
n

n=1
lim, .o a, =0.



Rady s nezapornymi ¢leny

Véta. Jestlize existuje ny € N takové, Ze pro vSechnan > ng
plati nerovnost 0 < a,, < b,, pak

e z konvergence fady Z b, plyne konvergence Z ay, ,

n=1 n=1

e z divergence fady » _ a, plyne divergence ) b, .
n=1 n=1



Véta. Necht ) "a, a Y b, jsou fady s nezapornymi &leny.

n=1 n=1

Pak plati:

1. Jestlize existuje konecna limita lim In _ K ¢ R, pak

n—oo n

[o.¢] [o¢]
z konvergence fady » _ b, plyne konvergence »  a,.
n=1 n=1

2. Jestlize existuje (konecna nebo nekonecna) nenulové

limita lim % = & > 0, pak z divergence fady Za"

n—oo n

plyne divergence fady Z by.

n=1

.y . . v T . a
3. Jestlize existuje kone€na nenulova limita lim b—” pak

—
TLOOn

(e.) o0
fady » "a,a ) b, soutasné konverguiji nebo diverguii.
" — —1



Véta (odmocninové kritérium).
Jestlize existuje n, takové, Ze pro vSechna n > ng je

- Va, <g<1,
pak fada » _ a, konverguje.

n=1
Jestlize pro kazdé n, € N existuje n > n, takove, ze

. Van, > 1,
pak fada » _ a, diverguje.
n=1

Véta (limitni odmocninové kritérium).

Necht a, > 0 a limsupa, = ¢. Je-li ¢ < 1, fada Zan

n—oo
n=1

konverguje; je-li ¢ > 1, fada »  a, diverguje.

n=1



Véta (podilové kritérium).
Necht je a,, > 0. Jestlize existuje n, takové, zZe pro vSechna
n>ngje

a
O< n+1§q<1’
Qn,

pak fada Z a, konverguje.

Jestlize eX|stu1e ng takove Ze pro vSechnan > ng je

+1
Qp > 1’
7

pak fada »  a, diverguje.
n=1
Véta (limitni podilové kritérium).

Necht a,, > 0 a existuje
. An41
lim

n—oo an

Je-lig <1, Za” konverguije, je-li ¢ > 1, Zan diverguije.

mn—1 —



Véta (Raabeho kritérium).
Necht a,, > 0 a existuje lim n ( I _ 1) =s. Je-lis > 1,

n—00 A1

fada ) a, konverguje, a je-li s < 1fada > a, diverguje.

n=1 n=1



Alternujici fady
Véta (Leibnizovo kritérium pro alternujici fady).
Necht a,, > 0 je monotonni posloupnost, pro kterou plati

lim a, = 0. Pak je fada Z(—l)”an konvergentni.
n=0

O Priklad
Podle Leibnizova kritéria konverguje napfiklad fada

00 1)
s

n=1




Véta Jestlize konverguje fada » _|a,| . konverguje i » " a, .

n=1 n=1

o0
Definice. Jestlize je konvergentni fada » |a,|, nazyva

n=1
oo

se fada Z a, absolutné konvergentnd.

n=1

Je-lifada Z a, konvergentni a fada Z\an] divergentnt,

n=1 n=1

o
nazyva se fada » _ a, neabsolutné konvergentni.

n=1



