
PŘEDNÁŠKA 2

ČÍSELNÉ ŘADY

A JEJICH VLASTNOSTI



Definice. Necht’ je dána posloupnost
(
an

)
. Posloupnost(

sn

)
, kde sn =

n∑
k=1

ak = a1 + a2 + · · · + ak, se nazývá

posloupnost částečných součtů posloupnosti
(
an

)
.

Existuje-li lim
n→∞

sn = s ∈ R , pak s nazveme součtem řady
∞∑

n=1

an a řekneme, že řada
∞∑

n=1

an je konvergentnı́.

Je-li
(
sn

)
divergentnı́, nazýváme řadu

∞∑
n=1

an divergentnı́.

Je-li lim
n→∞

sn = ±∞, řı́káme, že řada diverguje k ±∞.



☛ Přı́klad.

(a) Řada 1 + 1 + 1 + · · · diverguje k +∞, nebot’

sn = 1 + 1 + · · ·+ 1︸ ︷︷ ︸
n-krát

= n , lim
n→∞

n = +∞ .

(b) Řada (−1)+(−1)+(−1)+· · · diverguje k−∞, nebot’

sn = (−1) + · · ·+ (−1)︸ ︷︷ ︸
n-krát

= −n, lim
n→∞
(−n) = −∞.

(c) Řada 1+(−1)+1+(−1)+ · · · diverguje (v tomto přı́-
padě se též řı́ká, že osciluje), nebot’ částečné součty
tvořı́ posloupnost 1, 0, 1, 0, 1, 0, . . . , která nemá limitu.



☛ Přı́klad. Uvažujme geometrickou řadu
∞∑

n=1

a1q
n−1 = a1 + a1q+ · · ·+ a1q

n−1 + · · · , a1 6= 0 , q 6= 1 .

Pro q 6= 1 je posloupnost částečných součtů dána vztahem:

sn = a1
1− qn

1− q
.

(a) Je-li q > 1, pak lim
n→∞

qn = +∞, řada diverguje k±∞ :

lim
n→∞

sn =

{
+∞ pro a1 > 0 ,

−∞ pro a1 < 0 .

(b) Je-li |q| < 1, pak lim
n→∞

qn = 0, s = lim
n→∞

sn = a1
1
1− q

,

řada konverguje.

(c) Je-li q ≤ −1, pak lim
n→∞

qn neexistuje a řada diverguje.



☛ Přı́klad. Uvažujme řadu

∞∑
n=1

1
n(n+ 1)

=
1
1 · 2

+
1
2 · 3

+
1
3 · 4

+ · · ·+ 1
n(n+ 1)

.

Protože platı́:
1

n(n+ 1)
=
1
n
− 1

n+ 1
,

je

sn =

(
1− 1
2

)
+

(
1
2
− 1
3

)
+

(
1
3
− 1
4

)
+ · · ·

· · ·+
(
1

n− 1
− 1

n

)
+

(
1
n
− 1

n+ 1

)
= 1− 1

n+ 1
,

tedy s = lim
n→∞

sn = 1 , řada konverguje.



☛ Přı́klad. Řada

(1 + (−1)) + (1 + (−1)) + (1 + (−1)) + · · ·

konverguje, jejı́ součet je roven 0 (an = (1 + (−1)) = 0).

Vynecháme-li však závorky, zı́skáme řadu divergentnı́:

1 + (−1) + 1 + (−1) + · · ·

Neboli naopak, přidánı́m vhodných závorek jsme z diver-
gentnı́ řady zı́skali řadu konvergentnı́.

Následujı́cı́ věta řı́ká, že součet řady se přidánı́m závorek
nezměnı́, je-li řada konvergentnı́ či diverguje-li k ±∞.



Věta. Necht’
∞∑

n=1

an = s, kde s může být i +∞ nebo −∞ ,

a k1 < k2 < k3 < · · · je rostoucı́ posloupnost přirozených
čı́sel. Potom je

(a1 + a2 + · · ·+ ak1) + (ak1+1 + ak1+2 + · · ·+ ak2) + · · ·
· · ·+ (ak2+1 + ak2+2 + · · ·+ ak3) = s .

Věta. Necht’
∞∑

n=1

an = s,
∞∑

n=1

bn = t jsou konvergentnı́ řady,

c, A, B ∈ R . Potom je

∞∑
n=1

can = cs ,
∞∑

n=1

(Aan +Bbn) = As+Bt .



Nutná podmı́nka konvergence řady:

Věta. Jestliže řada
∞∑

n=1

an konverguje, je

lim
n→∞

an = 0 .

Důkaz. Označme sn = a1 + a2 + · · · + an . Protože řada

konverguje, existuje vlastnı́ limita limn→∞ sn = s . Protože
an = sn − sn−1 , je

lim
n→∞

an = lim
n→∞

sn − lim
n→∞

an−1 = s− s = 0 .

Pozor, věta řı́ká, že z konvergence řady plyne nulová limita
posloupnosti jejı́ch členů, avšak z nulové limity obecně ne-
plyne konvergence řady!



☛ Přı́klad. Uvažujme tzv. harmonickou řadu
∞∑

n=1

1
n

. Uva-

žujme takto:

1 +
1
2
+
1
3
+
1
4︸ ︷︷ ︸

≥ 2
4 =

1
2

+
1
5
+
1
6
+
1
7
+
1
8︸ ︷︷ ︸

≥ 4 · 18 =
1
2

+
1
9
+ · · ·+ 1

16︸ ︷︷ ︸
≥ 8 · 116 =

1
2

+ · · ·

s2 ≥
1
2

, s22 ≥
1
2
+
1
2
=
2
2

, s23 ≥
1
2
+
1
2
+
1
2
=
3
2

,

s24 ≥
1
2
+
1
2
+
1
2
+
1
2
=
4
2

, . . . , s2n ≥
n

2
, . . .

lim
n→∞

s2n = +∞ .

Vybraná posloupnost (s2n) z posloupnosti částečných součtů
(sn) diverguje k +∞ .



Protože posloupnost (sn) je rostoucı́, sn = sn−1 +
1
n

> sn−1 ,

jejı́ limita existuje, a to konečná nebo +∞ , a je rovna limitě
jakékoli vybrané posloupnosti. Tedy

lim
n→∞

sn = +∞ .

Harmonická řada
∞∑

n=1

1
n

tedy diverguje k +∞ , i když je

limn→∞ an = 0 .



Řady s nezápornými členy

Věta. Jestliže existuje n0 ∈ N takové, že pro všechna n > n0
platı́ nerovnost 0 ≤ an ≤ bn, pak

• z konvergence řady
∞∑

n=1

bn plyne konvergence
∞∑

n=1

an ,

• z divergence řady
∞∑

n=1

an plyne divergence
∞∑

n=1

bn .



Věta. Necht’
∞∑

n=1

an a
∞∑

n=1

bn jsou řady s nezápornými členy.

Pak platı́:

1. Jestliže existuje konečná limita lim
n→∞

an

bn

= K ∈ R, pak

z konvergence řady
∞∑

n=1

bn plyne konvergence
∞∑

n=1

an.

2. Jestliže existuje (konečná nebo nekonečná) nenulová

limita lim
n→∞

an

bn

= k > 0, pak z divergence řady
∞∑

n=1

an

plyne divergence řady
∞∑

n=1

bn.

3. Jestliže existuje konečná nenulová limita lim
n→∞

an

bn

, pak

řady
∞∑

n=1

an a
∞∑

n=1

bn současně konvergujı́ nebo divergujı́.



Věta (odmocninové kritérium).
Jestliže existuje n0 takové, že pro všechna n > n0 je

n
√

an ≤ q < 1 ,

pak řada
∞∑

n=1

an konverguje.

Jestliže pro každé n0 ∈ N existuje n > n0 takové, že

n
√

an ≥ 1 ,

pak řada
∞∑

n=1

an diverguje.

Věta (limitnı́ odmocninové kritérium).

Necht’ an ≥ 0 a lim sup
n→∞

an = q. Je-li q < 1, řada
∞∑

n=1

an

konverguje; je-li q > 1, řada
∞∑

n=1

an diverguje.



Věta (podı́lové kritérium).
Necht’ je an > 0. Jestliže existuje n0 takové, že pro všechna
n > n0 je 0 ≤ an+1

an

≤ q < 1 ,

pak řada
∞∑

n=1

an konverguje.

Jestliže existuje n0 takové, že pro všechna n > n0 je
an+1

an

≥ 1,

pak řada
∞∑

n=1

an diverguje.

Věta (limitnı́ podı́lové kritérium).
Necht’ an > 0 a existuje

lim
n→∞

an+1

an

= q.

Je-li q < 1,
∞∑

n=1

an konverguje, je-li q > 1,
∞∑

n=1

an diverguje.



Věta (Raabeho kritérium).

Necht’ an > 0 a existuje lim
n→∞

n

(
an

an+1
− 1

)
= s. Je-li s > 1,

řada
∞∑

n=1

an konverguje, a je-li s < 1 řada
∞∑

n=1

an diverguje.



Alternujı́cı́ řady

Věta (Leibnizovo kritérium pro alternujı́cı́ řady).
Necht’ an ≥ 0 je monotonnı́ posloupnost, pro kterou platı́

lim
n→∞

an = 0. Pak je řada
∞∑

n=0

(−1)nan konvergentnı́.

☛ Přı́klad

Podle Leibnizova kritéria konverguje napřı́klad řada

∞∑
n=1

(−1)n

n
.



Věta Jestliže konverguje řada
∞∑

n=1

∣∣an

∣∣ , konverguje i
∞∑

n=1

an .

Definice. Jestliže je konvergentnı́ řada
∞∑

n=1

∣∣an

∣∣, nazývá

se řada
∞∑

n=1

an absolutně konvergentnı́.

Je-li řada
∞∑

n=1

an konvergentnı́ a řada
∞∑

n=1

∣∣an

∣∣ divergentnı́,

nazývá se řada
∞∑

n=1

an neabsolutně konvergentnı́.


