PREDNASKA 3
FUNKCE
A JEJICH VLASTNOSTI



Pojem zobrazeni a funkce

UvaZujme libovolné neprazdné mnoziny A, B. Pfifadime-li
kazdému prvku = € A praveé jeden prvek y € B, dostavame
mnozinu F' uspofadanych dvojic (z,y) € A x B, ktera se
nazyva zobrazeni mnoziny A do mnoziny B.
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Prvku = se fika vzor prvku y, prvku y se fika obraz prvku
x V zobrazeni F'; rovnéz se pouziva vyjadreni, ze y je hod-
nota zobrazeni F' v bodé z a piSe se y = F(z) nebo
x — F(z). MnoZina A se nazyva defini¢ni obor zobrazeni
F a oznacuje také symbolem D(F') €i Dr. MnoZina vSech
obrazll v zobrazeni F se nazyva obor hodnot zobrazeni F
a oznacuje se H(F) €i Hg; plati: H(F') € B. Symbolicky se
zobrazeni F mnoziny A do mnoziny B zapisuje takto:



Specialni pripady zobrazeni F mnoziny A do mnoziny B

(0 Zobrazeniv mnoZziné A nebo zobrazeni mnoziny A
do sebe je zobrazeni F, kde A = B.

Sem patfi:

0 Realnafunkce jednérealné proménné je zobra-
zeni v mnoziné vSech realnych Cisel R, tj.

A=B=R.

[0 Geometricka zobrazeni v roviné a v prostoru,
kde A, B jsou mnoziny bod{ v téZe roviné, popf.
Vv prostoru.



00 Prosté zobrazeni je takové zobrazeni F, ve kterém je
kazdy prvek y € H(F') obrazem praveé jednoho prvku
r € A = D(F), neboli kazdé dva rlizné vzory z, x5
maji také rlizné obrazy F(z), F(x5).
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[0 ZobrazenimnoZiny A namnoZzinu B je takové zobra-
zeni F, ve kterém je kazdy prvek mnoziny B obrazem
aspon jednoho prvku mnoziny A, tj. B = H(F).
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O Vzajemné jednoznacné zobrazeni mezi mnozinami
A, B je prosté zobrazeni mnoziny A na mnozinu B.
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Je-li dané zobrazeni F' prosté, pak k nému existuje pravé
jedno prosté zobrazeni, které ke kazdému prvku y € H(F')
pfifazuje jeho vzor = € D(F); toto zobrazeni se nazyva
inverzni zobrazeni k zobrazeni F' a zna€i se symbolem
F~1. Plati: D(F~1) = H(F), H(F') = D(F),

x=F"'(y) pravé kdyz y = F(x)
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Necht G a F jsou dvé zobrazeni, pro kterd je Hr C Dg.
Zobrazeni H se nazyva kompozici zobrazeni F a G, je-li
H(z) = G(F(z)) provSechna x € Dr. Kompozice zobrazeni
F a G (vtomto poradi) se symbolicky zapisuje H = F o G.
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Realna funkce jedné realné promeénné

Jak je uvedeno v pfedchozi Casti, realnou funkci jedné
realné proménné se rozumi zobrazeni v mnoziné vSech
realnych Cisel R; realnou funkci budeme zpravidla znacit
f, vzor x se nazyva proménna nebo argument funkce f,
obraz y se nazyva funkéni hodnota nebo hodnota funkce
f v bodé z a znali se f(z).

Nazornou predstavu o vlastnostech funkce poskytuje jeji
grafické vyjadfeni neboli graf funkce, ktery sestrojime
takto:

V roviné zvolime pravoUhlou soustavu soufadnic s pocCat-
kem O a osami z, y. Pro kazdé = € D(f) pfifadime v této
roviné kazdé usporadané dvojici realnych €isel [z, f(x)] bod,
ktery ma (v uvedeném poradi) soufadnice (z, f(x)). MnoZina
vSech takovych bodUl roviny se nazyva graf funkce f :



graf f = {(z,y) € R* |z € D(f), y = f(2)}

Obsahuje-li defini€ni obor D( f) kone¢ny pocet hodnot argu-
mentu x, miZeme sestrojit cely graf pfesné, bod po bodu.
Obsahuje-li vSak defini¢ni obor dané funkce nekonecné
mnoho hodnot, je nutné graf pfiblizné dokreslit. Ke sprav-
nému nakresleni grafu jsou nezbytné znalosti rliznych vlast-
nosti funkce. Proto se v nasledujicim podivame na zakladni
elementéarni funkce a u kazdé z nich si pfipomeneme jeji
analytické zadani, tj. vzorec i rovnici tvaru y = f(z), kde
f(z) je vyraz s proménnou z, a prislusné grafické zobra-
zeni.



Vlastnosti a druhy funkci
Neékteré funkce maji urcité spolecné vlastnosti, podle kte-
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0 Funkce sudé aliché
Necht ma funkce f takovou vlastnost, ze pro kazdé
x € D(f) je také —z € D(f)

0 Funkce f se nazyva suda funkce, pravé kdyz pro
kazdé z € D(f) je f(—z) = f(x).

0 Funkce f se nazyva licha funkce, pravé kdyz pro
kazdé z € D(f) je f(—z) = —f(x).

(Funkce samozfejmé nemusi spliiovat ani jednu z
podminek, tedy nemusi byt ani suda, ani licha.)



Funkce suda:

A
J(=x) =f(x)

Funkce licha:

J=x)==/x)



0 Funkce periodické
Funkce f se nazyva periodicka funkce, pravée kdyz
existuje takové realné Cislo p # 0, Ze pro kazdé x €
D(f) jetaké z £ p € D(f) aplati: f(x £ p) = f(x).
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0 Funkce prosté a funkce k nim inverzni
Protoze funkce je specialnim pfipadem zobrazeni, po-
uZije se pro ni stejna definice jako pro prosté zobrazeni
a zobrazeni k nému inverzni — viz vyse.




0 Funkce omezené, zdola omezené, shora omezené
Uvazujme funkci f a podmnozinu M jejiho definicniho
oboru D(f).

0 Funkce f se nazyva zdola omezena na mnoziné
M, prave kdyz existuje takové Cislo d € R, Ze pro
vSechnaz € Mje f(z) > d.

0 Funkce f se nazyva shoraomezena namnoziné
M, pravé kdyz existuje takové Cislo h € R, Ze pro
vSechnaz € Mje f(x) < h.

0 Funkce f se nazyvd omezena na mnoZzZiné M,
pravé kdyz je zdola i shora omezena na M.
Je-lifunkce f omezena na celém definicnim oboru,
budeme fikat, Ze funkce je omezena4, totéz plati
pro pojmy zdola a shora omezena.



O Funkce monotonni
Uvazujme funkci f a podmnoZinu M C D(f).

0 Funkce f se nazyva rostouci na mnoziné M,
pravé kdyz pro kazdé dva prvky zi,x, € M plati:
je-lixy < o, pak f(z1) < f(xg).

0 Funkce f se nazyva klesajici na mnoziné M,
pravé kdyz pro kazdé dva prvky zi,x, € M plati:
je-li T, < Tog, pak f(ZL‘l) > f(l'g)

0 Funkce f se nazyva neklesajici na mnoziné M,
pravé kdyz pro kazdé dva prvky z;,x, € M plati:
je-lizy < a9, pak f(z1) < f(xq).

0 Funkce f se nazyva nerostouci na mnoziné M,
pravé kdyz pro kazdé dva prvky z;,x, € M plati:
je-li r1 < g, pak f(.]?l) > f(SCQ)



Rostouci a klesajici funkce se souhrnné nazyvaji ryze
monotonni (na dané mnoziné); neklesajici a neros-
touci se souhrnné nazyvaji monoténni (na dané mno-
Zing).
Definice. Rekneme, Ze funkce f ma bodé& z, € D(f)
O maximum, jestlize pro kazdé = € D(f) plati:
f(zo) = f(z),
O minimum , jestlize pro kazdé x € D(f) plati:

f(xo) < f(2).

Maxima a minima funkce nazyvame extrémy (globalni).



Definice. Necht je I C R interval, f : I — R. Jestlize
pro kazdé tfi body zq, x5, 23 € I, kde z; < x5 < x3, l€Zi
bod A = [z,y] pfimky prochazejici body [z1; f(z:1)] a
35 f(23)]

O nad bodem grafu funkce [z, f(x)], nazyva se

funkce f konvexni naintervalu I,

0O pod bodem grafu funkce [z, f(x)], nazyva se
funkce f konkavni naintervalu I.



Zakladni elementarni funkce
Linearni funkce
Linearni funkci nazyvame kazdou funkci

f:ry=ax+0b, D(f)=R

ylk
b y=ax+b, a=0
14+
o 1 X

D(f) =R, H(f) = {b}, nerostouci a neklesajici, neni prosta



yl\ ylk
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b a<(0
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D(f) =R, H(f) =R
neni ani shora, ani zdola omezena
rostouci klesajici

prosta prosta



Kvadraticka funkce

Kvadratickou funkci nazyvame kazdou funkci

f:y=ax®+bx+c, a#0, D(f)=R.

Grafem kazdé kvadratické funkce je parabola, ktera je sou-
meérné podle osy o rovnobé&Zzné s osou y.

Priise¢iku osy paraboly s parabolou se fika vrchol para-
boly a pfimce kolmé k ose paraboly, prochazejici jejim vr-
cholem, se fika vrcholova tecna paraboly.
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Mocninna funkce s pfirozenym mocnitelem
Mocninna funkce s pfirozenym mocnitelem je funkce

fry=2a", neN, D(f)=R.
Je-li specialné n = 1, jedna se o linearni funkci; je-lin = 2

je to funkce kvadraticka. Pro n > 1 je grafem této mocninné
funkce parabola n-tého stupné:



y=x

n sude
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Pomoci algebraickych operaci nasobeni Cislem a scitani
funkci f(z) = 2" ziskame polynomy.
Polynomem nazyvame funkci P : R — R definovanou
pfedpisem

P(x) = apz™ + ap12™ ' + -+ ayx + ag, a; € R.
Neni-li polynom identicky roven nule, existuje nejvétsi n ta-
kové, ze a, # 0. Toto n nazyvame stupen polynomu. V
dal$im budeme pfedpokladat, Ze je polynom P(x) nenulovy
a Ze ma stupen n.
Nulovym bodem neboli kofenem polynomu P se rozumi
bod z, € R, pro ktery

Je-li z; nulovy bod polynomu P(z) stupné n, ze psat

P(z) = (z — 1) P (),



kde P;(z) je polynom stupné (n — 1). Ma-li polynom P;(z)
kofen x,, je Pi(z) = (v — x3) P2(x), a tedy

P(z) = (z — 21)(z — z2) P2(w),

kde P»(zx) je polynom stupné (n — 2). Jestlize pokraCujeme
uvedenym postupem dostaneme nulové body xi, s, ...,
x N, Z nichZ se nékteré mohou vyskytovat vicekrat. Polynom
P(z) lze pak zapsat ve tvaru

P(x) = (v — 21" (z — 22)™ ... (2 — 2,)" Py (1),

kde x4, ..., z, jsou navzajem riizné kofeny polynomu P(z),
pfirozena Cisla k; se nazyvaji nasobnost kofene z; a plati
proné N = k; + ko + --- + k;, @ Py(x) je polynom stupné
(n — N), ktery nem4 reélné koreny.



Obecneé Ize libovolny polynom stupné n zapsat ve tvaru

P(x) = ap(z—11)" (1—25)" .. (x—2)" (P +pra+q)™

(2% + pox + q2)™ ... (22 + per +q5)™
kde polynomy 22 + p;z + ¢; nemaji realny kofen a
k1+k2+~"+kT+2m1+--~+2ms:n.

Linearnilomené funkce jsou funkce tvaru

ar +b
: = k R.
f: flx) p—— de a,b,c,de

Je-li ¢ = 0, jedna se o linearni funkci. Proto budeme dale
predpokladat, ze ¢ # 0. ProtoZe rovnost cx + d = 0 plati

d . o N ,
pouze pro x = ——, je defini¢ni obor linearni lomené funkce
r



al ..o : :
R\ {——}. Linearni lomenou funkci lze upravit na tvar
C

a_ad—bc 1

f(”“"):E & x4+d/c

Tedy pro ad — be = 0 je tato funkce rovna konstantni funkci.
Proto budeme navic pfedpokladat, ze ad — be # 0. Obecnou
linearni lomenou funkci Ize ziskat také sloZzenim tfi jedno-
dusSich funkci f = f3 0 fy 0o f1, kde f; je linearni funkce

d 1 . e v
fi(z) = xz + —, funkce f, = — a funkce f; je opét linearni
T

d—>b N .
¢ 5 CI—FE.ZteChtO funkci jsme podrob-
C &
. . . 1 U
né&ji nepopsali pouze funkci fy(x) = —. Tato funkce vyjadfuje
X
vztah nepfimé Umeéry mezi = a y. Je definovana na interva-
lech (—o0,0), kde je klesajici a na intervalu (0, +o00) kde je
také klesajici. Ale je tfeba upozornit, Ze tato funkce neni

funkce f3(z) = —




klesajici na celém svém defini€nim oboru. Funkce je licha a
jeji graf je rovnoosa hyperbola se stfedem v pocatku, jejiz
asymptoty jsou soufadnicoveé osy.

Je-li ad — be > 0 je obecna linearni lomena funkce f(z) =

ar +b

cx +d
ad — be < 0 je funkce na téchto intervalech rostouci. Grafem

klesajici naintervalech (—oco, —d/c) a (d/c, +00). Je-li

je hyperbola se stfedem v bodé {—El; 9}, jejiz asymptoty
Cc C
jsou pfimky =z = 4 ay= ® Graf funkce protind osu Oz v
C C

bodé x = —2 aosu Ozx v bodé y = g

je prosta a jeji inverzni
dx —b

—cr +a

C . ar +b
Linearni lomena funkce y =
cx +d

funkce je opét linearni lomena funkce y =



Racionalni funkce jsou funkce tvaru
P(z)

f(x)zm7

kde P(z),Q(x) jsou polynomy.

Oznadime-li X, mnoZinu vSech realnych nulovych bodl po-
lynomu Q(z), je defini€ni obor Dy = R\ X,.

Je-li stupen polynomu P(zx), n, vétSi nebo roven stupni m
polynomu Q(z), lze délenim zjistit, Ze tuto funkci je mozné
zapsat ve tvaru

R(x)
Q(z)’
kde Pi(z) je polynom stupné (n — m) a stupefn polynomu

Q(x) je menSi nez stupen polynomu Q(x).

Funkci f(z) = % kde je stupen polynomuP(x) menSi
J\ U

f(x) = Pi(x) +



nez stupen polynomu Q(x), lze zapsat jako soucet jedno-
dusSich racionalnich funkci. Pfedpokladejme, ze

o) = (2 — 1) (2 — 2)" -

ez - x,«)kr (2® + prz + Ch)ml (2 per + qS)ms’

kde dvojcleny z? + p;z + ¢; nemaji realné kofeny, tj. plati
L . P .
p? — 4q; < 0. Pak Ize racionalni funkci f(x) = % psat ve
xZ

tvaru:



Qlx) z-—m (x—x1)2 (z—21)"
+ A21 2ko . rl o Arkr
A T N PP
BHLC + 011 31237 + 012 NN Blmlﬂi + Clm1
Aprta (22 —|—p1x+q1)2 (22 +pz+aq)™
le.fL' + Osl BSZx + 032 Bsmsx + Csms
D) 3 . + 5 o
T2+ PsT + gs (.172 + psx + qs) ([lf + PpsT + QS)

Tomuto zapisu se fika rozklad na parcialni zlomky.



Exponencialni funkce o zékladu a
Exponencialni funkce o zakladu a je funkce

fry=d*, a>0, a#1, D(f)=R

Je-lizéklad a > 1, je funkce a” rostouci VR, je-li0 < a < 1, je
klesajici v R; v obou pfipadech je prosta v celém definicnim
oboru.



y=a*
0<ac<l




Logaritmicka funkce o zakladu a

Logaritmicka funkce o zakladu a je zavedena jako funkce
inverznik exponencialni funkci o témze zakladu a. Sym-
bolicky se zapisuje takto:

fry=log,z, a>0, a#1l, D(f)=(0,+00),

pficemz podle definice pro kazdé x € (0,+o0), y € R, a >
0, a # 1 plati:

y=log,x & x=a"

Je-li zaklad a > 1, je funkce log, = rostouci v R, je-li 0 <
a < 1, je klesajici v R; v obou pfipadech je prosta v celém
definicnim oboru.



a>1

y=a*

y=log,x

y=a*

y=log,x



Goniometrické funkce

PFfipomenme si nejprve pojem orientovaného Uhlu a jeho velikosti.
Orientovanym (hlem se rozumi uspofadana dvojice polopfimek V A,
VB se spole€nym pocatkem. Prvni z této dvojice se nazyva pocéa-
te€nim ramenem orientovaného Uhlu, druhd koncovym ramenem
orientovaného Uhlu; spolecny pocatek obou polopfimek se nazyva vr-
chol orientovaného Ghlu. Pro orientovany Ghel se pouZiva oznaceni
AV B. Velikosti orientovaného ahlu AV B se nazyva kazdé z realnych
Cisel a + 2k (v obloukové mife), resp. a + & - 360° (v mife stupfiove),
kde k € Z a « se urci takto:

a)Je-lliVA=VB,jea=0,

b) Je-li VA # VB, je « velikost neorientovaného (hlu, ktery vznikne
oto€enim pocéatecniho ramene V A do polohy koncového ramene V B
v kladném smyslu, tj. proti sméru hodinovych rucicek.



Je tedy 0 < « < 27, resp. 0° < a < 360°; této velikosti se Fika zakladni
velikost orientovaného Ghlu.

VA
1
B Vh DN : M
sin o
o~ a |
Vv AVB 1 X >
O| cosa I x
A k

Zvolme kartézskou soustavu soufadnic Ozy. Ke kazdému realnému
Cislu « Ize pfifadit prave jeden orientovany Uhel velikosti o (v obloukové
mife), jehoz pocatecni rameno je polopfimka OI, kde I je obraz Cisla
1 na ose z (misto I budeme v grafu psat pfimo cislo 1); fika se mu
orientovany Uhel v zakladni poloze. Sestrojime jednotkovou kruznici
k (tj. kruznici o poloméru 1) se stfedem O, jeji prisecik s koncovym
ramenem orientovaného (hlu « v z&kladni poloze oznacime M.



Definujeme

Druhou soufadnici bodu M jednotkové kruZznice na kon-
covém rameni orientovaného Uhlu « v zakladni poloze
nazyvame sinus Uhlu « a jeho prvni soufadnici nazy-
vame kosinus Uhlu «; zna€ime je sin «, cos .

sin v = vy, cosa = Ty pro kazdé o € R.

Témito vztahy je kazdému realnému Cislu = € R pfifazeno
pravé jedno realné Cislo sinxz a pravé jedno realné cislo
cos x, tj. tyto vztahy udavaji funkeni pfedpisy funkce sinus
a funkce kosinus:

f:y=sinz, D(f)=R, f:y=cosz, D(f)=R.



y=sin x

RN AN RN £
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Dilezité je zejména to, Ze funkce sinus je licha, funkce ko-
sinus suda a obé funkce jsou periodické s periodou 2.
Obé jsou rovnéz omezené:

—1 <sinzx <1, —1 <cosz <1.



Ihned z definice také plyne, Ze pro kazdé = € R plati:
sing =0 pravé kdy? je o = kr = 2k - g kde k € Z
T

cosx =0 prave kdyz je x:(2k+1)2, kde k € Z

Pro libovolné realné cislo x plati:
sin? x + cos?z = 1.

Funkce tg z, cotg x jsou zavedeny vztahy:

f: y:tgx:zi;i, D(f):R_Ukez{(2k+1)g}
f: y:cotgxzcosx D(f) =R — Uy thm}.

sinz’



nout do tabulky:

o

N

T 0 % % g—r % T %7? 27
sin « 0 % ‘/75 ‘/73 1 0 -1 0
cos o 1 \/7‘5’ \/75 % 0 -1 0 1

V3 neni neni
tg o 0O | 4] 1]Vv3| o 0 | | ©
neni V3 neni neni
cotgar || gt [ V3L g0 O | gt




Cyklometrické funkce

Cyklometrické funkce jsou zavedeny jako inverzni funkce
k funkcim goniometrickym. ProtoZe funkce inverzni exis-
tuje jen pro prostou funkci a jak vime, goniometrické funkce
nejsou prosté, je vzdy nejprve tfeba omezit defini¢ni obor
na interval, na némz je dana goniometricka funkce prosta.



Funkce arkussinus,

f: y=arcsinz, D(f)=(-1,1),

je definovana jako inverzni funkce k funkci sin = na intervalu
(—m/2,7/2). Je tedy urCena vztahem

y=arcsinex <= x=siny, yE€ (—7/2,7/2).

Funkce arkuscosinus,

f: y=arccosz, D(f)=(-1,1),

je definovana jako inverzni funkce k funkci cos = na intervalu
(0, ). Je tedy urCena vztahem

y =arccosr <= x=cosy, ye€E0,m).



Ay
|l y =arcsinx
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R & o
y=sinx
n T
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Funkce arkustangens,

f:y=arctgx, D(f)=R,

je definovana jako inverzni funkce k funkci tg = na intervalu
(—m/2,7/2). Je tedy ur€ena vztahem

y =arctgr <= x=tgy, y€E (—n/2,7/2).

Funkce arkuskotangens,

f: y=arccotgz, D(f)=R,

je definovana jako inverzni funkce k funkci cotg z na inter-
valu (0, 7). Je tedy urCena vztahem

y = arccotgr <= 1z =-cotgy, y€ (0,7).
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Hyperbolické funkce

Funkce sinus hyperbolicky a kosinus hyperbolicky,
f: y=sinhz, D(f)=R,
f:y=coshz, D(f)=R,

jsou definované vztahy

e? —e™% e” + e ®
coshx =
2 )

sinhz =



y=coshx

v




Funkce tangens hyperbolicky akotangens hyperbolicky,

f:y=tghz, D(f)=R,
f: y=cotghz, D(f)=R\{0},
jsou definované vztahy

e’ —e™” e’ +e”
tgx = —, cotghx = —







Z defini¢nich vztahl plyne, Ze pro sinh x a cosh z plati:
cosh?z — sinh %z = 1,

sinh (z + y) = sinh z cosh y & cosh z sinh ¥,
cosh (z £ y) = coshz coshy + sinh z sinhy .



Hyperbolometrické funkce

Funkce argument sinus hyperbolicky,
f: y=argsinhz, D(f)=R,
je definovana jako inverzni funkce k funkci sinus hyperbo-
licky:
y = argsinhz <= =z =sinhy, yeR,

Funkce argument kosinus hyperbolicky,

f: y=argcoshz, D(f)=(1,00),

je definovana jako inverzni funkce k funkci kosinus hyper-
bolicky:
y = argcoshz <= x =coshy, vy € (0,00)
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Funkce argument tangens hyperbolicky,

f:ry=tghz, D(f)=(-1,1),

je definovana jako inverzni funkce k funkci tangens hyper-
bolicky:

y = argtghr <— = =tghy, yeR
Funkce argument kotangens hyperbolicky,
[ y=cotghz, D(f)=(—00,—1)U(1,+00),

je definovana vztahem

y = argeotghr <= x =cotghy, y e R\ {0}
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