PREDNASKA 4
LIMITA A SPOJITOST

FUNKCE



Definice. Spojitost funkce.

Rekneme, 7e funkce f(z) je spojita v bodé a € Dy,
jestlize ke kazdému > 0 existuje 6 > 0 takové, Ze pro
kazdé = € (a — d,a + 0) N Dy plati nerovnost:

|[f(2) = f(a)] <e.
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Nasledujici funkce neni spojita4, nebot pro uvedenou hod-
notu ¢ existuje v kazdém okoli bodu « takovy bod z, pro
ktery je
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Definice. Rekneme, Ze funkce f(z) je spojita zleva
v bodé a € Dy, jestlize ke kazdému ¢ > 0 existuje 6 > 0
takove, ze pro kazdé x € (a — §,a) N Dy plati nerovnost:

f() = f(a)| <e.
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Definice. Rekneme, Ze funkce f(z) je spojita zprava
v bodé a € Dy, jestlize ke kazdému ¢ > 0 existuje 6 > 0
takove, ze pro kazdé x € (a,a + d) N Dy plati nerovnost:

|f(2) = f(a)| <e.
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Véta. Funkce f(z) spojita v bodé a pravé tehdy, kdyz je v
bodé a spojita zleva i zprava.

Dlkaz. Pfimo z definice.

Véta. Necht jsou funkce f,g spojité (resp. spojité zleva,
resp. spojité zprava) v bodé a, necht k € R je konstanta.
Pak jsou v bodé a spojité (resp. spojité zleva, resp. spojité
zprava) také funkce kf, f + g, f-g aje-li g(a) # 0, také

funkce i
g

Véta. Necht je funkce f(z) spojitd v bodé a a funkce g(y)
je spojita v bodé f(a). Pak je sloZena funkce f(g(x)) spojita
v bodé a.

Poznamka. Dlikazy pfedchozich vét jsou analogické dika-
z0m obdobnych vét pro limity, které jsou uvedeny dale.



Definice. Funkce spojita na mnozine X = D; se nazyva
spojita.

Véta. Necht'je f: X — R spojita funkce a X je uzaviena a
omezena podmnoZzina R. Pak v mnoziné X existuji body x,,
a z,, takové, Ze pro kazdé = € X je f(z,,) < f(z) < f(zum),
tj. body, ve kterych funkce f(z) nabyva svého maxima a
minima.



Definice. Vlastni limita ve vlastnim bodé.

Necht je dana funkce f(x), necht « € R je hromadny
bod jejiho definiéniho oboru. Rekneme, Ze funkce f(z)
ma v bodé a limitu A € R, piSeme liin f(x) = A, jestlize
ke kazdému ¢ > 0 existuje 6 > 0 tgkaové, Ze pro kazdé
x € Dy, pro které je 0 < |z —a| < 4, plati: | f(z) — A| <e.
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Jiné vyjadfeni vyroku lim f(z) = A plyne z nasledujici véty.

Véta. Necht' je dana funkce f(z) a bod a € R, ktery je
hromadnym bodem jejiho definicniho oboru. Pak je

lim f(z) = A
pravé tehdy, kdyz ke kazdému okoli U.(A) bodu A existuje

prstencové okoli Ps(a) takove, ze pro kazdé = € Ps(a) N Dy
je f(z) € U(A).

Dikaz. Véta je pouhym prepsanim definice limity, nebot
Ps(a) = (a—d,a)U (a,a+9), U(A)=(A—¢c,A+¢). O

Tato véta umoziuje jedinym zplisobem definovat limitu i v pfi-
padé, Ze bod a nebo bod A je nevlastni.



Definice. Necht je dana funkce f(z) a bod a € R*, ktery
je hromadnym bodem jejiho definiéniho oboru. Rekneme,
Ze funkce f(x) m& v bodé a € R* limitu A € R*
pravé tehdy, kdyZ ke kazdému okoli U(A) existuje prs-
tencové okoli P(a) takové, Ze pro kazdé x € P(a)N Dy je
f(z) e U(A).

Terminologie:
Vlastni limita ve vlastnim bodé: acR, AeR,
Nevlastni limita ve vlastnim bodé: a € R, A = +o0;

Vlastni limita v nevlastnim bodé: a = *+oo, A€R;

Nevlastni limita v nevlastnim bodé: a = +o00, A + .



Definice. Necht je dana funkce f(z) a bod a € R, ktery

je hromadnym bodem mnoziny {z € D;; = < a}. Rek-

neme, zZe funkce f(x) mavbodé a limitu zleva A, piSeme
lim f(x) = A,

jestlize ke kazdému okoli U(A) existuje § > 0 takové, Ze
pro vSechna z € (a — 6,a) N Dy je f(x) € U(a).

Necht je dana funkce f(z) a bod a € R, ktery je hromad-
nym bodem mnoZiny {z € D;; = > a}. Rekneme, ze
funkce f(x) méa v bodé a limitu zprava A, piSeme

lim f(z)= A,
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jestlize ke kazdému okoli U(A) bodu A existuje § > 0
takove, ze pro vSechna x € (a,a+39)NDyje f(z) € U(a).



Véta. Rovnice lim f(z) = A plati pravé tehdy, kdyz

lim f(z) = lim f(z) = A.

r—a— r—a+

Dlkaz. Necht je lim f(z) = A. ProtoZe je (a — d,a) C Fs(a),
(a,a+0) C Pg(a)f pcllati mlirgl flz) = xlir(grf(x) = A.

Naopak, je-li xl_igl_ f(z) = xl_i)rgf(x) = A, pak ke kazdému
e > 0 existuji 6_ a ¢, takova, ze pro kazdeé = € Dy, pro které
je0<a—z<o0_-nebo0<z—a<idy,je flx)e U(A).
K danému okoli U.(A) stagi zvolit § = min(d_,4d,). Je-li
totiz x € Dy N Ps(a), jebud 0 < a —z < § < - nebo
O<x—a<d<d,,atedy f(z) e U(A). O



Véta. Necht'a € R* je hromadnym bodem definicniho oboru
Dy funkce f(z), necht' A € R*. Pak plati: hm f(z) = Apravé

tehdy, kdyZz lim f(xz,) = A pro kazdou posloupnost ()
konvergujici k bodu a, kde z,, € D; \ {a} .

Dlkaz. Necht lim f(z) = A a (z,,) je libovolna posloupnost s uvede-
nymi vlastnostr;r‘ll\lechfje dano U.(A). Pak existuje Ps(a), Ze pro kazdé
x € DyNPs(a) je f(z) € U:(A). ProtoZe lim z,, = a, existuje ng, Ze pro
vSechna n > ng je z,, € Ps(a) a tedy f(:vijoeo U:(A), 1. lim f(z,) = A.
Naopak, necht lim f(z) # A. Pak existuje U.(A) takO\;zé_,)%oe pro kazdé
0 > 0 existuje ;Hea Dy N Ps(a), pro které je f(x) ¢ U.(A). Vezméme
toto e > 0, oznacme 6 = 1/n > 0. Pro kazdé n € N je mnoZina X,, =
{z € Dy Pyy(a); f(z) ¢ U-(A)} neprazdna. Z kazdé mnoziny X,
vybereme jeden prvek z, a tak ziskame posloupnost (xn), kde pro
kazdé n € N je =, € Dy, z, # a. Protoze pro kazdé n € N plati:
|a - xn| < 1/n,je lim x, = a. Na druhou stranu ale pro kazdé n € N
je f(xa) ¢ U.(A). Tedy lim f(z,) £ A. O



Véta. Funkce f(xz) mav bodé a nejvySe jednu limitu, rovnéz
nejvyse jednu limitu zprava, resp. zleva.

Dikaz. Necht je lim f(z) = A a zérovef lim f(x) = B, kde
A < B. Pak exigtu(}i disjunktni okoli UE;(_Z) a U.,(B), t.
takova okoli, jejichZ priinik je prazdna mnozZina. Ale protoZe
lim f(z) =Aa lim f(z) = B, existuji prstencova okoli P, (a)
a Z’{;B(a) takovzl, e pro kazdé xz € Dy N Fj,(a) je f(x) €
U.,(A) ax € DfN Psy(a) je f(x) € U.,(B). ProtoZe a je
hromadny bod Dy, je pro § = min(d4, 6z) mnozina D;NUs(a)
neprazdna. Tedy pro x € Dy N Ps(a) je f(x) € U.,(A) N

U.,(B)=1.Aleto je spor,atedy A= B. [



Véta. Funkce f(z) je spojita v bodé a praveé tehdy, kdyz je
a izolovany bod jejiho definicniho oboru nebo kdyz existuje
vlastni limita

lim f(x) = f(a).

r—a

Dikaz. Necht je funkce f(z) spojitd v bodé a, ktery je hromadnym
bodem Dy. Podle definice spojitosti existuje ke kazdému okoli U (f(a))
takové okoli Us(a) , Ze pro kazdé = € Dy N Us(a) je f(z) € U-(f(a)).
ProtoZe Ps(a) C Us(a), plati prokazdé z € D;NPs(a) : f(z) € U.(f(a)),
G lim f(2) = f(a).

Naopak, je-li a izolovanym bodem mnoZziny Dy, existuje okoli Ps(a)
takové, Ze Ps(a) N Dy = (). Protoze Dy N Us(a) = {a}, pro kazdé okoli
U.(f(a)) plati, Ze pro vechna z € Dy NUs(a) = {a} je f(z) = f(a) €
Ue(f(a)).

Je-li bod @ hromadnym bodem D, a %I_)Ina f(z) = f(a), pak ke kazdému
okoli U.(f(a)) existuje Ps(a) takové, Ze pro kazdé x € D; N Ps(a) je
f(x) € U:(f(a)). Ale protoze Us(a) = Ps(a) U {a} a f(a) € U.(f(a)), je
f(z) spojita v bodé a. O



O Priklad. Funkce f(x) = 2z je spojita v kazdém bodé.
Budeme-li hledat limitu napfiklad v bodé 3, pak podle pfed-
chozi véty je lin% f(z) = f(3) =6.

O Priklad. Funkce g(x) definovana vztahem ¢(3) = 2,
g(x) = 2x pro z # 3, se pro = # 3 shoduje s funkci f(z),
tedy

liné g(x) = lin% f(z) =6.

ProtoZe ¢(3) = 2 # 6, neni funkce g(x) v bodé 3 spojita.



Véta. Funkce f(z) je spojita zleva, resp. spojita zprava v
bodé « pravé tehdy, kdyz

lim f(x)= f(a), resp. lim f(z) = f(a).
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Véta. Je-lilim f(x) = A € R, pak existuje okoli Ps(a) takové,
Ze je funkce f(z) v tomto okoli omezena.

Dikaz. Zvolme ¢ = 1. Pak existuje prstencové okoli Pj(a)
takové, Ze pro kazdé z € Ps(a)je A—1< f(z) < A+ 1. O



Véta. Necht je dana funkce f(z) a bod a, ktery je hromad-
nym bodem jejiho definicniho oboru. Pak existuje konecna
limita funkce f(x) v bodé a tehdy a jen tehdy, kdyZ je spInéna
Cauchy—Bolzanova podminka: Ke kazdému ¢ > 0 existuje
d > 0 takove, Ze pro kazdé dva body z;,z, € Dy, pro které
0< |z —a| <dalry—al <0, plati: |f(z1) — f(z2)] <e.



Véta. Necht existuji vlastni limity lim f(z) = A, lim g(z) = B.
Potomplati: lim(f+g)(z) =A+B, lim(f-g)(z) = AB.
A

Je-li navic B # 0, pak lim (f> (x) 5

T—a g
Dlkaz. 1) Protoze ’f(a:) +g(z)— A— B| < ff(m) — A| + |g(a:) — B|,
staci k danému ¢ > 0 uvaZovat takové Ps(a), aby pro kazdé = € Ps(a)
bon f(x) € UE/Q(A) ) g(ZL') € UE/Q(B) .
2) ProtoZze mé& f(x) konec€nou limitu, existuje okoli Pa(a), na némz je
f(z) omezen4, tedy existuje takové K > 0, Ze pro kazdé = € Pa(a) je
|f(z)| < K.Protoze | f(z)g(x)—AB| = | f(z)(g(z)—B)+B(f(z)-A4)| <
|f(@)|-|9(z)—B|+|B|-|f(z) - A| < K-|g(x)—B|+|B|-|f(z)— A|, staci
zvolit Ps(a) C Pa(a), kde vhodné odhadneme | f(z) — A| a |g(z) — B].
3) Existuje okoli Pa(a) takové, Ze pro kazdé x € Pa(a) je g(x) > |B|/2

a funkce 1/g(x) méa smysl. Pro kazdé = € Pa(a) pak plati: ’ﬁ — %’ =

|fng(S)\| < 2|B;2’(1)| .Kdanému ¢ > 0 sta¢i zvolit Ps(a) C Pa(a) takove,

aby pro kazdé z € P5(a) bylo |B —g(z)| < Z2¢. O



Poznamka: Pfedchozi véta plati i v pfipadé, kdy A, B € R*,
a prislusné operace jsou v R* definovany.

Véta. Predpokladejme, ze lim f(x) = A, lirr}‘g(y) = B.
r—a y—

Necht existuje okoli Pa(a) takove, Ze pro kazdé x € Dy N

Pa(a) je f(x) # A. Pak e lim ¢(f(x)) = B.

Dilkaz. Necht je dano okoli U.(B). Pak existuje prstencové
okoli P,(A) bodu A takové, Ze pro kazdé y € D, N P,(A)
je g(y) € U.(B). Ale protoze je hin f(z) = A, existuje prs-
tencové okoli Py, (a) takové, Ze pro kazdé = € D; N P, (a)
je f(z) € U,(A). Necht je Ps(a) prstencové okoli bodu « ta-
kové, Ze Ps(a) C Pa(a)NPFs, (a). Pakprokazdé z € DyNFs(a)
plati f(z) € U,(A) \ {A} = P,(A). Tedy pro takova z je
h(z)=g(f(z)) € U(B). O



O Priklad. Necht f(z) =0ag(z)=0proxz #0, g(0) = 1.
Pak je lim g(z) =0, ale lin(l)g(f(x)) — 1, protoze pro kazdé
z € Rjeg(f(z)) = 1. Tento pfiklad ukazuije, Ze je pfedpoklad
existence Pa(a) v pfedchézejici vété podstatny.



Véta. Necht jsou dany funkce f(z),g(x), necht existuje
takové okoli Pa(a) Ze pro vSechna x € Dy N Pa(a) je

f(x) < g(x).

Existuji-li limity lim f(x) a lim g(z), pak plati:

lim f(z) < lim g(z) .

r—a r—a

Dlkaz. Pfedpokladejme, Ze lim flx) =A> ii_r)r(llg(l‘) = B.
Pak existuji okoli U.,(A), U.,(B), pro ktera je U.,(A) N
U.,(B) = . Proto pro kazdé y, € U.(A), yz € U.,(B) je
ya > yp. Zaroven vsak existuje okoli Ps(a) C Pa(a) takove,
ze pro kazdé = € Us(a) je f(z) € U.,(4), g(x) € U.,(B).
Z toho plyne f(x) > g(x), coz je spor. [



Poznamka. | kdyZ je f(z) < g(z), mlze platit:

lim f(z) = lim g(z) .

r—a Tr—a

O PFiklad. Uvazujme funkce f(z) = —2z, g(z) = 2z.
V kazdém Pa(0) plati:

fz) <g(),
pfitom je
limy /() = 0= lim ().



Véta. Necht lim f(z) = lim h(z) = A, necht existuje Pa(a)
takové, Ze pro vSechna x € Pa(a) plati: f(z) < g(z) < h(x).
Potom je také lim g(z) = A.
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Dlkaz. Necht je dano U.(A). Pak existuji P, (a) a Pj, (a) takova, Ze
pro kazdé x € Ps,(a) je f(x) € U.(a) a pro kazdé z € P, (a) je h(x) €
U-(A). OznaCme Ps(a) = Ps,(a) N Ps, (a). Pro kazdé = € Ps(a) zfejmé
plati: A —e < f(z) < g(x) < h(z) < A+e. O



Disledek. Necht existuje Cislo § > 0 tak, Ze pro kazdé
x € Ps(a) plati

() 1g(x)| < (), lim h(z) = 0. Pakje lim g(z)
(i) flx) <y
(i) g(x) < h(z), lim h(x) = —cc. Pak je lim g(z) = —oc.

r—a r—a

0.

(x), lim f(z) = co. Pak je lim g(z) = oo.

r—a

Véta. Existuje-li lim f(z), pak plati: lim |f(z)| = | lim f(z)].

Dlkaz. Plyne pfimo z definice limity. [J

Véta. lim f(x) = 0 prave tehdy, kdyz hm{f(x)‘ = 0.

r—a

Dikaz. Pfepsani definice obou limit. [



Véta. Necht lim f(x) = 0 a existuje okoli Px(a) takové, ze
funkce g(z) je omezenana Pa(a). Pakje lim f(z)-g(x) =0.

Dikaz. Protoze je funkce g(z) omezené na Pa(a), existuje
K > 0 takové, Ze pro vechna z € Pa(a) je |g(z)| < K. Na
tomto okoli tedy plati: | f(z) - g(z)| < K}f )]

Protoze je }}_If}l f(z) = 0, existuje ke kazdému ¢ > 0 takové
okoli Ps(a) C Pa(a), Ze prokazdé z € Ps(a)je |f(x)| < c/K.
Pro viechna = € Ps(a) tedy plati: | f(z) - g(z)| < K % =¢

1 1
O PFiklad. lim —sinz = 0, nebot lim — =0, |sinz| < 1.

T—00 I r—00 I



Véta. Necht lim f(z) = 0 a necht existuje okoli Pa(a) tak,

r—a

Ze pro kazdé pro = € Pa(a) plati:

(i) f(z)>0. Pak ilir(llf(lx)—oo
(i) f(zr)<0. Pak ;lplgif(lg;):oo

Dlkaz. K danému ¢ > 0 existuje § > 0 tak, Ze pro kazdé
x € Ps(a)je|f(z)| < e. Pakplati 1/|f(x)| > ¢ a odtud plynou
obé dokazovana tvrzeni.

- . ) 1
Véta. Jestlize lim |f(z)| = oo, pak lim —— =0.

% ()

Dikaz. Analogicky s dlikazem predchozi véty.



Véta. Necht existuje lim f(z) = A # 0. Pak existuje takové
okoli Ps(a), Ze plati: o
(i) je-liA>0, pakje f(x) > 0provsechnax € Ps(a),
(i) je-liA<0, pakje f(x) <0 provsechnaz € Ps(a).

Duikaz. (i) UvaZzujme ¢ = A/2 > 0. Pak existuje takové § > 0,

Ze pro vSechna z € Ps(a) je

A A
2

O<§:A— =A—-c< f(x).
(if) Analogicky: uvazujme e = —A/2 > 0. Pak existuje takové

d > 0, Ze pro vSechna = € Ps(a) je

A A
f(I)<A+€:A—§:§<O

Poznamka: Uvedené véty plati i pro limity zleva a zprava.



O Priklad. Vypocitejme limitu funkce

3 _ 2 o
fla) = 0T 80 ods a— 1.

2 -9

Reseni. 1€ Dy, funkce f(z) je v tomto bodé spojita, limita
je rovna funk&ni hodnoté:
23 =522 +8r -6  —2

. 1
lim ===,
z—3 x2 -9 -9 4




O Priklad. Vypocitejme limitu funkce

23 — 52248 —6 .
f(z) = o vbodé a=3.

Reseni. 3 nepatfi do Dy, je viak jeho hromadnym bodem.
P¥i hledani limity pracujeme vzdy s prstencovym okolim da-
ného bodu, kde miizeme psat:

1 =52’ +8r—6 (r—3)(a*—20+2) (2 —2z+2)

22— 9 T @-3)=+3)  (x+3)
Vznikla funkce je v bodé 3 spoijita a jeji limita, ktera je rovna
limité plvodni funkce, je rovna 5/6.

V takovychto pfipadech miiZzeme psat pfimo:

limx3—5x2+8x—6_ . (z=3)(a?—2z+2)
23 2 -9 w3 (2 —3)(z+3)
2
:hm(x 2x+2):§
z—3 (x4 3) 6



O Priklad. Vypocitejme limitu funkce

_3x3—5x2+8x—6
23 4+ 422 — 9+ 3

f(x) vbodé a=+o0.
ReSeni. +oo je hromadnym bodem Dy ; postup je stejny
jako pfi hledani limit posloupnosti:

23 —5x2+8r—6 ) r 22 x) 3

lim = lim

o 2 _ stoo 4 9 3\ 2
+ 2 -9 +x3<2 )




O Priklad. Vypocitejme limitu funkce

V4 4—2
fo)=YEE2T2 ybode a—o.
3x
Reseni. Bod a = 0 nepatfi do Dy, ale je jeho hromadnym
bodem.

lim f(z) = lim —W;H —
T— T— €T

i (Ve +4—-2)(Vr+4+2) ~ im r+4—4
z—0 3r(vVa +4+2) v=0 3z(vr + 4+ 2)
i x 1 1
= lim = = =
203z(Vz +4+2) = 3(Vo+4+2) 6




O Priklad. Vypocitejme limitu funkce
f(.r)z:z:( :)32—}—4—:v> vbodé a=+o0.
Reseni. Bod a = +oo je hromadnym bodem Dy.

lim f(x) :lirrcl)a:< :E2+4—a:> =

T——+00
_ x(\/x2—|—4—x)(\/x2—|—4+x)_
oo Vi td+a -

z (22 +4—2?) 4

= lim —
T





