PREDNASKA 5
VETY O STREDNI
HODNOTE



Véty o stfedni hodnoté

Véta (Rolle). Necht je funkce f spojitd na uzavieném ome-
zeném intervalu (a,b) a ma derivaci v kazdém bodé otevre-
ného intervalu (a,b), necht plati f(a) = f(b). Pak existuje
alespon jeden bod ¢ € (a, b) takovy, ze f'(£) = 0.
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Dikaz. Je-li funkce f konstantni, je tvrzeni zfejmé.

Neni-li konstantni, pak podle Weierstrassovy véty existuje
bod ¢ € (a,b) tak, Ze Cislo f(¢) je maximem nebo minimem
funkce na intervalu (a, b). Pfedpokladejme nejprve, Ze toto
¢islo je maximem. Pokud by bylo

f(@) — f(20)
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>0,

existovalo by takové okoli P(zy,d) , Ze

f(@) = f(x0o)

r — X

>0 provSechna =z € P(z,9).

Pak by bylo f(z) > f(zo) pro vSechna z € (zg,z¢ + ), COZ
je spor s predpokladem, Ze f nabyva v bodé z, maxima.
Analogicky v ostatnich pfipadech.



Véta (Lagrange). Necht je funkce f spojith na uzavieném
omezeném intervalu (a,b) a ma derivaci v kazdém bodé
otevieného intervalu (a,b). Pak existuje aspon jeden bod

§ € (a,b) takovy, Ze f(b) — f(a) = f'(§) - (b—a).
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Dikaz. Staci aplikovat Rolleovu vétu na funkci

W) = (f(2) = f(a)(b—a) = (f(b) = fla))(z - a),



O Priklad. DokaZte, Ze pro kazdé = > 0 plati nerovnost
(1+2)* <1+ ax, kde « je libovolné €islo z intervalu (0, 1).

Reseni. Oznaéme
fl@)=1+ax—(1+x)%;
funkce f je naintervalu (0, +oc0) spojith a ma zde derivaci
flry=a—a(l+z)*'>0.

Navic plati f(0) = 0. Necht je x € (0,400). Podle Lagran-
geovy vety existuje takovy bod ¢ € (0,z) , Ze

Tedy pro kazdé z € (0, +o0) je f(z) > 0.



Dusledek. Necht funkce f je spojita v intervalu {(a, b) a necht
v kazdém vnitfnim bodé x intervalu (a, b) ma derivaci f'(z) =
0. Pak tato funkce je v intervalu (a, b) konstantni.

Dilkaz. Zvolme bod ¢ € (a,b). Pak pro kazdy bod = € (a,b)
podle Lagrangeovy véty existuje bod ¢ € (a,b) takovy, Ze
f(@) = f(e) = f'(§)(x — ) = 0. Tedy f(z) = f(c) pro kazdé
x € (a,b).

O Priklad. UkaZzte, Ze naintervalu (—1, 1) plati rovnost

arcsin x + arccosx = /2.
Reseni.
. p 1 1
(arcsinx + arccosx) = — =0,

V1i—22 V1 -—2?
podle disledku 1 je funkce arcsinz + arccosx konstantni.
Nyni staci najit jeji hodnotu v libovolném bodé&, napf. v bodé
x =0 :arcsin0 + arccos 0 = 7/2 .




Véta (Cauchy). Necht jsou funkce f, g spojité na uzavie-
ném omezeném intervalu (a, b) , diferencovatelné na otevie-
ném intervalu (a,b) a pro kazdé = € (a,b) je ¢'(x) # 0. Pak
existuje bod ¢ € (a, b) takovy, Ze

f) = fla) _ [(§)

g(b) —gla) g (&)

Dikaz. Z podminky ¢'(x) # 0 pro vSechna z € (a,b) a z
Rolleovy véty plyne, ze g(b) # g(a). OznaCme

F(z) = (f(2)—f(a))-(9(b)—g(a)) = (£ (b)—f(a)) - (9(z)—g(a))

F(a) = F(b) = 0, F je spojita na (a, b), diferencovatelni na
(a,b). Podle Rolleovy véty existuje ¢ € (a,b), pro které

F'(§) = f(&) - (9(b) — g(a)) — (f(b) — f(a)) -4'(€) = 0.
Zbytek plyne z g(b) — g(a) # 0a ¢'(§) # 0.



Véta (L'Hospitalovo pravidlo). Necht a € R* a necht

lim f(z) = lim g(z) = 0, resp. lim |f(x)| = lim |g(x)| = occ.
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Existuje-li lim fz) pak existuje také hm f(z)
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lim /() = lim I'(z)

glz) a—ag'(z)’
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Analogické tvrzeni plati pro jednostranné limity.

O Priklad.
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Dikaz. Pro limity zprava.

Z existence limity

lim f/(x)

r—a g (1‘)
plyne existence takového pravého okoli (a, ;) bodu a , Ze na
intervalu (a, ;) jsou splnény pfedpoklady Cauchyovy véty.

Je-li lim f(z) = limg(x) = 0, miZeme predpokladat, ze
f(a) = g(a) = 0. Kdyby funkce v bodé a nebyly definovany,
spojité je dodefinujeme témito nulovymi hodnotami. Podle
Cauchyovy véty pak pro kazdé z € (a, z;1) existuje ¢ € (a, z)

tak, Ze

flz) _ fle) = fla) _ [(§)

g(z)  glx) —gla) g
Odtud jiz pomérné snadno plyne dokazovanéa existence li-
mity a rovnost limit.




Necht je nyni iliri |f(z)] = iig(ﬂg(m)] = oo ; nemiZeme pra-
covat s hodnotami funkci v bodé a, pro kazdé x € (a,x;)
v8ak mizeme aplikovat Cauchyovu vétu na interval (z, z1).
Podle ni existuje bod ¢ € (z, z) tak, ze

f@) = flz) _ '€

g(z) —g(z1) (&)

Odtud 6
f(@) = f(x1) = (g() — g(xl))g,@

a po vydéleni obou stran hodnotou g(z) dostaneme rovnost

f@) _ fl) | (1 B 9(961)) /')

g(x)  g(2) g(x) ) (&)
Pomoci této rovnosti Ize jiz dok&zat jak existenci limity, tak i
potfebnou rovnost.



O Priklad.
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