PREDNASKA 6

PRUBEH FUNKCE



Monotonie funkce
Necht ma funkce f derivaci v intervalu I = (a, b).

Véta. Je-li f'(z) > 0 pro v8echna = € I, pak je funkce f
rostouci v intervalu 1.

Dlkaz. Uvazujme z1,25 € I, 71 < xo. Mame dokazat, Ze
f(z1) < f(z2). Z Lagrangeovy véty plyne existence bodu
¢ € (x1,x2), pro ktery

fwg) = fxr) = f/(§) (w2 — 21). 1)

Z predpokladdl z, > =1 a f'(¢) > 0 plyne, Ze na pravé strané
rovnosti (1) je kladné Cislo. Plati tedy f(xs) > f(x1).

Dilsledek. Je-li funkce f klesajici nebo nerostouci v inter-
valu I a ma tam derivaci, pak f’(z) < 0.



Analogicky Ize dokazat:

Véta. Je-li f'(x) > 0 pro vSechna z € I, pak je funkce f
neklesajici v intervalu 1.

Véta. Jestlize f’(x) < 0 pro vS8echna x € I, pak je funkce f
klesajici v intervalu 1.

Dlkaz. Necht z1, 25 € I, x; < 2. MAme dokazat, Ze pak je
f(z1) > f(x9). Podle Lagrangeovy véty existuje ¢ € (z1,x2),
pro které plati (1). Protoze z, > x; a f'(§) < 0, je na pravé
strané rovnosti (1) zaporné €islo, tj. f(zs) < f(z1).

Disledek. Je-li funkce f rostouci nebo neklesajici v inter-
valu I a ma tam derivaci, pak f'(x) > 0.

Véta. Je-li f'(x) < 0 pro vSechna x € I, pak je funkce f
nerostouci v intervalu 1.



O Priklad. Urcete intervaly monotonie funkce
f(z) =122 — 222,
Reseni.
f(x)=12—4r=4(3—2)=0 pro z=3;

f(z) >0 pro x <3; f(zr)<0 pro x> 3.
Funkce je rostouci v intervalu (—oo, 3) , klesajici v (3, co).



Definice. Rekneme, Ze funkce f ma v bodé z, € Dy
lokalni maximum, resp. lokalni minimum, pravé tehdy,
kdyz existuje prstencoveé okoli P(z,) takové, Ze pro kazdé
z € P(xo) je f(z) < f(xo), resp. f(x) = f(xo).

Nahradime-li neostré nerovnosti nerovnostmi ostrymi,
mluvime o ostrém lokalnim maximu, resp. ostrém lo-
kalnim minimu.

Lokalni maxima a minima nazyvame lokalni extrémy
a ostrd maxima a minima ostrymi lokalnimi extrémy
funkce f.



Véta. Necht o € D; neni hranicnim bodem definicniho
oboru D; funkce f. Je-li f’(a) # 0, nema funkce f v bodé
xo lokalni extrém.

Dlkaz. Necht f'(zy) = A # 0. Pak ke kazdému ¢ > 0
existuje 6 > 0 takové, Ze pro vSechna = € Ps(x) je

A—e< M <A+e.
r—a
. . ” . A
Pfedpokladejme napfiklad, ze A > 0 a zvolme ¢ = 5 Pak
pro vSechna z € Ps(x,) plati:
oA _f@) - fa)
2 Tr—a
Proz > aje f(z) > f(a)aprox <aje f(zx) < f(a), funkce
f tedy nema v bodé z, lokalni extrém.
Pfipad A < 0 vyfeSime obdobné. [J



Poznamka. Z toho, Ze f'(zo) > 0 nebo f'(xy) < 0, neplyne,
Ze existuje okoli bodu xz, takové, Ze je na ném funkce f(x)
rostouci, resp. klesajici.

O Pfiklad.

Uvazujme funkci f(z) = z + m2?sin 1 pro x # 0; f(0) = 0.
Plati f/(0) = 1, ale funkce neni nxa Z&dném okoli bodu
x = 0 rostouci, protoZe pro dostatecné velkd n € N je

f(ﬁ) >f(m)'



Véta. Necht' f je diferencovatelna funkce, necht f'(x) = 0.
Existuje-li prstencové okoli Ps(zo) bodu z, takové, Ze pro
vSechna = € Fs(zg), * < a, je f'(zr) > 0aproz > x je
f'(z) < 0, ma funkce f v bodé z, ostré lokalni maximum.
Existuje-li prstencové okoli Ps(xy) bodu z, takové, Ze pro
vSechna z € Ps(xg), © < xo, je f'(z) < 0aprox > zy je
f'(x) > 0, ma funkce f v bodé x, ostré lokaIni minimum.
Existuje-li prstencové okoli Ps(zo) bodu z, takové, Ze pro
vSechna = € Ps(zo) je f'(x) < 0 nebo f'(z) > 0, nemé
funkce f v bodé z, lokalni extrém.

Dikaz. Je-li f’(z) > 0 pro z € (zo — d,x) @ f'(x) < 0 pro
x € (xg, xo+6), je funkce f naintervalu (z¢ — d, ) rostouci,
atedy f(x) < f(zo), a naintervalu (xg, zo + 0) klesajici, tedy
f(z) < f(xo). To znamena, Ze funkce f(x) ma& v bodé x,
ostré lokalni maximum. Pfipad, kdy f'(z) < 0 pro z < z a
f'(x9) > 0 pro x > zy, sSe dokaze podobné.



Je-li f’(z) > 0 pro kazdé x € Ps(xy), je funkce f rostouci v
Ps(z9) anema v bodé x, lokalni extrém. Podobné v pfipadé,
Ze f'(z) < 0 pro vSechna x € Ps(x). O

O Priklad. Naleznéte lokéalni extrémy funkce
f(z) =122 — 227
Reseni.
fl(x)=12—4x=4(3—2)=0 pro z=3;

f(z) >0 pro x <3; f(zr)<0 pro x> 3.

Funkce je rostouci v intervalu (—oo, 3), klesajici v (3, 00), v
bodé 3 proto mé& ostré lokalni maximum, a to 18.



Globalni extrémy

Nékdy je tfeba nalézt globalni extrémy na kompaktni, tj.
omezené a uzaviené mnoziné M. Jak jiz vime, je-li funkce
f(z) spojita, existuji v mnoziné M body, ve kterych nabyva
funkce f(x) své nejvétsi a nejmensi hodnoty. Je zfejmé, Ze
pokud neni bod x hrani¢nim bodem mnoZziny M a existuje
v tomto bodé& nenulovéa derivace, nema funkce f(x) v tomto
bodé globalni extrém. Zbyva nam tedy vySetfit ostatni body
mnoziny M :

e hrani¢ni body mnoziny M
e body, v nichz je derivace rovna nule
e body, ve kterych derivace neexistuje
Je-li téchto bodl pouze konecény pocet, staci pro nalezeni

extrém{ vybrat body, ve kterych je nejvétsi a nejmensi hod-
nota funkce f(z).



O Priklad. Naleznéte globalni extrémy funkce

f(x) = |2® — 32|,z € (=2v/3,V3).

Reseni. Funkce f je spojita na kompaktnim intervalu (—2+v/3, v/
ma proto na tomto intervalu globalni maximum i minimum.
Podezrelé body:

e Krajni body intervalu, tj. —2v/3 a v/3

e f'(x) neexistuje pro —v/3, 0 a /3

o f(x)y=0pro—1,1
Nyni staci nalézt funk¢ni hodnoty v podezielych bodech:

f(=2V3) =18V3, [(V3)=f(-V3)=[(0)=0,

f(=1) = f(1)=2.
Funkce f nabyva globalniho maxima 18v/3 v bodé —2+v/3 a
globalniho minima 0 v bodech —/3, v/3 a 0.



Konvexnost akonkavnost funkce, inflexnibody

Definice. Nechtfunkce f ma derivaci v bodé z,. Rikame,
Ze f je konvexni, resp. konkavniv bodé z, prave tehdy,
kdyZ existuje takové okoli U(zy; §) bodu x¢, Ze graf funkce
fprox € U(xo; 0) lezi nad, resp. pod te€nou grafu v bodé
Tg.

Rikame, Ze funkce f je konvexni, resp. konkavni v in-
tervalu (a,b) pravé tehdy, kdyz je konvexni, resp. kon-
kavni v kazdém bodé intervalu (a, b).

Rikame, Ze bod z, € D; je inflexnim bodem funkce f
pravé tehdy, kdyz v bodé (zo, f(zo)) existuje tecna ke
grafu funkce y = f(x) a funkce se v tomto bodé méni
z konvexni na konkavni nebo obracené.



Véta. Podminky pro konvexnost a konkavnost funkce.

Necht funkce f: (a,b) — R ma derivaci v intervalu (a,b).
Pak plati:

(i) Je-li f' rostouci v intervalu (a,b), je funkce f
konvexni v intervalu (a, b).

(i) Je-li /" klesajici v intervalu (a, b), je funkce f
konkéavni v intervalu (a, b).

(iii)  Ma-li funkce f’ v bodé z, € (a,b) lokalni extrém,
je xo inflexnim bodem funkce f .

Odtud pak plyne:



Véta. Necht funkce f: (a,b) — R ma& druhou derivaci v
intervalu (a,b). Pak plati:

(i) Je-li f"(x) > 0 pro vSechna z € (a,b), je funkce f
konvexni v intervalu (a, b).
(i) Je-li f’(x) < 0 pro v8echna = € (a,b), je funkce f
konkavni v intervalu (a, b).
(iii) Je-li f"(xz¢) = 0 a derivace f” méni v bodé z, €
(a,b) znaménko, méa funkce f v bodé z, inflexni
bod.



0 Priklad. Naleznéte inflexni body funkce

f@) =3

z* — 327 + 22 + 2,

reR

a urcete intervaly konvexnosti a konkavnosti.
ReSeni. f"(z) = 622 —6 = 6(z2 —1) = 0proz = —1 a

x = 1. Dale plati, Zze f"(z) > 0proz € (—oo,—1) U (1,00) @

f"(z) <0proz e (—1,1):

T (—o0,—1) -1 (—-1,1) 1 (1,00)
/(@) + - +
f(z) — inf. bod ~ inf. bod | —

Dana funkce je tedy konvexni v intervalech (—oo,—1) a
(1,00), konkavni v intervalu (—1,1). Druha derivace méni
znaménko v bodech z = —1 a = = 1, takze funkce méa dva

inflexni body, atox = —-1axz = 1.




Asymptoty grafu funkce

Definice. Rikame, Ze funkce f ma v bodé z, svislou
(vertikélni) asymptotu = = z, pravé tehdy, kdyz ale-
spon jedna jednostranna limita je v tomto bodé nevlastni.

Rikame, Ze funkce f ma v bodé oo, resp. —oo vodorov-
nou (horizontalni) asymptotu y = b pravé tehdy, kdyz

lim f(x)="0b, resp. lim f(z) =b.
Rikame, Ze funkce f ma v bodé oo, resp. —oco Sikmou
asymptotu y = kx + ¢, k,q € R, k # 0, pravé tehdy,
kdyz

lim (f(z)—kx—q) =0, resp. lim (f(z)—kzx—q)=0.

r—00 r——00



Véta. Ma-lifunkce f v bodé oo Sikmou asymptotu y = kx+q,
pak plati

lim@:k, lim (f(x) —kz)=q.

T—00 T r——00

Dikaz. Rovnost pro vypocet k plyne ze vztahu

o L@ ke =g F@) 1)

T— 00 €T T—00 €T T—00 U
Rovnost pro vypocet ¢ plyne pfimo z definice Sikmé asymptoty.
O Priklad. Naleznéte vSechny asymptoty grafu funkce

222 1



Re$eni. Funkce f neni definovana v okoli bodu =z = 0;
Protoze

o222+ +1 22+ +1
lim ——— = —o0, lim —— = o0,
x—0— x r—0+ €
je pfimka = = 0 svislou asymptotou grafu funkce f.
222 1
hmM: hm%ZQZk
rx—oo T—00 T
212 1
lim [f(x) — kz] = lim i 2r| =
T—00 T—00 €T
22441 —222
= lim =1=g.
Tr—00 i

JelikoZ obé limity jsou vlastni, ma graf dané funkce v bodé
oo Sikmou asymptotu y = 2x + 1. Stejna pfimka je Sikmou
asymptotou grafu funkce f také v bodé —oo.



O Priklad. Naleznéte vSechny asymptoty grafu funkce

T
= —00,—1)U (—=1,1) U (1, 00).
f@) ==, w€(-s0,~)U(-L1)U (L)
Reseni. Nejdfive vySetfime chovani funkce v okoli boddl
x = —1 a x = 1, v nichZ funkce neni definovana:
lim f(@) = lim f(x) =0, lm f(x)= lim f(x) = —oo.
Pfimky o rovnicich x = —1 a = = 1 jsou tedy svislymi
asymptotami grafu dané funkce.
Dale je

lim f(z) = lim f(z) =
takze funkce f ma v bodech +oc vodorovnou asymptotu

y=0.



O Priklad. Naleznéte vSechny asymptoty grafu funkce
f(z) =Inz -5z, x € (0,00).

Reseni. Nejdfive vySetfime chovani funkce v pravém okoli
bodll = = 0, ktery leZi na hranici defini¢niho oboru. Plati
lim, .o, f(z) = —o00, takZe pfimka o rovnici x = 0 je svislou
asymptotou grafu dané funkce. Déle je lim, .., f(z) = oo,
takZze by funkce mohla mit v bodé oo Sikmou asymptotu.
Budeme tedy hledat limity:

f(z) Inx — 5z Inx

lim — = lim —— = lim — — 5= —-b5.
r—00 I T—00 xT rT—oo T

lim (f(z) — kx) = lim (Inx — 52 + 5z) = lim Inz = occ.

Druha limita je nevlastni, funkce proto Sikmou asymptotu
nema.



VySetfovani pribéhu funkce
P¥i vySetfovani prlibéhu funkce ziskavame postupné nasle-
dujici informace:

e Defini¢ni obor funkce, body nespojitosti, nulové body
funkce, intervaly, kde je funkce kladna a kde je zaporna

e Zvlastni vlastnosti funkce, napf. sudost, lichost, perio-
di¢nost, prostota, omezenost.

e Limity (jednostranné) v bodech nespojitosti funkce a
v krajnich bodech defini¢niho oboru.

e Intervaly monotonie
e Stacionarni body, lokalni extrémy funkce.

¢ Intervaly konvexnosti a konkavnosti, inflexni body.



e Asymptoty grafu funkce.

e Graf funkce sestrojujeme na zakladé takto ziskanych
informaci a pomoci dalSich Gdajli jako jsou napf.

— hodnoty funkce v nékterych vyznacnych bodech
(nulové body prvni a druhé derivace dané funkce);
— pruseciky grafu funkce s osami souradnic;

— tecny v inflexnich bodech funkce.



O Priklad. VySetfete prlibéh funkce
3

f(x):m~

Reseni.
Dy =(-00,-1)U(~1,00) =R\ {1}

Funkce neni ani suda, ani licha, nebot neplati Zadna z rov-
nosti f(—x) = f(z) nebo f(—z) = —f(x) pro vSechna
x € Dy . Déle pro zadné ¢ # 0 neplati rovnost f(z+c¢) = f(z)
pro véechna z € Dy, funkce proto neni ani periodicka. Zad-
nou z takovych specialnich vlastnosti tedy nebudeme moci
pfi konstrukci grafu vyuZzit.

Bod z = —1 je bodem nespoijitosti a pro jednostranné limity
funkce v tomto bodé plati

dim f(r) = lm f(2) = —oc.



Pro limity ve zbyvajicich dvou bodech hranice defini¢niho
oboru plati:

xgmoof(x) = —00, Q}erolo f(z) = 0.

Na intervalech (—oo, —1), (—1,00) je funkce spojita. Pro «
zaporna nabyva zaporné hodnoty, pro = kladna kladné hod-
noty. Graf protina obé soufadnicové osy v pocatku.

z*(z +3)
2+ Iy
x = 0, takZe funkce ma dva stacionarnibody z = —3ax = 0.
Je f(0) =0a f(—3) = —27/8. Derivace f'(x) je kladn& pro
x € (—00,—3)U(—1,0)U(0,00) azadporna pro = € (—3,—1),
takze funkce je v intervalech (—oo, —3) a (—1, co) rostouci,
v intervalu(—3, —1) klesajici. Tedy v bodé = = —3 je lokalni
maximum f(—3) = —27/8.

Derivace f'(x) = ma dva nulové body » = —3 a



(a:i—xl)“ ma jeden nulovy bod = =
0. Pro x zaporna nabyva zaporné hodnoty, pro x kladna
kladné hodnoty. Funkce f je tedy v intervalech (—oo, —1) a
(—1,0) konkavni a v intervalu (0, co) konvexni. Bod z =0 je
inflexnim bodem. Z hodnot limit v bodé —1 plyne, Ze pfimka
x = —1 je svislou asymptotou grafu funkce f. JelikoZ funkce
ma v nevlastnich bodech limity +o00, ma smysl pokouSet se
najit rovnici Sikmé asymptoty. Vypocteme nejdfive limitu

2
lim f<x):limx——1:k‘

Druhé& derivace f"(z) =

a limitu
? z(r+1)2
I — k] = i - = -1=gq.
| fe) = ka] = w1 o0y ~ o 1) 1

JelikoZ obé limity jsou vlastni, méa graf dané funkce v bodé
oo Sikmou asymptotu o rovnici y = z/2 — 1. Stejna pfimka



je Sikmou asymptotou grafu funkce f také v bodé —cc.

Udaje o funkci, ziskané b&hem vypo&tu, miizeme zanést do
tabulky, ktera mlZe mit napf. takovyto tvar.

T (—00,-3) -3 (-3,-1) -1 (-1,0) (0, 00)
f(x) —00 «— % — —00 N —00 — — 00
f'(z) + 0 - + +
f(z) / lok. max N\ / /
@ - - - =
f(z) -~ ~ ~ | inf. bod -
asym. |y=3 —1 z=-1 y=35—1









