PREDNASKA 7

NEURCITY INTEGRAL



Primitivni funkce

Definice. Necht je dana funkce f definovana v ote-
vieném (omezeném nebo neomezeném) intervalu (a, b) .
Kazdou funkci F', pro kterou plati:

F'(z) = f(z) pro kazdé = € (a,b),

nazveme primitivni funkci k funkci f v intervalu (a,b) .

O Priklad.

(@) F(z) = iz* je primitivni funkci k funkci f(z) = 2®

v intervalu (—oo, +00) .

(b) F(x) = —x! je primitivni funkci k funkci f(z) = x =2
vintervalu (—oo, 0) avintervalu (0, +o00) , nikoli vSak
napr. v intervalu (—1,5) , kde leZzi bod 0 ¢ Dy .



Poznamka. Je-li F' primitivni funkce k funkci f v intervalu
(a,b), pak je ziejmeé i kazda funkce tvaru

kde ¢ € R je libovolna konstanta, je primitivni funkci k funkci
f v intervalu (a,b). Nasledujici véta Fik4, Ze timto jsou jiz
v8echny primitivni funkce vyCerpany:

Véta. Jsou-li ', G dvé primitivni funkce k funkci f v intervalu
(a, b), pak existuje konstanta ¢ € R, Zze provsechnaz € (a,b)
plati:



Definice. Ma-li funkce f néjakou primitivni funkci na in-
tervalu (a, b), pak mnoZinu v8ech jejich primitivnich funkci
Vv (a,b) nazyvame neurcitym integralem funkce f v in-
tervalu (a,b). Pro neurcity integrél funkce f pouzivame
symbol [ f nebo [ f(xz)dz. Symbol | se nazyva inte-
gracni znak, funkce f se nazyva integrand. Proménna
x se nazyvaintegracni proménna (nezalezi natom, jaky
symbol pouzijeme k oznaceni integracni proménné).

Poznamka. Je-li funkce F' primitivni k funkci f v intervalu
(a,b), pak piSeme

/f(x)da: =F(z)+ec.

Konstanta ¢ se nazyva integracni konstanta. Chceme-li
z integralu ziskat jednu primitivni funkci, musime pevné zvo-
lit hodnotu integracni konstanty.



Véta (Aditivitaintegralu vzhledem k integra¢nimu oboru).

1. Ma-lifunkce f integral vintervalu (a, b) a je-li I otevieny
podinterval intervalu (a,b), pak funkce f ma integral
také v intervalu 1.

2. Ma-lifunkce f integral vintervalech Iy, I, --- | I,, aje-li
jejich sjednoceni I = I[;UI,U---U I, interval, pak ma
funkce f integral také v intervalu I .

Poznamka. Tvrzeni 2 se pouZiva i v pfipadech, kdy sjedno-
ceni I integracnich obord I,, neni interval. Tuto skute¢nost
ilustruje nasledujici priklad.



O PFiklad.

x € (0,00) 1 (lnzx) =1/zx;

x € (—00,0) : (In(—x)) =1/x.
Je tedy

[1/zdx =Inz +c vintervalu (0,00);
[1/zdx =1In(—z) + ¢ vintervalu (—co,0).

Funkce In |z| je tedy primitivni funkci k funkci 1/x jak v inter-
valu (—o0, 0), tak i v intervalu (0, co). Proto obvykle piSeme:

1
/—dx:ln|x|+c VM = (—00,0) U (0,00).
T

Je tfeba si uvédomit, Ze tento zapis neni zcela korektni:
mnozina M je sjednocenim dvou disjunktnich intervalll, in-
tegracni konstantu ¢ proto miize byt zvolena libovolné na
kazdém z obou interval.



Véta (Linearita integralu).

1. Necht'funkce F, resp. G je primitivni funkce k funkci f,
resp. g v intervalu (a,b) a necht r je Cislo. Pak funkce
F + G je primitivni funkce k funkci f + ¢ a funkce rF’
je primitivni funkce k funkci r f v intervalu (a, b).

2. Necht funkce f,g maji neurcité integraly v intervalu
(a, b) a necht r je Cislo. Pak také funkce f + ¢ a funkce
rf méa neurcity integrél v intervalu (a, b) a plati:

J(f(x)+g(x)dz = [ f(z)dz+ [g(x)de,
[rf(@)dz = r[f(z)ds.



3. Nechtfunkce fi, fo, -, f, maji neurcité integraly v (a, b)

a necht ry,ry, -, r, jsou konstanty. Pak také funkce
rifi1+rafa+ -+ rpf Maintegral vintervalu (a,b) a
plati:

Jrifi(@)+rafo(z)+--+rpfolr)) de =
=11 [ filx)de+ry [ folz)dat A1, [ fol)

Poznamka. Strucné feceno, integral linearni kombinace
funkci je roven linearni kombinaci integralll téchto funkci,

pokud pfislusné integraly existuji.



Zakladni integracni vzorce
Znamé vzorce z diferencialniho poctu nam davaji nasledu-
jici vysledky (c je integracni konstanta):

.’13”+1
1) /x”daz: +¢, R pro n€eZ, n>0;
r€R\{0}pron €Z, n < -1,
x>0 pro neR, n¢Z.

=In|z| + ¢, ze€R\{0}.

+¢, x€R, a>0,a#l

3) /exdx:em—l—c; r eR.



5) /Sinxdx:—cosx—I—c, x €R.

6) /Cosxdx:Sinm—l—c, z € R.

1
7) / dz =tgx +c,

cos? x

v e ((2k - 1)%, (2k + 1)%), ke

sin?

1
8) / dxr = —cotgx + ¢,

x € (2km, (2k+ 1)7), k € Z.



arcsinz + c,

1
0) / L -
V1 — 12 { —arccosr + c,
1 arctgx + c,
10) / s dr =
I+ —arccotg  + ¢,

11) /coshxda: =sinhx + ¢

12) /sinhxdx = coshx + ¢;

x e (—1,1).

z € R.

z € R.

z € R.



O Priklad. Vypocitejte nasledujici integraly:
(@ I=[(5z*—22°—-3z+7)dx
Reseni. Podle v&ty o linearité integralu Ize psat:

I=[(5a* — 223 =30+ 7)dx =
=5[atde -2 [2*de -3 [ada+ 7 [1de =

x® xt x?
“’(3*“) ‘2<Z+CQ) ‘3<5+C4>”<“05):

1 3
:x5—§x4—§x2+7x+c, relR.



(b) ]:/2x3—3\/§+5dx

X

Re$eni. Po vydéleni &itatele integrandu jmenovate-
lem staci opét vyuZit zakladni vzorce:

I_/2x3—3\/§+5

dz = [(222—3z 2452") dx =
T

:Qfodm—3fx’%dx+5fx_1dx:

23 3
=2 §+c1 3| T+ | +5(nfx]+c3) =
2

2
:§$3—6\/5+ln|a:]+c, z € (0,+00).



() I=[erdx

Reseni. Uvédomme si, Ze (e**)" = 4e**, proto abychom
pFi zpétné derivaci primitivni funkce ziskali funkci za-
danou, musi byt:

Az
I:fe‘“‘”d:c:e?—i-c, r €R.

(d) I=[cos(3z—2)dx

Reseni. ProtoZe (cos (3z — 2))" = 3sin (3z — 2), bude:

sin (3z — 2)

I=[cos(3z —2)dx = 3

+c, reR.



Metoda integrace per partes

Véta (Itegrace per partes). Necht funkce u, v jsou spojité
diferencovatelné v intervalu (a, b). Pak plati:

[ (z)v(z)de = u(x)v(z) — [u(z)'(z)de. (1)

Dikaz. Z véty o derivovani soucinu plyne:
(w) =v'v+w'  vintervalu (a,b),
proto v intervalu (a, b) plati:
J(w) = [(Wv+w)
w+c = [uo+ [w'
Juv = w— [w +c

Posledni rovnost je ekvivalentni s dokazovanym vztahem.



Vyuziti metody per partes ke zjednoduseni
integrované funkce

O Priklad. Vypocitejte integral [z coszdx.

Reseni. Abychom integrovanou funkci skute¢né zjedno-
dusili, je dobré zvolit pro derivovani funkci = (v opacném
pfipadé by v se integrandu objevilo 22, coZ by bylo jesté
komplikovangjsi):

uw =cosx, u=sinx
[ xcoszdr = =
V=1, v =1

::Usinx—fsinxdx:xsinx+cosx+c, relR.



O Priklad. Vypocitejte integral [ z?sinzdz.

Re$eni. Postupnym derivovanim funkce 22 zjednodusime
integrand na jedinou goniometrickou funkci:

W =sinzr, u=—cosw
[a?sinzdr = =
v=a?, v =21
= 2*(—cosz) — [2x(—cosz)dr = —z*cosx + 2 [ wcoswdr =

u' =cosxr, u=sinx ) . .
= —x°cosx+2 (:csmx — fsm:cd:c) =

v=u1x, v =1

= —z?cosx + 2xsinx + 2cosz + ¢, reR.



O Priklad. Vypocitejte integral [ z3e™ dz.

Re$eni. Integrand postupné zjednodusime:

- u=e", u=zie™
[P’ dx = , | =
v=ux", v =3z
/ 5 1 _5x
u =e u= ze
13657 _ §fx2e5x dr = ’ 5 _
5 5 _ . 2 ! -
v=ux‘, v =2
/ 5x 1 5z
u =e U= ze
_ 1,35z 3 (1.25c 2 5a _ ’ 5
= z1’e 5(5xe 2 [ xe dx)— o v
=z, —
_ 1,352 3,25z 6 (1.5 1 5x _
=5T¢€ 251 © +25(5xe s fe dx)—
— 1,350 _ 3,252

_ 3 6_..5r _ 6 5u
= seL7e” + e o€+, reR.



O Priklad. Vypocitejte integrél [z°Inzdz.

Reseni. Tentokrat si uvédomime, Ze ke zjednoduseni do-
jde, budeme-li derivovat funkci In x :

fx51nmda7:
v=Inz, v =

_ 1.6 1 (a5 1.6 _ 1.6
=zs2’lne — ¢ [2°de = gaflnw — ab + ¢, reR.



O Priklad. Vypocitejte integrél [Inzdz.

Reseni. Na prvni pohled integrand neni soucinem dvou
funkci, pfesto Ize metodu per partes s Uspéchem pouZit. P¥i
integraci by nam velmi pomohlo, kdybychom mohli funkci
In x nahradit jeji derivaci 1/x. K tomu si stai zadany inte-
grand predstavit jako soucin 1lnzx :

[1lnzdr = 1
v=lnzx, v =-—
x

:xlnx—ffdx:J;Inx—fldm:xlnx—x—l—c, reR.
T



Nepfimé nalezeni neurcCitého integralu:

per partes vedouci nafeSeni rovnice

V nékterych situacich se pfimé integraci vyhneme tim, Ze
opakovanim metody per partes dospéjeme k rovnici obsa-
hujici na obou stranach hledany neurcity integral. Rovnici
pak staci vyresit, aniz bychom provadéli integraci celého in-
tegrandu (typickym pfikladem je soucin funkci e”, sin z, cos z,
které se pri derivovani ¢i integrovani bud neméni, nebo se
po urCité dobé opakuji):

I=h(zx)+ k.

V nasledujicim pfikladu aplikujeme metodu per partes dva-
krat, ¢imz obdrZzime na pravé strané opét plvodni integral.



O Priklad. Vypocitejte integral [e”coszdz.
Reseni.

, u=e", u=e¢e"
[ e cosxdr = =
v=cosr, v =—sinx
. u=e", u=¢€"
=e"cosz + [e"sinzdr = =

v=sinr, v =cosw

=e"cosz + (ex sinx — f e’ cosx d:]?)
Tim jsme ziskali rovnici, kterou snadno vyfeSime:
Je"coszdr = ecosx+e*sinz — [e”cosxdr

2 [e"cosxdr =

¢}

Tcosx + e7sinx

[e“cosxdr = = (ecosx+e"sinx)

DN | =



Substituéni metoda

Véta (Prvni véta o substituci v neurcitém integralu)
Necht v intervalu J existuje integrél na levé strané rovnosti

J f@)de = [ f(o(t)e'(t) dt (2)

arovna se F(z). Necht funkce » = <p(t) je diferencovatelna
vintervalu I takovém, Ze p(I) C J. Pakvintervalu I existuje
integral na pravé strané rovnosti (2) a rovna se F(gp(t)).

Dikaz. Necht F je primitivni funkce k funkci f v intervalu J.
Protoze funkce ¢ zobrazuje interval I do intervalu J, jsou
sloZzené funkce F'(p(t)) a f(¢(t)) definované v intervalu I a
podle véty o derivaci sloZzené funkce plati

gtF( (1)) = F'(()@'(t) = flet)@'(t), tel.

Odtud plyne dokazované tvrzeni.



Poznamka. Prvni véta o substituci je uzite€na v pfipadech,
kdy je integral ,,pFipraveny“ ve tvaru

[ fle t)dt.
Pak staci ovéfit, Ze jsou splneny predpoklady véty.
O Priklad. Vypocitejte integral [ e d¢.

ReSeni. Integrand je spojity v R, integral proto existuje.
OznaCme:

x = p(t) =5t + 3, de = ¢'(t)dt = 5dt.
VSechny pfedpoklady véty jsou splnény a lze psat:
[t =1 [Phdi =1 [e"dr=Lte" +c=

=11, teR.



00 Priklad. Vypocitejte integral /—dt.
(et + 2

Reseni. Integrand je spojity v R, integral proto existuje v
R ,. Postupujme podobné jako v pfedchozim pfikladu:

et J,*e + 2 _3
/—3dt: /—dr—/a: dxr =
(et +2) de = e dt
-4 1 1
:x——l—C*———i- ———F+c, teR.
—4 4t 4(et +2)*

Poznamka. Samoziejmé nezaleZi na tom, jakymi pismeny
jsou jednotlivé proménné oznaceny.



L . 1 In® 7)3

O Priklad. Vypocitejte integral /(nx) 6+ o) dx
X

vintervalu I = (0, +00).

Reseni.

/(lnm)@dx_/\/ 5+ In* 2)3 (Inz) ;

_ 2

1 1 1 t=5+In"x

=5 | ———=(2ha)-dz= 1 =
2 (54 In"x)3 z dt = 2Inz) —dx

X
/—dt /t‘gdt:t

=-2V5+In*z+c, z€(0,+00).

di

N

c=—-2Vt+c=

N [






Véta (Druhé& véta o substituci v neurcitém integralu)
Necht' v intervalu [ existuje integral na levé strané rovnosti

J )¢/ (t)dt = [ f(x)dx ©)

arovna se F(t), necht funkce x = ¢(t) ma nenulovou deri-
vaci v kazdém bodé intervalu I a necht zobrazuje interval 1
na interval J = (7). Pak v intervalu J existuje integral na
pravé strané rovnosti (3) a rovna se F(¢(z)), kde ¢(z) je
inverzni funkce k funkci z = p(t).

Dikaz. Funkce ¢ je podle pfedpokladu prosta v intervalu I.
OznaCme ¢ = 1 (x) funkci inverzni k funkci ¢. Tato funkce
zobrazuje interval J na interval I.

Podle pfedpokladu existuje funkce G, diferencovatelna v 1
takova, Ze



OznaCme

F(r) = G(y(x)).
Podle véty o derivaci slozené funkce existuje v intervalu J
derivace F’ a plati F'(z) = G'(¥(2))¢'(x) = G'(H)Y' (x) =
fle@)¢'(t) - 1/¢'(t) = f(x), z € J.
Poznamka. Misto pfedpokladu ¢'(¢) # 0 pro vSechna t € T

stai poZzadovat, aby funkce ¢ byla ryze monotdnni a aby
bylo ¢'(t) = 0 pro nejvySe kone€ny pocet bodli ¢ € I.



5
O Priklad. Vypocitejte integrél [ ——=dx,z € (—1,1).
V1 — 2?2

Reseni. Integrand je spojity v intervalu J = (—1,1), takZe
integral v tomto intervalu existuje. Abychom odstranili od-
mocninu v integrandu, vyuzijeme identitu cos?¢t = 1 — sin®¢
a substituci:

x = (t) =sint; (t) zobrazuje (—n/2,7/2)na (—1,1);
dz = costdt; ¢'(t) = (sint) = cost #0;
V1 — 122 =|cost| =cost > 0;

t = arcsinx

dz = icoszfdzf:5/1d252575+c:

= |

=bHarcsinz +¢, x€(—1,1).






Integrace racionalnich funkci

Véta (Rozkladu na soucet parcialnich zlomk)
P(z) . L .
Necht R(x) = Plz) je racionalni lomena funkce a necht

Q(x)

jmenovatel Q(x) Ize psat ve tvaru

Q(z) = a(z—x)"-. . (z—z,) (22 F2p12+q ). . (2P 2petqs)
kde polynomy 22 + 2p;x + ¢;, i = 1,...,s, jsou v redlném
oboru nerozlozitelné. Potom Ize R(x) vyjadfit — az na poradi
s¢itancl — pravé jednim zplisobem ve tvaru

s Ik Bij T+ Oij

P(x .
R(z) = : ):p(x)—i-zz (v — @) +ZZ (22 + 2pix + ;)7

Q(l‘) =1 j=1 =1 j=1
kde p(z) je polynom, A;;, B;;, C;; jsou realné konstanty; rov-
nost plati pro vSechna z € Dg, tj. pro vSechnarealna x rlizna
od kofenll polynomu Q(z) ve jmenovateli.



O Priklad. RozloZte funkci na soucet parcialnich zlomka:

3z +5

M) = o vz

Re$eni. Polynom ve jmenovateli ma kofeny 1 a 2, proto:
3T+ 5 3T+ 5 A B

R<I>:x2_3x+2:(;p—1)(:p—2) J]—1+JI—2.

Pfi hledani koeficientll A, B pfevedme oba zlomky vpravo
na spolecného jmenovatele. Aby byl vysledek identicky s
plivodni zadanou funkci, musi byt v itateli identické funkce,
tj. koeficienty u vSech mocnin proménné = musi byt shodné.

3r+5 Az —2)+ Bz —1)
(@-D@-2)  (@-1-2)

3tr+5 = (A+ B)z+ (—2A - B)




Celkem je tedy




O Priklad. RozloZte funkci na soucet parcialnich zlomka:

B 3r + 95
)= oo
Reseni.
3r+5 A B C
R@) = ey a1 T o T a2
3z +5 Az —-1)(z—-2)+ Bz —2)+C(z —1)?
(x—1)2(x—2) (x —1)(x —2)

3r+5 = A(x*—-3x+2)+ B(x —2) + C(2* — 2z 4
3r+5 = (A+C)a?+(-34+B—2C)z+ (24—

Aby byly funkce na obou stranach rovnice identické, musi



platit:

... 0 = A+4C (— A=-0)
' ... 3 = -3A+B-2C
2 ... 5 = 24—-2B+C
3 = -A+ B
5 = A-2B
B=-8 A=-11, C=11
Celkem je tedy

Ray—35¥5 18 u
S (r—-1)%(z-2) -1 (-1 x-2°

Poznamka. Uvédomme si, Ze pokud bychom hledali rozklad
pouze ve tvaru

B 3z +5 B A B

T =12(x—=2) (r—1)2 +:1c—2 ’

R(z)



ziskali bychom podminku

3r+5 = A(x—2)+ Bz —1)?

3r+5 = A(x—2)+ B(2?—2z+1)

3r+5 = Ba?+ (A-2B)x+ (—2A+ B)
a prislusnou soustavu rovnic, kterd nema feSeni (mame jen
dvé proménné a ftfi rovnice, z nichZz Zadna neni linearni
kombinaci ostatnich)

2 0 = B
! 3 = A-2B
2 5 = —2A4+B




Vypocet integralu racionalni funkce

Danou racionalni funkci nejprve rozloZime na soucet par-
cialnich zlomk{. Neni-li stupen polynomu v itateli mensi
nez stupen polynomu ve jmenovateli, provedeme nejprve
castecné délené polynomd.

Poté staci zintegrovat jednotlivé zlomky

O Priklad. Vypocitejte mtegral/ 3
— ZL’

ResSen

/

1 1
/2_3$(—3)dx: —§1n|2—3x| +c.



dx

O Priklad. Vypocitejte integral / m

Reseni.

do 1 1 1 »
. Y B S B 2dy —
/(23:—1—5)3 2/(2$+5)32d$ 2/(233“’) de

1 (2z+5)? 1
T2 2 T TagaiseE @



. e , 3x+5
O Priklad. Vypoc | I = :
| ypocitejte integra / 1)z —2) dx

Reseni. Po rozkladu na parcialni zlomky obdrzime:

11 8 11
I= — — dzr =
/< x—1 (x—1)2+x—2) v

(z—-1)"

=—1llnjz —1] -8 1 +1lln|z —2|+c=
r—2 8
=111 .
N :U—l’_l_a:—l_l_c




dx
2+ 22

O Priklad. Vypocitejte integral I = /

Reseni. Polynom ve jmenovateli je v realném oboru neroz-
loZitelny. Integrace povede na arctg :

/ dx / dx
[ P— p— ———————————
x2 + 2 5 (x2 )




O Priklad. Vypocitejte integral I = /

Reseni.
/ dx / dx
I = = 5 =
312 +2 3z
2 — +1
2
= V2 1 §d:z:'— —arct
— e - 5 5 NG g

O Priklad. Vypocitejte integral I = /21:2

dx
3x2+2°

dx

—3r 16



Reseni.

dz 1 dz
I'= 5@ 376" 3) o 3 .~
2——z+3

Ty

T1) 16 *71) 16
16 /39 1 4 q
x:
2.39 4 ( 4 ( 3))2 1@
—(x — — +
V39 4




Prevedeni integrandu na racionalni funkci
Pomoci druhé véty o substituci Ize fadu integrall pfevést na
integraly racionalni funkce. Pfehled substituci uziteCnych v
jednotlivych pfipadech je uveden ve skriptech na str. 103—
110.





