
PŘEDNÁŠKA 7

NEURČITÝ INTEGRÁL



Primitivnı́ funkce

Definice. Necht’ je dána funkce f definovaná v ote-
vřeném (omezeném nebo neomezeném) intervalu (a, b) .
Každou funkci F , pro kterou platı́:

F ′(x) = f(x) pro každé x ∈ (a, b) ,

nazveme primitivnı́ funkcı́ k funkci f v intervalu (a, b) .

☛ Přı́klad.

(a) F (x) = 1
4x
4 je primitivnı́ funkcı́ k funkci f(x) = x3

v intervalu (−∞,+∞) .

(b) F (x) = −x−1 je primitivnı́ funkcı́ k funkci f(x) = x−2

v intervalu (−∞, 0) a v intervalu (0,+∞) , nikoli však
např. v intervalu (−1, 5) , kde ležı́ bod 0 6∈ Df .



Poznámka. Je-li F primitivnı́ funkce k funkci f v intervalu
(a, b), pak je zřejmě i každá funkce tvaru

G(x) = F (x) + c ,

kde c ∈ R je libovolná konstanta, je primitivnı́ funkcı́ k funkci
f v intervalu (a, b). Následujı́cı́ věta řı́ká, že tı́mto jsou již
všechny primitivnı́ funkce vyčerpány:

Věta. Jsou-li F,G dvě primitivnı́ funkce k funkci f v intervalu
(a, b), pak existuje konstanta c ∈ R, že pro všechna x ∈ (a, b)
platı́:

G(x) = F (x) + c .



Definice. Má-li funkce f nějakou primitivnı́ funkci na in-
tervalu (a, b), pak množinu všech jejı́ch primitivnı́ch funkcı́
v (a, b) nazýváme neurčitým integrálem funkce f v in-
tervalu (a, b). Pro neurčitý integrál funkce f použı́váme
symbol

∫
f nebo

∫
f(x) dx . Symbol

∫
se nazývá inte-

gračnı́ znak, funkce f se nazývá integrand. Proměnná
x se nazývá integračnı́ proměnná (nezáležı́ na tom, jaký
symbol použijeme k označenı́ integračnı́ proměnné).

Poznámka. Je-li funkce F primitivnı́ k funkci f v intervalu
(a, b), pak pı́šeme ∫

f(x) dx = F (x) + c .

Konstanta c se nazývá integračnı́ konstanta. Chceme-li
z integrálu zı́skat jednu primitivnı́ funkci, musı́me pevně zvo-
lit hodnotu integračnı́ konstanty.



Věta (Aditivita integrálu vzhledem k integračnı́mu oboru).

1. Má-li funkce f integrál v intervalu (a, b) a je-li I otevřený
podinterval intervalu (a, b), pak funkce f má integrál
také v intervalu I.

2. Má-li funkce f integrál v intervalech I1, I2, · · · , Im a je-li
jejich sjednocenı́ I = I1 ∪ I2 ∪ · · · ∪ Im interval, pak má
funkce f integrál také v intervalu I .

Poznámka. Tvrzenı́ 2 se použı́vá i v přı́padech, kdy sjedno-
cenı́ I integračnı́ch oborů In nenı́ interval. Tuto skutečnost
ilustruje následujı́cı́ přı́klad.



☛ Přı́klad.

x ∈ (0,∞) : (lnx)′ = 1/x ;
x ∈ (−∞, 0) : (ln(−x))′ = 1/x .

Je tedy ∫
1/x dx = ln x+ c v intervalu (0,∞) ;∫
1/x dx = ln(−x) + c v intervalu (−∞, 0) .

Funkce ln |x| je tedy primitivnı́ funkcı́ k funkci 1/x jak v inter-
valu (−∞, 0), tak i v intervalu (0,∞). Proto obvykle pı́šeme:∫

1
x
dx = ln |x|+ c v M = (−∞, 0) ∪ (0,∞).

Je třeba si uvědomit, že tento zápis nenı́ zcela korektnı́:
množina M je sjednocenı́m dvou disjunktnı́ch intervalů, in-
tegračnı́ konstantu c proto může být zvolena libovolně na
každém z obou intervalů.



Věta (Linearita integrálu).

1. Necht’ funkce F , resp.G je primitivnı́ funkce k funkci f ,
resp. g v intervalu (a, b) a necht’ r je čı́slo. Pak funkce
F + G je primitivnı́ funkce k funkci f + g a funkce rF

je primitivnı́ funkce k funkci rf v intervalu (a, b).

2. Necht’ funkce f, g majı́ neurčité integrály v intervalu
(a, b) a necht’ r je čı́slo. Pak také funkce f + g a funkce
rf má neurčitý integrál v intervalu (a, b) a platı́:∫

(f(x) + g(x)) dx =
∫
f(x) dx+

∫
g(x) dx ,∫

rf(x) dx = r
∫
f(x) dx .



3. Necht’funkce f1, f2, · · · , fm majı́ neurčité integrály v (a, b)
a necht’ r1, r2, · · · , rm jsou konstanty. Pak také funkce
r1f1 + r2f2 + · · ·+ rmfm má integrál v intervalu (a, b) a
platı́:∫
(r1f1(x)+r2f2(x)+· · ·+rnfn(x)) dx =

= r1
∫
f1(x) dx+r2

∫
f2(x) dx+· · ·+rn

∫
fn(x) dx.

Poznámka. Stručně řečeno, integrál lineárnı́ kombinace
funkcı́ je roven lineárnı́ kombinaci integrálů těchto funkcı́,
pokud přı́slušné integrály existujı́.



Základnı́ integračnı́ vzorce
Známé vzorce z diferenciálnı́ho počtu nám dávajı́ následu-
jı́cı́ výsledky (c je integračnı́ konstanta):

1)
∫
xn dx =

xn+1

n+ 1
+ c, x ∈ R pro n ∈ Z, n > 0;

x ∈ R \ {0} pro n ∈ Z, n < −1,

x > 0 pro n ∈ R, n /∈ Z.

2)
∫
dx
x
= ln |x|+ c, x ∈ R \ {0} .

3)
∫
ex dx = ex + c; x ∈ R.

4)
∫
ax dx =

ax

ln a
+ c, x ∈ R, a > 0, a 6= 1.



5)
∫
sin x dx = − cosx+ c, x ∈ R.

6)
∫
cosx dx = sinx+ c, x ∈ R.

7)
∫

1
cos2 x

dx = tg x+ c,

x ∈ ((2k − 1)π
2
, (2k + 1)

π

2
), k ∈ Z.

8)
∫

1

sin2 x
dx = −cotg x+ c,

x ∈ (2kπ, (2k + 1)π), k ∈ Z.



9)
∫

1√
1− x2

dx =

{
arcsinx+ c,

− arccos x+ c,
x ∈ (−1, 1).

10)
∫

1
1 + x2

dx =

{
arctg x+ c,

−arccotg x+ c,
x ∈ R.

11)
∫
coshx dx = sinhx+ c; x ∈ R.

12)
∫
sinh x dx = cosh x+ c; x ∈ R.



☛ Přı́klad. Vypočı́tejte následujı́cı́ integrály:

(a) I =
∫
(5x4 − 2x3 − 3x+ 7) dx

Řešenı́. Podle věty o linearitě integrálu lze psát:

I =
∫
(5x4 − 2x3 − 3x+ 7) dx =

= 5
∫
x4 dx− 2

∫
x3 dx− 3

∫
x dx+ 7

∫
1 dx =

= 5

(
x5

5
+ c1

)
− 2

(
x4

4
+ c2

)
− 3

(
x2

2
+ c4

)
+ 7(x+ c5) =

= x5 − 1
2
x4 − 3

2
x2 + 7x+ c , x ∈ R .



(b) I =
∫
2x3 − 3

√
x+ 5

x
dx

Řešenı́. Po vydělenı́ čitatele integrandu jmenovate-
lem stačı́ opět využı́t základnı́ vzorce:

I =
∫
2x3 − 3

√
x+ 5

x
dx =

∫
(2x2−3x− 12+5x−1) dx =

= 2
∫
x2 dx− 3

∫
x−

1
2 dx+ 5

∫
x−1 dx =

= 2

(
x3

3
+ c1

)
− 3

(
x
1
2

1
2

+ c2

)
+ 5 (ln |x|+ c3) =

=
2
3
x3 − 6

√
x+ ln |x|+ c , x ∈ (0,+∞) .



(c) I =
∫
e4x dx

Řešenı́. Uvědomme si, že (e4x)′ = 4e4x, proto abychom
při zpětné derivaci primitivnı́ funkce zı́skali funkci za-
danou, musı́ být:

I =
∫
e4x dx =

e4x

4
+ c , x ∈ R .

(d) I =
∫
cos (3x− 2) dx

Řešenı́. Protože (cos (3x− 2))′ = 3 sin (3x− 2), bude:

I =
∫
cos (3x− 2) dx = sin (3x− 2)

3
+ c , x ∈ R .



Metoda integrace per partes

Věta (Itegrace per partes). Necht’ funkce u, v jsou spojitě
diferencovatelné v intervalu (a, b). Pak platı́:∫

u′(x)v(x) dx = u(x)v(x)−
∫
u(x)v′(x) dx . (1)

Důkaz. Z věty o derivovánı́ součinu plyne:

(uv)′ = u′v + uv′ v intervalu (a, b),

proto v intervalu (a, b) platı́:∫
(uv)′ =

∫
(u′v + uv′)

uv + c =
∫
u′v +

∫
uv′∫

u′v = uv −
∫
uv′ + c

Poslednı́ rovnost je ekvivalentnı́ s dokazovaným vztahem.



Využitı́ metody per partes ke zjednodušenı́
integrované funkce

☛ Přı́klad. Vypočı́tejte integrál
∫
x cosx dx .

Řešenı́. Abychom integrovanou funkci skutečně zjedno-
dušili, je dobré zvolit pro derivovánı́ funkci x (v opačném
přı́padě by v se integrandu objevilo x2, což by bylo ještě
komplikovanějšı́):

∫
x cosx dx =

∣∣∣∣∣ u
′ = cos x , u = sinx

v = x , v′ = 1

∣∣∣∣∣ =
= x sin x−

∫
sinx dx = x sin x+ cosx+ c , x ∈ R .



☛ Přı́klad. Vypočı́tejte integrál
∫
x2 sin x dx .

Řešenı́. Postupným derivovánı́m funkce x2 zjednodušı́me
integrand na jedinou goniometrickou funkci:

∫
x2 sin x dx =

∣∣∣∣∣ u
′ = sinx , u = − cosx

v = x2 , v′ = 2x

∣∣∣∣∣ =
= x2(− cosx)−

∫
2x(− cosx) dx = −x2 cosx+ 2

∫
x cosx dx =

=

∣∣∣∣∣ u
′ = cos x , u = sinx

v = x , v′ = 1

∣∣∣∣∣ = −x2 cosx+2 (x sin x− ∫ sin x dx) =
= −x2 cosx+ 2x sin x+ 2 cosx+ c , x ∈ R .



☛ Přı́klad. Vypočı́tejte integrál
∫
x3e5x dx .

Řešenı́. Integrand postupně zjednodušı́me:

∫
x3e5x dx =

∣∣∣∣∣ u
′ = e5x , u = 1

5e
5x

v = x3 , v′ = 3x2

∣∣∣∣∣ =
= 1
5x
3e5x − 3

5

∫
x2e5x dx =

∣∣∣∣∣ u
′ = e5x , u = 1

5e
5x

v = x2 , v′ = 2x

∣∣∣∣∣ =
= 1
5x
3e5x− 35

(
1
5x
2e5x − 2

5

∫
xe5x dx

)
=

∣∣∣∣∣ u
′ = e5x , u = 1

5e
5x

v = x , v′ = 1

∣∣∣∣∣ =
= 1
5x
3e5x − 3

25x
2e5x + 6

25

(
1
5xe

5x − 1
5

∫
e5x dx

)
=

= 1
5x
3e5x − 3

25x
2e5x + 6

125xe
5x − 6

125e
5x + c , x ∈ R .



☛ Přı́klad. Vypočı́tejte integrál
∫
x5 lnx dx .

Řešenı́. Tentokrát si uvědomı́me, že ke zjednodušenı́ do-
jde, budeme-li derivovat funkci lnx :

∫
x5 lnx dx =

∣∣∣∣∣∣∣∣
u′ = x5 , u =

x6

6

v = ln x , v′ =
1
x

∣∣∣∣∣∣∣∣ =
1
6x
6 lnx− 1

6

∫ x6
x
dx =

= 1
6x
6 lnx− 1

6

∫
x5 dx = 1

6x
6 lnx− 1

36x
6 + c , x ∈ R .



☛ Přı́klad. Vypočı́tejte integrál
∫
lnx dx .

Řešenı́. Na prvnı́ pohled integrand nenı́ součinem dvou
funkcı́, přesto lze metodu per partes s úspěchem použı́t. Při
integraci by nám velmi pomohlo, kdybychom mohli funkci
lnx nahradit jejı́ derivacı́ 1/x . K tomu si stačı́ zadaný inte-
grand představit jako součin 1 lnx :

∫
1 lnx dx =

∣∣∣∣∣∣
u′ = 1 , u = x

v = ln x , v′ =
1
x

∣∣∣∣∣∣ =
= x lnx−

∫ x
x
dx = x lnx−

∫
1 dx = x lnx−x+c , x ∈ R .



Nepřı́mé nalezenı́ neurčitého integrálu:
per partes vedoucı́ na řešenı́ rovnice
V některých situacı́ch se přı́mé integraci vyhneme tı́m, že
opakovánı́m metody per partes dospějeme k rovnici obsa-
hujı́cı́ na obou stranách hledaný neurčitý integrál. Rovnici
pak stačı́ vyřešit, aniž bychom prováděli integraci celého in-
tegrandu (typickým přı́kladem je součin funkcı́ ex, sin x, cosx,
které se při derivovánı́ či integrovánı́ bud’ neměnı́, nebo se
po určité době opakujı́):

I = h(x) + kI .

V následujı́cı́m přı́kladu aplikujeme metodu per partes dva-
krát, čı́mž obdržı́me na pravé straně opět původnı́ integrál.



☛ Přı́klad. Vypočı́tejte integrál
∫
ex cosx dx .

Řešenı́.∫
ex cosx dx =

∣∣∣∣∣ u
′ = ex , u = ex

v = cos x , v′ = − sin x

∣∣∣∣∣ =
= ex cosx+

∫
ex sin x dx =

∣∣∣∣∣ u
′ = ex , u = ex

v = sinx , v′ = cos x

∣∣∣∣∣ =
= ex cosx+

(
ex sin x−

∫
ex cosx dx

)
Tı́m jsme zı́skali rovnici, kterou snadno vyřešı́me:∫

ex cosx dx = ex cosx+ ex sinx−
∫
ex cosx dx

2
∫
ex cosx dx = ex cosx+ ex sinx∫
ex cosx dx =

1
2
(ex cosx+ ex sin x)



Substitučnı́ metoda

Věta (Prvnı́ věta o substituci v neurčitém integrálu)
Necht’ v intervalu J existuje integrál na levé straně rovnosti∫

f(x) dx =
∫
f(ϕ(t))ϕ′(t) dt (2)

a rovná se F (x). Necht’ funkce x = ϕ(t) je diferencovatelná
v intervalu I takovém, že ϕ(I) ⊂ J . Pak v intervalu I existuje
integrál na pravé straně rovnosti (2) a rovná se F

(
ϕ(t)

)
.

Důkaz. Necht’F je primitivnı́ funkce k funkci f v intervalu J .
Protože funkce ϕ zobrazuje interval I do intervalu J , jsou
složené funkce F (ϕ(t)) a f(ϕ(t)) definované v intervalu I a
podle věty o derivaci složené funkce platı́

d
dt
F (ϕ(t)) = F ′(ϕ(t))ϕ′(t) = f(ϕ(t))ϕ′(t) , t ∈ I.

Odtud plyne dokazované tvrzenı́.



Poznámka. Prvnı́ věta o substituci je užitečná v přı́padech,
kdy je integrál „připravený“ ve tvaru∫

f(ϕ(t))ϕ′(t) dt .

Pak stačı́ ověřit, že jsou splněny předpoklady věty.

☛ Přı́klad. Vypočı́tejte integrál
∫
e5t+3 dt .

Řešenı́. Integrand je spojitý v R , integrál proto existuje.
Označme:

x = ϕ(t) = 5t+ 3, dx = ϕ′(t) dt = 5dt .

Všechny předpoklady věty jsou splněny a lze psát:∫
e5t+3 dt = 1

5

∫
e5t+35 dt = 1

5

∫
ex dx = 1

5e
x + c =

= 1
5e
5t+3 + c , t ∈ R .



☛ Přı́klad. Vypočı́tejte integrál
∫

et

(et + 2)3
dt .

Řešenı́. Integrand je spojitý v R , integrál proto existuje v
R ,. Postupujme podobně jako v předchozı́m přı́kladu:

∫
et

(et + 2)3
dt =

∣∣∣∣∣ x = e
t + 2

dx = et dt

∣∣∣∣∣ =
∫
1
x3
dx =

∫
x−3 dx =

=
x−4

−4
+ c = − 1

4x4
+ c = − 1

4(et + 2)4
+ c , t ∈ R .

Poznámka. Samozřejmě nezáležı́ na tom, jakými pı́smeny
jsou jednotlivé proměnné označeny.



☛ Přı́klad. Vypočı́tejte integrál
∫
(lnx)

√
(5 + ln2 x)3

x
dx

v intervalu I = (0,+∞).

Řešenı́.∫
(lnx)

√
(5 + ln2 x)3

x
dx =

∫
1√

(5 + ln2 x)3
(lnx)

1
x
dx =

=
1
2

∫
1√

(5 + ln2 x)3
(2 lnx)

1
x
dx =

∣∣∣∣∣∣
t = 5 + ln2 x

dt = (2 ln x)
1
x
dx

∣∣∣∣∣∣ =
=
1
2

∫
1√
t3
dt =

1
2

∫
t−

3
2 dt =

t−
1
2

−12
+ c = −2

√
t+ c =

= −2
√
5 + ln2 x+ c , x ∈ (0,+∞) .





Věta (Druhá věta o substituci v neurčitém integrálu)
Necht’ v intervalu I existuje integrál na levé straně rovnosti∫

f(ϕ(t))ϕ′(t) dt =
∫
f(x) dx (3)

a rovná se F (t), necht’ funkce x = ϕ(t) má nenulovou deri-
vaci v každém bodě intervalu I a necht’ zobrazuje interval I
na interval J = ϕ(I). Pak v intervalu J existuje integrál na
pravé straně rovnosti (3) a rovná se F

(
ψ(x)

)
, kde ψ(x) je

inverznı́ funkce k funkci x = ϕ(t).

Důkaz. Funkce ϕ je podle předpokladu prostá v intervalu I.
Označme t = ψ(x) funkci inverznı́ k funkci ϕ. Tato funkce
zobrazuje interval J na interval I.
Podle předpokladu existuje funkce G, diferencovatelná v I
taková, že

G′(t) = f(ϕ(t))ϕ′(t) , t ∈ I .



Označme
F (x) = G(ψ(x)) .

Podle věty o derivaci složené funkce existuje v intervalu J

derivace F ′ a platı́ F ′(x) = G′(ψ(x))ψ′(x) = G′(t)ψ′(x) =
f(ϕ(t))ϕ′(t) · 1/ϕ′(t) = f(x), x ∈ J .

Poznámka. Mı́sto předpokladu ϕ′(t) 6= 0 pro všechna t ∈ I

stačı́ požadovat, aby funkce ϕ byla ryze monotónnı́ a aby
bylo ϕ′(t) = 0 pro nejvýše konečný počet bodů t ∈ I.



☛ Přı́klad. Vypočı́tejte integrál
∫ 5√
1− x2

dx , x ∈ (−1, 1).

Řešenı́. Integrand je spojitý v intervalu J = (−1, 1), takže
integrál v tomto intervalu existuje. Abychom odstranili od-
mocninu v integrandu, využijeme identitu cos2 t = 1 − sin2 t
a substituci:

x = ϕ(t) = sin t ; ϕ(t) zobrazuje (−π/2, π/2) na (−1, 1) ;
dx = cos t dt ; ϕ′(t) = (sin t)′ = cos t 6= 0 ;√
1− x2 = | cos t| = cos t > 0 ;

t = arcsinx

∫ 5√
1− x2

dx =
∫
5
cos t

cos t dt = 5
∫
1 dt = 5t+ c =

= 5arcsin x+ t, x ∈ (−1, 1) .





Integrace racionálnı́ch funkcı́

Věta (Rozkladu na součet parciálnı́ch zlomků)

Necht’ R(x) =
P (x)
Q(x)

je racionálnı́ lomená funkce a necht’

jmenovatel Q(x) lze psát ve tvaru

Q(x) = a(x−x1)k1·. . .·(x−xr)
kr ·(x2+2p1x+q1)l1 ·. . .·(x2+2psx+qs)

ls ,

kde polynomy x2 + 2pix + qi, i = 1, . . . , s, jsou v reálném
oboru nerozložitelné. Potom lze R(x) vyjádřit – až na pořadı́
sčı́tanců – právě jednı́m způsobem ve tvaru

R(x) =
P (x)
Q(x)

= p(x)+
r∑

i=1

ki∑
j=1

Aij

(x− xi)j
+

s∑
i=1

lk∑
j=1

Bijx+ Cij

(x2 + 2pix+ qi)j
,

kde p(x) je polynom, Aij, Bij, Cij jsou reálné konstanty; rov-
nost platı́ pro všechna x ∈ DR, tj. pro všechna reálná x různá
od kořenů polynomu Q(x) ve jmenovateli.



☛ Přı́klad. Rozložte funkci na součet parciálnı́ch zlomků:

R(x) =
3x+ 5

x2 − 3x+ 2

Řešenı́. Polynom ve jmenovateli má kořeny 1 a 2, proto:

R(x) =
3x+ 5

x2 − 3x+ 2
=

3x+ 5
(x− 1)(x− 2)

=
A

x− 1
+

B

x− 2
.

Při hledánı́ koeficientů A,B převed’me oba zlomky vpravo
na společného jmenovatele. Aby byl výsledek identický s
původnı́ zadanou funkcı́, musı́ být v čitateli identické funkce,
tj. koeficienty u všech mocnin proměnné x musı́ být shodné.

3x+ 5
(x− 1)(x− 2)

=
A(x− 2) +B(x− 1)
(x− 1)(x− 2)

3x+ 5 = (A+B)x+ (−2A−B)



x1 . . . 3 = A+B

x0 . . . 5 = −2A−B

A = −8, B = 11

Celkem je tedy

R(x) =
3x+ 5

x2 − 3x+ 2
= − 8

x− 1
+
11

x− 2
.



☛ Přı́klad. Rozložte funkci na součet parciálnı́ch zlomků:

R(x) =
3x+ 5

(x− 1)2(x− 2)

Řešenı́.

R(x) =
3x+ 5

(x− 1)2(x− 2)
=

A

x− 1
+

B

(x− 1)2
+

C

x− 2

3x+ 5
(x− 1)2(x− 2)

=
A(x− 1)(x− 2) +B(x− 2) + C(x− 1)2

(x− 1)(x− 2)

3x+ 5 = A(x2 − 3x+ 2) +B(x− 2) + C(x2 − 2x+ 1)

3x+ 5 = (A+ C)x2 + (−3A+B − 2C)x+ (2A− 2B + C)

Aby byly funkce na obou stranách rovnice identické, musı́



platit:
x2 . . . 0 = A+ C (→ A = −C)

x1 . . . 3 = −3A+B − 2C

x0 . . . 5 = 2A− 2B + C

3 = −A+ B

5 = A− 2B
B = −8, A = −11, C = 11

Celkem je tedy

R(x) =
3x+ 5

(x− 1)2(x− 2)
= − 11

x− 1
− 8
(x− 1)2

+
11

x− 2
.

Poznámka. Uvědomme si, že pokud bychom hledali rozklad
pouze ve tvaru

R(x) =
3x+ 5

(x− 1)2(x− 2)
=

A

(x− 1)2
+

B

x− 2
,



zı́skali bychom podmı́nku

3x+ 5 = A(x− 2) +B(x− 1)2

3x+ 5 = A(x− 2) +B(x2 − 2x+ 1)

3x+ 5 = Bx2 + (A− 2B)x+ (−2A+B)

a přı́slušnou soustavu rovnic, která nemá řešenı́ (máme jen
dvě proměnné a tři rovnice, z nichž žádná nenı́ lineárnı́
kombinacı́ ostatnı́ch)

x2 . . . 0 = B

x1 . . . 3 = A− 2B

x0 . . . 5 = −2A+B

B = 0, A = 3 ∧ A = −5
2



Výpočet integrálu racionálnı́ funkce
Danou racionálnı́ funkci nejprve rozložı́me na součet par-
ciálnı́ch zlomků. Nenı́-li stupeň polynomu v čitateli menšı́
než stupeň polynomu ve jmenovateli, provedeme nejprve
částečné dělené polynomů.
Poté stačı́ zintegrovat jednotlivé zlomky.

☛ Přı́klad. Vypočı́tejte integrál
∫

dx
2− 3x

.

Řešenı́.∫
dx
2− 3x

= −1
3

∫
1

2− 3x
(−3) dx = −1

3
ln |2− 3x|+ c.



☛ Přı́klad. Vypočı́tejte integrál
∫

dx
(2x+ 5)3

.

Řešenı́.∫
dx

(2x+ 5)3
=
1
2

∫
1

(2x+ 5)3
2 dx =

1
2

∫
(2x+5)−3 2 dx =

=
1
2
· (2x+ 5)

−2

−2
+ c = − 1

4(2x+ 5)2
+ c .



☛ Přı́klad. Vypočı́tejte integrál I =
∫

3x+ 5
(x− 1)2(x− 2)

dx .

Řešenı́. Po rozkladu na parciálnı́ zlomky obdržı́me:

I =
∫ (

− 11
x− 1

− 8
(x− 1)2

+
11

x− 2

)
dx =

= −11 ln |x− 1| − 8(x− 1)
−1

−1
+ 11 ln |x− 2|+ c =

= 11 ln

∣∣∣∣x− 2x− 1

∣∣∣∣+ 8
x− 1

+ c .



☛ Přı́klad. Vypočı́tejte integrál I =
∫

dx
2 + x2

.

Řešenı́. Polynom ve jmenovateli je v reálném oboru neroz-
ložitelný. Integrace povede na arctg :

I =
∫

dx
x2 + 2

=
∫

dx

2

(
x2

2
+ 1

) =

=

√
2
2

∫
1(

x√
2

)2
+ 1

1√
2
dx =

√
2
2
arctg

x√
2
+ c .



☛ Přı́klad. Vypočı́tejte integrál I =
∫

dx
3x2 + 2

.

Řešenı́.

I =
∫

dx
3x2 + 2

=
∫

dx

2

(
3x2

2
+ 1

) =

=

√
2

2
√
3

∫
1(

x

√
3
2

)2
+ 1

√
3
2
dx =

1√
6
arctg

(
x

√
3
2

)
+ c .

☛ Přı́klad. Vypočı́tejte integrál I =
∫

dx
2x2 − 3x+ 6

.



Řešenı́.

I =
∫

dx
2x2 − 3x+ 6

=
1
2

∫
dx

x2 − 3
2
x+ 3

=

=
1
2

∫
dx(

x− 3
4

)2
− 9
16
+ 3

=
1
2

∫
dx(

x− 3
4

)2
+
39
16

=

16
2 · 39

√
39
4

∫
1(

4√
39
(x− 3

4
)

)2
+ 1

4√
39
dx =

=
1
2
4√
39
arctg

4√
39

(
x− 3
4

)
+ c =

2√
39
arctg

4x− 3√
39
+ c.



Převedenı́ integrandu na racionálnı́ funkci
Pomocı́ druhé věty o substituci lze řadu integrálů převést na
integrály racionálnı́ funkce. Přehled substitucı́ užitečných v
jednotlivých přı́padech je uveden ve skriptech na str. 103–
110.




