
Derivace a diferenciál funkce

Doka¾te pomocí de�nice, ¾e derivace funkce f(x) = xn, n 2 N, je f 0(x) = nxn�1.

Doka¾te pomocí de�nice, ¾e derivace funkce f(x) = lnx je f 0(x) =
1

x
.

Podle de�nice derivace vypoètìte derivaci funkce f(x) = sin 3x pro x 2 R.

Podle de�nice derivace vypoètìte derivaci funkce:

a) f(x) = 2x2 + 3x� 4 v bodì x = 2 ;

b) f(x) = jx+ 1j v bodì x = �1 ;
c) f(x) =

3

p
x2 v bodì x = 0 :

Vypoètìte první derivaci funkce v obecném bodì x 2 Df :

a) f(x) = 1 + 3x� 2x2 + x3
�
f 0(x) = 3� 4x+ 3x2 ; x 2 R

�
b) f(x) = (2� x)(x+ 3) [f 0(x) = �2x� 1 ; x 2 R]
c) f(x) =

x

1� x2

�
f 0(x) =

1 + x2

(1� x2)2
; jxj 6= 1

�

d) f(x) =

�
1 + x2

1 + x

�3
"
f 0(x) = 3

�
1 + x2

1 + x

�2

� x
2 + 2x� 1

(1 + x)2
; x 6= �1

#

Vypoètìte první derivaci funkce v obecném bodì x 2 Df :

a) f(x) =
3

p
x2 � 2p

x

�
f 0(x) =

2

3
x�1=3 + x�3=2 ; x > 0

�
b) f(x) = x5 3

p
x6 � 8

�
f 0(x) = 5x4(x6 � 8)1=3 + 2x10(x6 � 8)�2=3 ; jxj 6= 6

p
8
�

c) f(x) =

r
x+

q
x+

p
x"

f 0(x) =
1

2

�
x+

q
x+

p
x

��1=2

�
�
1 +

1

2

�
x+

p
x
��1=2

�
�
�
1 +

1

2
x�1=2

�
; x > 0

#

Vypoètìte první derivaci funkce v obecném bodì x 2 Df :

a) f(x) = cos(4x+ 7) [f 0(x) = �4 sin(4x+ 7) ; x 2 R]
b) f(x) = cos3(4x+ 7)

�
f 0(x) = �12 cos2(4x+ 7) � sin(4x+ 7) ; x 2 R

�
c) f(x) = cos(4x+ 7)3

�
f 0(x) = �12(4x+ 7)2 � sin(4x+ 7)3 ; x 2 R

�
Vypoètìte první derivaci funkce v obecném bodì x 2 Df :

a) f(x) =
1

lnx

�
f 0(x) =

�1
x � ln2 x ; x > 0

�

b) f(x) = ln(tg x)

�
f 0(x) =

2

sin 2x
; x 6= k � �

2
; k 2Z

�

c) f(x) = ln

r
1 + sinx

1� sinx

�
f 0(x) =

1

cosx
; x 6= (2k + 1)

�

2
; k 2Z

�

Vypoètìte první derivaci funkce v obecném bodì x 2 Df :

a) f(x) = x2x
�
f 0(x) = 2x2x(1 + lnx) ; x > 0

�
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b) f(x) = x

p
(x� 1)3

�
f 0(x) = x

p
(x� 1)3

�
3

x2 � x
� 3 ln(x� 1)

x2

�
; x > 1

�

c) f(x) = (cosx)sin x"
f 0(x) = (cosx)sin x �

�
cos x � ln cosx� sin2 x

cosx

�
; x 2

[
k2Z

�
��
2
+ 2k�;

�

2
+ 2k�

�#

Nech»

f(x) =

�
x2 x � x0

ax+ b x > x0

Jak je nutné volit x0, a a b, aby funkce f(x) byla spojitá v bodì x0 a mìla v tomto bodì derivaci?�
x0 =

a

2
; b = �a

2

4
; a libovolné

�

Funkce

f(x) = x � jxj =

8><
>:

x2 x > 0

0 x = 0

�x2 x < 0

je de�nována jako souèin dvou funkcí, z nich¾ druhá nemá derivaci v bodì x = 0. Existuje derivace
f 0(0)? [ano ; f 0(0) = 0]

Uka¾te, ¾e derivace sudé funkce je funkce lichá.

Urèete rovnici teèny a normály ke grafu funkce f(x) = x3 + 2x2 � 4x� 3 v bodì [�2; ?] grafu.
[teèna: y = 5 ; normála: x = �2]

Urèete rovnici teèny a normály ke grafu funkce f(x) = tg 2x v bodì grafu, jeho¾ x{ová souøadnice

je x =
�

8
.

�
teèna: y � 1 = 4

�
x� �

8

�
; normála: y � 1 = �1

4

�
x� �

8

��

Napi¹te rovnici normály ke grafu funkce f(x) = x lnx rovnobì¾né s pøímkou p � 2x� 2y + 3.�
x� y � 3e�2 = 0

�
Urèete teèny k parabolu y =

1

2
x2 + 2 vedené z bodu B = [2; 1].�

�1 � y � 7� 2
p
6 = (2 +

p
6)(x � 2�

p
6) ; �2 � y � 7 + 2

p
6 = (2�

p
6)(x� 2 +

p
6)
�

Urèete diferenciál funkce f(x) = x3+3x2+5 v bodì x = 1 a zjistìte, jak se li¹í od pøírùstku funkce
pro 4x = h = 0:01. [df(1;h) = 9h ; 4f � df = 0:000601]

Urèete pøibli¾nì hodnotu sin 59o570. [sin 59o570
:
= 0:86559]

Odvoïte pøibli¾ný vzorec
p
a2 + x � a+

x

2a
pro a > 0, a� x.

Uka¾te, ¾e diferenciální rovnici y00+4y = 0 vyhovují funkce y = c1 cos 2x+ c2 sin 2x kde c1 a c2 jsou
libovolné reálné konstanty.

Urèete n{tou derivaci funkce:

a) f(x) = lnx

�
f (n)(x) =

(�1)n�1(n� 1)!

xn

�

b) f(x) =
1p

1� 2x

�
f (n)(x) =

(2n� 1)!!

(1� 2x)2n+1
; kde (2n� 1)!! = 1 � 3 � : : : � (2n� 1)

�
c) f(x) = cos2 x

h
f (n)(x) = 2n�1 cos

�
2x+

n�

2

�i

2



Je dána funkce f(x) = x2 � sinx. Vypoètìte f (20)(x).
�
f (20)(x) = (x2 � 380) sinx� 40x cosx

�
Doka¾te pomocí de�nice, ¾e derivace funkcí:

a) f(x) = ex ; b) f(x) = sinx ; c) f(x) = cos x

jsou: a) f 0(x) = ex; b) f 0(x) = cos x; c) f 0(x) = � sinx.

Podle de�nice derivace vypoètìte derivaci funkce

a) f(x) = sin 2x ; b) f(x) =
p
x ; c) f(x) = 3

p
x ;

d) f(x) = cos 3x ; e) f(x) = 2x3 :

�
a) 2 cos 2x ; b)

1

2
p
x
; x > 0 ; c)

1

3
3

p
x2

; d) � 3 sin 3x ; e) 6x2
�

Podle de�nice derivace vypoètìte derivaci funkce

a) f(x) = 2x3 � 2x+ 3 v bodì x = 0 [�2]
b) f(x) =

��x3�� v bodì x = 0 [0]
c) f(x) = x2 sin(x� 2) v bodì x = 2 [4]

Urèete první derivace a jejich de�nièní obor pro funkce:

a) y =

8><
>:

1� x x 2 (�1; 1)

(1� x)(2� x) x 2 h1; 2i
�(2 � x) x 2 (2;+1)

2
64y0 =

8><
>:
�1 x 2 (�1; 1)

2x� 3 x 2 h1; 2i
1 x 2 (2;+1)

3
75

b) y =

�
x x < 0

ln(1 + x) x � 0

"
y0 =

(
1 x < 0
1

1 + x
x � 0

#

c) y =

(
arctg x jxj � 1

�

4
sgnx+

x� 1

2
jxj > 1

2
64y0 =

8><
>:

1

1 + x2
jxj � 1

1

2
x > 1

3
75

d) y =

�
x2e�x

2 jxj � 1

e�1 jxj > 1

�
y0 =

�
2x(1� x2)e�x

2 jxj � 1

0 x > 1

�

Zjistìte, zda má funkce

f(x) =

(
x arctg

1

x
x 6= 0

0 x = 0

derivaci v bodì x = 0. [ne]

Zjistìte, zda má funkce

f(x) =

(
sinx x � 0

x cos
1

x
x > 0

derivaci v bodì x = 0. [ne]

Vypoètìte první derivaci funkce v obecném bodì x 2 Df :

a) f(x) = 3x2 � 5x+ 1 [6x� 5]
b) f(x) = a5 � 5a3x2 + x5 ; a = konst.

�
�10a2x+ 5x4

�
3



c) f(x) =
1

x
� 2

x3
+

3

x5

�
� 1

x2
+

6

x4
� 15

x6

�
d) f(x) = (x2 � 3x+ 3)(x2 + 2x� 1)

�
4x3 � 3x2 � 8x+ 9

�
e) f(x) =

x+ 1

x� 1

� �2
(x� 1)2

�

f) f(x) =
x

x2 + 1

�
1� x2

(1 + x2)2

�

Vypoètìte první derivaci funkce v obecném bodì x 2 Df :

a) f(x) = x+
p
x+ 3

p
x

�
1 +

1

2
p
x
+

1

3
3

p
x2

; x > 0

�

b) f(x) =
xp

1� x2

"
1p

(1� x2)3
; jxj < 1

#

c) f(x) = 3

r
1 + x3

1� x3

"
2x2

1� x6
� 3

r
1 + x3

1� x3
; jxj 6= 1

#

d) f(x) =

r
x

q
x
p
x

�
7

8 � 8

p
x
; x > 0

�

e) f(x) =
1� 3

p
2x

1 + 3

p
2x

"
�4

3 � 3

p
4x2 �

�
1 + 3

p
2x
�2
#

f) f(x) = 3

r
1

1 + x2

"
�2x

3 � 3

p
(1 + x2)4

#

Vypoètìte první derivaci funkce v obecném bodì x 2 Df

a) f(x) = (x2 + 1)4
�
8x(x2 + 1)3

�
b) f(x) =

�
5x3 + x2 � 4

�5 h
5(15x2 + 2x)

�
5x3 + x2 � 4

�4i
c) f(x) =

�
7x2 � 4

x
+ 6

�6
"
6

�
14x+

4

x2

��
7x2 � 4

x
+ 6

�5
#

d) f(x) =

�
x+ 1

x� 1

�2 �
�4(x+ 1)

(x � 1)3

�

Vypoètìte první derivaci funkce v obecném bodì x 2 Df

a) f(x) = (2� x2) cosx+ 2x sinx
�
x2 sinx

�
b) f(x) = sin3 x � cos 3x �

3 sin2 x � cos 4x�
c) f(x) =

cos x

2 sin2 x

�
�1 + cos2 x

2 � sin3 x ; x 6= k� ; k 2Z
�

d) f(x) =
x2

tgx
; x 6=

�
k +

1

2

�
� ; k 2Z

��x2 + x sin 2x

sin2 x
; x 6= k�

2
; k 2Z

�
e) f(x) =

�
1 + sin2 x

�4 h
4
�
1 + sin2 x

�3
sin 2x

i
f) f(x) =

r
tg

x

2

"
1

4
p
tg(x=2) � cos2(x=2)

#

g) f(x) = cos2
1�px
1 +

p
x

2
664
sin

�
2
1�px
1 +

p
x

�
p
x (1 +

p
x)

2

3
775

h) f(x) =
p
1 + 2 tgx

�
1p

1 + 2 tgx � cos2 x

�

4



Vypoètìte první derivaci funkce v obecném bodì x 2 Df

a) f(x) = e�x
2

h
�2xe�x2

i
b) f(x) = xex(cosx+ sinx) [ex(cos x+ sinx+ 2x cosx)]

c) f(x) =
ex

sinx

�
ex

sin2 x
(sinx� cos x)

�
d) f(x) = xa

a

+ ax
a

+ aa
x

; a > 0
�
aaxa

a

�1 + axa�1ax
a

lna + axaa
x

ln2 a
�

e) f(x) = ln3 x2
�
6

x
ln2 x2 ; x 6= 0

�

f) f(x) = ln
�
ln(lnx)

�
; x > e

�
1

x � lnx � ln(lnx)

�

g) f(x) = logx a ; a > 0

�
� (logx a)

2

x lna

�

h) f(x) = log
2

�
log

3
(log

5
x)
� �

1

x � log
5
x � log

3
(log

5
x) � ln 2 � ln 3 � ln 5

�

Vypoètìte první derivaci funkce v obecném bodì x 2 Df

a) f(x) = 2x [2x ln 2]
b) f(x) = x � 10x [10x(1 + x ln 10)]

c) f(x) =
x

4x

�
1� x ln 4

4x

�
d) f(x) = 102x�3

�
2 � 102x�3 ln 10

�
e) f(x) = 2

x

ln x

�
(lnx� 1) ln2

ln2 x
2

x

ln x

�
f) f(x) = asin

3 x ; a > 0
h
3 sin2 x cosxasin

3 x lna
i

Vypoètìte první derivaci funkce v obecném bodì x 2 Df

a) f(x) =
arccos x

x

"
�x+ arccos x �

p
1� x2

x2
p
1� x2

#

b) f(x) = (arcsinx)2
�
2 arcsinxp

1� x2

�

c) f(x) = arctgx2
�

2x

1 + x4

�

d) f(x) =
x

1 + x2
� arctg x

�
� 2x2

(1 + x2)2

�

e) f(x) = arccos
2x� 1p

3

"
�

p
2p

1 + 2x� 2x2

#

f) f(x) = arcsin

r
1� x

1 + x

"
� 1

(1 + x)
p
2x(1� x)

#

Vypoètìte první derivaci funkce v obecném bodì x 2 Df

a) f(x) = sinh3 x
�
3 sinh2 x � cosh x

�
b) f(x) = arctg(tghx)

�
1

cosh 2x

�

c) f(x) = tgh(1� x2)

�
� 2x

cosh2(1� x2)

�
d) f(x) = sinh2 x+ cosh2 x [2 sinh 2x]
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e) f(x) =
p
cosh x

�
sinhx

2
p
coshx

�
f) f(x) = ecosh

2 x
h
ecosh

2 x � sinh 2x
i

Vypoètìte první derivaci funkce v obecném bodì x 2 Df

a) f(x) = xx
2

h
xx

2

+1(2 lnx+ 1)
i

b) f(x) = xx
x

�
xx

x � xx �
�
ln2 x+ lnx+

1

x

��

c) f(x) = (lnx)x
�
(lnx)x �

�
1

lnx
+ ln(lnx)

��

d) f(x) =

�
x

x+ 1

�x ��
x

x+ 1

�x�
1

x+ 1
� ln

x

x+ 1

��

e) f(x) = x

p
(x+ 1)2

�
2 x

p
(x+ 1)2

�
1

x(x+ 1)
� ln(x+ 1)

x2

��

f) f(x) = (x2 + 1)sin x
�
(x2 + 1)sin x

�
2x sinx

x2 + 1
+ cos x � ln(x2 + 1)

��

Urèete první derivaci funkce f(x) = arcsin(sinx) v bodech x = (2k � 1)
�

2
, k 2Z. [neexistuje]

Pro jaká n 2 N má funkce

f(x) =

(
xn sin

1

x
x 6= 0

0 x = 0

derivaci v bodì x = 0? [n > 1]

Doka¾te, ¾e funkce f(x) = jx� aj � '(x), kde '(x) je diferencovatelná a '(a) 6= 0, nemá derivaci v
bodì a.

Doka¾te, ¾e derivace liché funkce je funkce sudá.

Doka¾te, ¾e derivace periodické funkce je opìt funkce periodická se stejnou periodou.

Ve kterých bodech má graf funkce f(x) = x+ 3

p
sinx teèny rovnobì¾né s osou y? [x = k� ; k 2Z]

Urèete rovnici teèny a normály ke grafu funkce y = f(x) v daném bodì:

a) f(x) = tg 2x v bodì [0; ?]
h
teèna: t � y = 2x ; normála n � y = �x

2

i
b) f(x) = lnx v bodì [1; ?] [teèna: t � y = x� 1 ; normála n � y = �x+ 1]

c) f(x) =
1

x
v bodì

�
�1

2
; ?

�
[teèna: t � y + 4x+ 4 = 0 ; normála n � 8y � 2x+ 15 = 0]

Urèete rovnici teèny ke grafu funkce y = f(x), která je rovnobì¾ná s danou pøímkou p:

a) f(x) = x3 + x� 2 ; p � y = 4x� 1 [t1 � y = 4(x� 1) ; t2 � y + 4 = 4(x+ 1)]
b) f(x) = x2(x� 2)2 ; p � y = 0

[t1 � y = 0 ; v bodech [0; 0] ; [2; 0] ; t2 � y = 1 v bodì [1; 1]]

c) f(x) =
1

1 + x2
; p � y = �x

2
+ 3

�
t � y � 1

2
= �1

2
(x� 1) ; jedna z teèen

�

Urèete rovnici teèny ke grafu funkce y = f(x), která je kolmá k dané pøímce p:

a) f(x) = x3 + 3x2 � 5 ; p � 2x� 6y + 1 = 0 [t � 3x+ y + 6 = 0]
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b) f(x) = x2 � 2x+ 5 ; p � y = �x+ 3

�
t � y � 17

4
= x� 3

2

�

c) f(x) = lnx ; p � y = �2x� 1

�
t � y � ln 2 =

1

2
(x� 2)

�

Napi¹te rovnice teèen hyperboly 7x2 � 2y2 = 14, které jsou kolmé na pøímku 2x + 4y � 3 = 0.
[t1 � y � 7 = 2(x� 4) ; t2 � y + 7 = 2(x+ 4)]

Doka¾te, ¾e hyperboly h1 � xy = 8, h2 � x2 � y2 = 12 se protínají pod pravým úhlem.

Doka¾te, ¾e teèny hyperboly xy = a2 omezují se souøadnicovými osami trojúhelníky s konstantním
obsahem P = 2a2.

Doka¾te, ¾e bod dotyku teèny k hyperbole y =
a

x
pùlí úseèku na teènì, její¾ koncové body jsou

prùseèíky této teèny se souøadnicovými osami.

Urèete rovnici normály ke grafu funkce y = f(x), která je rovnobì¾ná s danou pøímkou p:

a) f(x) = x lnx ; p � 2x� 2y + 3 = 0
�
n � x� y � 3e�2 = 0

�
b) f(x) = x2 � 4x+ 5 ; p � x+ 4y � 4 = 0 [n � x+ 4y � 24 = 0]

Urèete rovnici normály ke grafu funkce y = f(x), která je kolmá k dané pøímce p:

a) f(x) = x2 � 6x+ 6 ; p � y = �x [n � 4x� 4y � 21 = 0]

b) f(x) = �px+ 2 ; p � y = �x
2
+ 2 [n � 2x� y � 1 = 0]

Veïte teèny ke grafu funkce y = f(x) tak, aby procházely daným bodem

a) f(x) =
x+ 9

x+ 5
; B = [0; 0] [t1 � x+ 25y = 0 ; t2 � x+ y = 0]

b) f(x) =
1

x
; B = [�1; 1]"

t1 � y � 1

1 +
p
2
= �x� 1�

p
2

3 + 2
p
2

; t2 � y � 1

1�
p
2
= �x� 1 +

p
2

3� 2
p
2

#

c) f(x) = 2x2 � 1 ; B = [2; 3]�
t1 � y � 11 + 8

p
2 = (8 � 4

p
2)(x� 2 +

p
2) ; t2 � y � 11� 8

p
2 = (8 + 4

p
2)(x� 2�

p
2
�

Bod se pohybuje po kubické parabole 12y = x3. Která ze souøadnic se mìní rychleji?

[pro jxj < 2 se mìní rychleji x{ová souøadnice]

Z pøístavu O vyjí¾dí parník A na sever rychlostí 30km/hod. a na východ parník B rychlostí
40 km/hod. Jakou rychlostí se zvìt¹uje vzdálenost obou lodí? [50km/hod.]

Celkový elektrický náboj protékající vodièem je dán vztahem Q(t) = 2t2 + 3t+ 1 [C]. Urèete proud
koncem páté sekundy. [23A]

Urèete pod jakým úhlem se protínají køivky:

a) x2 + y2 = 8 ; y2 = 2x [arctg 3]
b) x2 + y2 � 4x = 1 ; x2 + y2 + 2y = 9 [45o]

c) x2 � y2 = 5 ;
x2

18
+
y2

8
= 1 [90o]

d) x2 + y2 = 8ax ; y2 =
x3

2a� x
[45o a 90o]

e) x2 = 4ay ; y =
8a3

x2 + 4a2
[arctg 3]
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Urèete diferenciál funkce:

a) f(x) =
1

4x4

�
df(x; dx) = �dx

x5

�

b) f(x) =
x3 + 1

x3 � 1

�
df(x; dx) =

�6x2dx
(x3 � 1)2

�

c) f(x) = tg2 x

�
df(x; dx) =

2 tgx

cos2 x
dx

�

d) f(x) = ln
h
tg
��
2
� x

4

�i �
df(x; dx) = � dx

2 sin(x=2)

�

e) f(x) =
cos x

1� x2

�
df(x; dx) =

(x2 � 1) sinx+ 2x cosx

(1� x2)2
dx

�

Pomocí diferenciálu vypoètìte pøibli¾nì:

a)
3

p
1:02 ; b) sin 29o ; c) log

10
11 ; d) arctg 1:02 ; e)

p
16:06 :

[a) 1:007 ; b) 0:4849 ; c) 1:043 ; d) 0:795 ; e) 4:0075]

Odvoïte pøibli¾ný vzorec n

p
an + x � a+

x

nan�1
pro a > 0 a a� x.

Strana ètverce je x = (2:4� 0:05)m. S jakou absolutní a relativní chybou mù¾eme stanovit obsah
ètverce?

�
0:24m2 ; 4:2%

�
Urèete druhou derivaci funkce f(x) v obecném bodì x 2 Df :

a) f(x) = x2ex
�
ex(x2 + 4x+ 2)

�
b) f(x) =

p
2px ; p > 0 konst.

� �p
2x
p
2px

�
c) f(x) = sin2 x [2 cos 2x]
d) f(x) = ex cosx [�2ex sinx]

e) f(x) = arcsinx

"
xp

(1� x2)3

#

f) f(x) = ax � x3 ; a > 0
�
x � ax

�
x2 ln2 a + 6x lna+ 6

��
Urèete tøetí derivaci funkce f(x) v obecném bodì x 2 Df :

a) f(x) = xe�x [e�x(3� x)]

b) f(x) = x2 lnx

�
2

x

�
c) f(x) = x3ex

�
ex(x3 + 9x2 + 18x+ 6)

�
d) f(x) = arctg

x

a

�
2a(3x2 � a2)

(a2 + x2)3

�

Pøesvìdète se o tom, ¾e dané funkce vyhovují daným diferenciálním rovnicím:

a) y = C1e
x + C2e

�2x ; C1 ; C2 2 R ; konat. ; y00 + y0 � 2y = 0 ;
b) y = arcsinx ; (1� x2)y00 = xy ;
c) y = A sin(!t+ ') + B cos(!t + ') ; A ; B ; ! ; ' 2 R ; y00 + !2y = 0 :

Urèete n{tou derivaci funkce

a) f(x) = xn [n!]
b) f(x) = xex [ex(x+ n)]
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c) f(x) = x lnx

�
(�1)n (n� 2)!

xn�1
; n � 2

�

d) f(x) = loga x ; a > 0 ; a 6= 1

�
(�1)n�1

(n� 1)!

xn lna

�
e) f(x) = sin2 x

h
2n�1 sin

�
2x+ (n� 1)

�

2

�i
f) f(x) =

1� x

1 + x
; x 6= �1

�
2(�1)nn!
(1 + x)n+1

�

g) f(x) =
1

1 + x
; x 6= �1

�
(�1)n n!

(1 + x)n+1

�

Pomocí Leibnitzovy formule vypoètìte:

a)
�
(x2 + 1) sinx

�(20) �
(x2 � 379) sinx� 40x cosx

�
b) [ex sinx](30)

"
ex

30X
k=0

�
30

k

�
sin
�
x+ k

�

2

�#
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