Derivace a diferencial funkce

Dokazte pomoci definice, ze derivace funkce f(z) = 2", n € N, je f'(z) =

1
Dokazte pomoci definice, ze derivace funkce f(z) = Inx je f'(z) = —.
r

Podle definice derivace vypoctéte derivaci funkce f(x) = sin 3z pro x € R.

Podle definice derivace vypoctéte derivaci funkce:

a)
b)
¢) flz)= Va? v bodé z=0.

(r) =22 +3x —4 vbodé x=2;

f
fle) =]z + 1] v bodé o =—1;

Vypoctéte prvni derivaci funkce v obecném bodé z € Dy

a) f(x) =143z — 227 + 23 [f’(x):3—4x—|—3x2,xER]
/ 1+
0 Jw= 0= x)2,| 1]
14 22 3 , 14 22 ’ 2 4+22—1 ]
4) f(x):<1+x) [f(x):3<1+x) (1t ) ,x;ﬁ—l-
Vypoctéte prvni derivaci funkce v obecném bodé z € Dy
a) f(x):\e/x_z—% [f’(x): %x_l/?’—i—x_?’/z, >0

b)  fla) =27V -8 [F/(x) = Bat(a® — 8)1/3 4+ 2210(a0 — 8)=2/3 |a| £ V5]

o) fla) =[x+ \_/x+ﬁ
f(x) = % <x+m)_l/2~ <1+%(x+ﬁ)_1/2) : <1+ %x‘”z) > 0]

Vypoctéte prvni derivaci funkce v obecném bodé z € Dy

a) flz) = cos(4a +7) [f’(x) = —dsin(dz+7), x € R]

b) f(z) = cos®(4z +7) [f’( )= —12cos?(4x +7) -sin(dx +7), E}R]

¢) f(z) = cos(4a +7)3 [ f(x) = =124+ 7)? -sin(4dx + 7)3, x € }R]
Vypoctéte prvni derivaci funkce v obecném bodé z € Dy

1 L - '

5 .

b)) =In(tga) )= et kg ke

1 1 1 |

) f(x):ln,/li_% [f/(x):cosx,x;ﬁ(?k—i—l)g,keZ_

Vypoctéte prvni derivaci funkce v obecném bodé z € Dy

a) f(z) = 2% [f'(z) =22*(1 +Inz), = > 0]
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b S = TP )= T (e - ) e
¢) f(x) = (cosz )" ]

.
f(x)= (cosa:)smx~ (cosa: Incosz — =2 x) , T € U (—g-l—?/m’,g-l-Qkﬂ')

Cos T
kel d

Necht
z? xr < xp

)= {

Jak je nutné volit xg, a a b, aby funkce f(z) byla spojitd v bodé z¢ a méla v tomto bodé derivaci?

axr+b x>

2
xTo = E, b= —a—, a libovolné
2 4
Funkce
22 >0
fley=a-]x|=4 0 z=0
—z?2 <0

je definovana jako soucin dvou funkci, z nichz druha nema derivaci v bodé & = 0. Existuje derivace

F(0)? [ano, f'(0) = 0]

Ukazte, ze derivace sudé funkce je funkce licha.

Uréete rovnici teény a normaly ke grafu funkce f(z) = 2% + 22? — 42 — 3 v bodé [-2; 7] grafu.

[tena: y = 5; norméla: © = —2]

Urcete rovnici tecny a normdly ke grafu funkce f(x) = tg 2« v bodé grafu, jehoz z—ova soufadnice
1
jex:z. teéna:y—1:4(x—z);norméla:y—l:——(x—z)
8 8 4 8

Napiste rovnici normaly ke grafu funkce f(z) = « In # rovnobézné s pifimkou p = 2z — 2y + 3.

[x—y—3e_2:0]

1
Urcete teény k parabolu y = 51‘2 + 2 vedené z bodu B = [2;1].

[M=y—-T-2/6=2+V6)(z—2—V06); m=y—T+2V6=(2-V6)(z —2+06)]

Uréete diferencial funkce f(z) = 2®+ 32245 v bodé z = 1 a zjistéte, jak se lisf od pifristku funkce
pro Az = h = 0.01. [df(1;h) =9h; Af—df =0.000601)

Urcete pFiblizné hodnotu sin 59°57". [sin 59°57" = 0.86559]

Odvodte priblizny vzorec vVa® +z ~ a + 2£ proa >0, a> x.
a

Ukazte, ze diferencialni rovnici ¥ 4+ 4y = 0 vyhovuji funkce y = ¢; cos 2z + ¢5 sin 2z kde ¢1 a ¢s jsou
libovolné redlné konstanty.

Urcete n—tou derivaci funkce:

a) fz) =Ingz [f(”)(a:) - W]
b) f(x):ill__% f<n>(x):%,kde 2n—=1-3-...-(2n—1)
c) f(x) = cos?x [f<">(x) = 2" cos (21‘ + %)]




Je dana funkce f(z) = z? -sinz. Vypoctéte f(zo)(x). [f(zo)(x) = (2? — 380)sinz — 40z cos x]

Dokazte pomoci definice, ze derivace funkei:
a) f(z) =¢€"; b) f(x) =sinz; ¢) f(z) =cosw

jsou: a) f'(x) = €”; b) f/(x) =cosx; ¢) f'(x) = —sinx.

Podle definice derivace vypoctéte derivaci funkce

a) f(z) =sin2z; b) f(z) = Vz; o) f(x) = Vx;
d) f(x) = cos3x; e) f(x)=22".
a) 2cos2x; b) %,x>0;c) 3311‘2

; d) —3sin3z;e) 627

Podle definice derivace vypoctéte derivaci funkce

a) f(x) =223 —22+3 vbodér=0

[-2]

b) f(x) =123 vbodéx=0 [0]
¢) f(z) = 2?sin(x —2) v bodé z =2 [4]
Urcete prvni derivace a jejich definiéni obor pro funkce:
11—z z € (=00, 1) -1 x € (—oc0,1)]
a) y=1 (1—2)2—-2) ze€(l,2) Y=< 2x-3 =ze(l,2)
—(2—2x) z € (2,400) 1 r € (2,+00) |
b) B { x xr<0 ;L 1 ) z<0]
v= In(l14+2) 2>0 v = T2 x>0
1 -
arctg x |z| <1 722 lz| <1
) y= { T 1 y = 1
e+ —— || > 5 e>1
Q) y= { rZe™" x| <1 [y/ _ { 2z(1 — ar:z)e_x2 o] < 1]
e ! |z| > 1 0 z>1
Zjistéte, zda mé funkce
rarctg— x #£0
f(a) = { g T#
0 x=0
derivaci v bodé z = 0. [ne]
Zjistéte, zda mé funkce
sin x x <0
J) = rcos— x>0
derivaci v bodé z = 0. [ne]
Vypoctéte prvni derivaci funkce v obecném bodé z € Dy
a) f(x) =32 —br+1 [62 — 5]

b) f(x) = a® — ba®2? + 2°, a = konst.



O S =r- o+

x x3 oz

d) f(x) = (22 = 32+ 3)(2® + 22 — 1)

0 Jw=1
D @)=

z2 ozt xS

|:_ 1 6 15]
[42® — 32% — 8z + 9J

[(l‘ :21)2:

Vypoctéte prvni derivaci funkce v obecném bodé z € Dy

a) T =t it E

by S =
Ot =y

1— 22

S
1

Do =

1 1 T
14—y
[*M*g%‘z’”o_
S —

1229
92 1—1—1‘
[ : 3’|l‘|7£1

1— 26

) <1

; .
[ﬁ 2]

l 4

3. V422 (1+ \3/21‘)2:

—2x

Vypoctéte prvni derivaci funkce v obecném bodé z € Dy
a) fl) = (x* + 1)
b) flx) = (59:3 +z? - 4)5

O fl) = (m? i 6)6
) s = (2

[82(x%+ 1)3]
[5(152% + 22) (50% + 2% — )"

4 4 >
[6 (141‘ + —2) (7902 ——+ 6)
it it

o)

[E——1

Vypoctéte prvni derivaci funkce v obecném bodé z € Dy
a) f(x) = (2—2%)cosz + 2rsinx
b) f(x) =sin®z - cos 3

) -
x2 1
)@= at (keg)miker

e) flx) = (1 + sin? l‘)4

Do =g

1—
1+

B

g) f(z) = cos?

9

b f@) =TT 20w

[x sin ¢
[3sm x - cosdr

]
]
[—M#,xikﬂ',kEZ]
|
|

2-s1n”

[—x —1—35511121"36# ez

sin” x
[4 1—|—sm l‘ sm?x

1
[4 tg(x/2)~cosz(\;‘12)_
. 1—+/x\7]
5111(21_1_\/5)
V(1 + )’

1
[«/1 +2tga - cos? x|



Vypoctéte prvni derivaci funkce v obecném bodé z € Dy

)
b)
¢)
d)

)

€

f(z) =

flx) = xex(cos r 4+ sinx)

fla) = ——

f(x):xa +a® +a*, a>0
fx) =

flx) = ln(ln(ln x)) , x>e

flx) =log,a, a>0

f(z) = log, (10g3(10g5 l’))

[—Qxe_xQ]

[e”(cos x +sinz + 2z cos z)]

xr
[. 5—(sinx — cos x)
sin” x

a a T E
[aaaja 14 429 10" Ina + a®a® In? a]

[E In*2%, x#0
x =

1
[x ‘nz - In(lnx)
(log, @)?]
zlna

1
z - logg @ - logg(logs ) - In2-1n3 - In5 |

Vypoctéte prvni derivaci funkce v obecném bodé z € Dy

o

@

)
)
¢)
)
)
)

f

flx) =27

flx) =« - 107

f@) = 5

f(z) = 10%°3

o) = 27t

flx) = @’ a >0

[2% In 2]
[107(1 4+ 2 In 10)]
1—2xln4]

4@‘

[2-10%=31n 10]

[(lnx— 1)In2 e
In?z

. 13
[3 sin? z cos za®™ @ In a

Vypoctéte prvni derivaci funkce v obecném bodé z € Dy

arccos x

) = T
f(z) = (arcsin z)?

f(z) = arctg z?

flx) =

1+ 22
20— 1

f(z) = arccos

S

1—=x
+x

f(z) = arcsin

—_

x4 arccosz -1 — x?
221 — 22
[2 arcsin |

1—9:2
2x
1—1—1‘4

[ (1 +x )
V2
Vit 22— 247
1
Qx(l—x)_

T (1+2)

Vypoctéte prvni derivaci funkce v obecném bodé z € Dy

flx) = sinh® z
f(z) = arctg(tgh z)

f(z) = tah(1 — 2?)
flx) = sinh? z + cosh® ©

[3 sinh? z - cosh x]
1
cosh 2z

]
[2 sinh 2]




) flz)=Veoshz b%%%?]

f) flx) = ecosh’ @ ecosh” T ginh 22
| )

Vypoctéte prvni derivaci funkce v obecném bodé z € Dy

a) flz) = 2®’ [xx2+1(21nx + 1)]
b) f(x) =" [a:xx A (ln2 z+Inx+ l)
x
c) f(z) = (Inx)® [(ln x)® - (ﬁ + In(ln x))
z \° z \° 1 r \]
d = -1
)o@ (x—l—l) [(x—l—l) (x—l—l nx—I—l)_
1 In(z +1)\]
=3 1)2 23 1)2 -
9 J@)=ErD 2T (- )]
i ' 2z sin x ]
— 2 sin & 2 sin & . 2
f) fle) = (2 + 1) [(x +1) ( 1 +cosa - In(z® + 1))
Urcete prvni derivaci funkce f(z) = arcsin(sinz) v bodech # = (2k — 1)%, keZ. [neexistuje]
Pro jaka n € N ma funkce )
f(x):{x”sin; z#0
0 x=0
derivaci v bodé » = 07 [n>1]

Dokazte, ze funkce f(x) = |x — a| - ¢(x), kde ¢(x) je diferencovatelnd a ¢(a) # 0, nemd derivaci v
bodé a.

Dokazte, ze derivace liché funkce je funkce suda.

Dokaite, ze derivace periodické funkce je opét funkce periodicka se stejnou periodou.

Ve kterych bodech méa graf funkce f(x) = x + V/sinz tetny rovnobézné s osou y? [z = k7, k € Z]

Urcete rovnici teény a normély ke grafu funkce y = f(z) v daném bodé:

a) flx) = tg 22 v bodé [0; 7] tetna: t = y = 22 ; norméla n =y = —g

b) f(x) = Inz v bodé [1;7] [teéna: t=y=a —1; normdla n =y = —x + 1]
1 1

¢) f(z) = — v bodé [—5;7] [tetna: t = y+4x +4=0; norméla n = 8y — 22 + 15 = 0]
x

Urcete rovnici teény ke grafu funkce y = f(x), kterd je rovnobé&ind s danou pifmkou p:
a) fle)=234+2-2, p=y=4r-1 tLizy=4z—-1);ta=y+4=4(x+1)]
b) flz)=2*(z—-2)?, p=y=0
[ty =y =0, v bodech [0;0], [2;0]; ta =y =1 v bodé [1;1]]
1
T l422

[2
@) .

p y:_g+3 t=y— :—i(x—l),jednazteéen

Urcete rovnici teény ke grafu funkce y = f(x), kterd je kolma k dané piimce p:

a) fle)=23+322-5, p=22—-6y+1=0 t=3x+y+6=0]

6



b) flz)=2?—22+5, p=y=-x+3 [tEy——:x——]

¢) fley=lhe, p=y=-2z-1 [tEy—an:%(r—?)

Napiste rovnice tecen hyperboly 7z? — 2y? = 14, které jsou kolmé na p¥imku 2z + 4y — 3 = 0.
lhi=y—T=2(x—4); ta=y+7=2(x+4)]

Dokazte, 7e hyperboly k1 = zy = 8, hy = 2% — y? = 12 se protinaji pod pravym thlem.

2

Dokazte, ze tecny hyperboly xy = a® omezuji se soufadnicovymi osami trojihelniky s konstantnim

obsahem P = 2a2.

a o . .
Dokazte, ze bod dotyku tecny k hyperbole y = — puli Gsecku na tecné, jejiz koncové body jsou
x

priseciky této teény se souradnicovymi osami.

Urcete rovnici normély ke grafu funkce y = f(z), kterd je rovnobézna s danou piimkou p:
a) fley=xlne, p=22—-2y+3=0 [nEx—y—3e_2:0]
b) flz)=2>—42+5, p=z+4y—4=0 [n=x+4y — 24 =0]

Urcete rovnici normély ke grafu funkce y = f(z), kterd je kolm4 k dané pfimce p:
a) flxy=2?—62+6, p=y=—x [n =42 — 4y — 21 = 0]

b) fla)= Ve +2, pEy:—g-i-Q [n=22—y—1=0]

Vedte teény ke grafu funkce y = f(x) tak, aby prochézely danym bodem

r+9
a) f(l‘) f+5’ [a] [1 x + Yy y 02 a:—l—y ]
b) fle)y ==, B=[-1;1]

. 1 a—1-2 b= 1 a—1+2
LY R T st TV T RT T 3o
¢) flx)y=222-1, B=1[2;3]

[ti=y—11+8V2=8-4V2)(z —2+V2), ta=y— 11 - 8V/2= (8 + 4/2)(z — 2 — /2]

Bod se pohybuje po kubické parabole 12y = 23. Ktera ze soufadnic se méni rychleji?
[pro |z| < 2 se méni rychleji z—ové soufadnice]

7 piistavu O vyjizdi parnfk A na sever rychlosti 30km/hod. a na vychod parnik B rychlost{
40 km/hod. Jakou rychlosti se zvétduje vzdalenost obou lodi? [50km/hod.]

Celkovy elektricky naboj protékajici vodi¢em je dan vztahem Q(¢) = 2¢? + 3t + 1 [C]. Uréete proud
koncem pété sekundy. [23 A]

Urcete pod jakym thlem se protinaji kiivky:

a) 22+y?=8; Yy =22 [arctg 3]
b) x2+y2—4x:12; x22+y2—|—2y:9 [45°]
¢) 2 —y? =5; %+%:1 [90°]
3
d) 2P +yt=8ar; Y= Qf_ - [45° a 90°]
8a>
e) 2 =4day; y= e [arctg 3]



Urcete diferencial funkce:

D I@)= [df(x; ar) = - 22|
b f) = [af(asa0) = %
¢ fle)=tg’e [df( =282 dx:
Q) fr)=1ntg (g - 2)] [df(x; dz) = —m:
0 I =20 [df(x; azy = &= 1zfif 2 j)fl’ cos dx:

Pomoci diferencialu vypoctéte priblizné:
a) V1.02; b) sin29°; ¢) logig1l; d) arctg1.02; e) V16.06.

[a) 1.007; b) 0.4849; ¢) 1.043; d) 0.795; ) 4.0075]

Odvodte priblizny vzorec Va” + x &~ a —|— Tproa>0aa>x.

Strana ¢tverce je # = (2.4 £+ 0.05)m. S jakou absolutni a relativni chybou muizeme stanovit obsah
étverce? [0.24m?; 4.2 %]

Uréete druhou derivaci funkce f(z) v obecném bodé z € D;:

f(z) = x%e” [ex(xz +4r + 2)]
P
b 2 0 konst.
flx pr, p> ons [21\/21071‘

()

(x) =sin’ [2 cos 2]
(x) = e cosw [—2e” sin 2]
()
()

X

@

(1—2%)%)

=a® -2, a>0 [a:~ax(x21n2a—|—6xlna—|—6)]

)
)
)
)
f)

Uréete tiet{ derivaci funkce f(z) v obecném bodé z € Dy:

a) fx) = ze= [e™ g)
b) f(x) =2%Inx [;]
¢) f(z) = x3e” [ (23 + 927 + 18z + 6 ]
d) flx) = arctg — [Qa (327 ;lB )]

Piesvédéte se o tom, ze dané funkce vyhovuji danym diferencidlnim rovnicim:

a) y=Cie® + Coe™2; (1, Cy € R; konat.; y' +y —2y=0;

b) y = arcsin z ; (1 - 2%y’ = ry;

¢) y= Asin(wt + )+ Beos(wt +¢); A, B,w, peR; v +wiy=0.

Urcete n—tou derivaci funkce

) fo)=an ]
b fla) = aet e (2 + n)



¢) fle) =xlne
d) fle)=log,z; a>0,a#1

e) f(z) =sin’ =z

I e
9 Sw=r el

[(—U”M' —

[(_xl;:—1 (n— 1)!=
z?Ina |

[271—1 sin (29@ +(n— 1)%)]
[ 2(=1)"n!

(14 2yt

e

Pomoci Leibnitzovy formule vypoététe:

a) [(xz + 1)sin x] (20)

b) [e” sin x](?’o)

[(xz — 379) sin # — 40z cos x]

[ex i <3k0) sin (i + k%)

k=0




