PREDNASKA 1

CISELNE OBORY



1.1 Zakladni poznatky o mnozinach

MnoZinou budeme rozumét souhrn libovolnych objektl. MnoZinu
povaZzujeme za urcenou, je-li mozno o kazdém objektu jedno-
znacéné rozhodnout, zda do ni patfi, ¢i nikoli. Kazdy z objektd,
ktery patfi do dané mnoziny, se nazyva jejim prvkem (elemen-
tem). Mnoziny budeme znacit velkymi pismeny latinské abecedy,
napf. A, B, M, apod., prvky mnoZin budeme znacit malymi pis-
meny, napf. a, b, z, apod. SkuteCnost, ze a je prvkem (elemen-
tem) mnoziny A, vyjadfujeme zapisem a € A. Neni-li urCity objekt
b prvkem mnoziny A, piSeme b € A.

Obsahuje-li dana mnoZina alespon jeden prvek, nazyva se ne-
prazdna mnozina; neobsahuje-liZzadny prvek, nazyva se prazdna
mnoZina a znaci se symbolem (). Mnozina, ktera ma konec¢ny po-
et prvkl (tj. mnozina, ktera je prazdna, nebo je pocet jejich prvkd
dan pfirozenym Cislem - viz ¢ast 1.1.2), se nazyva konecna mno-
Zina; kazda mnozina, ktera neni konecna, se nazyva nekonecna.



Je-li mnozina A konec¢na, mlzeme ji urcit vyctem jejich prvkd,
které bez ohledu na poradi vypiSeme a uzavieme do slozenych
zavorek { }, napriklad A = {1,3,5,7}.

Konecnou i nekone¢nou mnoZinu mtZzeme dale urcit charakte-
ristickou vlastnosti, tj. takovou vlastnosti, kterou maji prave jen
prvky zadavané mnoziny. ZjisStovani uvaZzované vlastnosti se pfi-
tom provadi v tzv. zakladni (univerzalni) mnoziné U, kter& obsa-
huje v8echny objekty, které nas v dané situaci zajimaji. Budeme
napfiklad psat:

A={zeU; V(z)}

a fikat: ,A je mnoZina vSech = z mnoZiny U, pro ktera plati (ktera
maji vlastnost) V(x).”



MnoZzZinové vztahy a operace
MnoZina B se hazyva podmnoZinou mnoziny A, je-li kazdy prvek
mnoziny B prvkem mnoZziny A; piSeme B C A.

Napfiklad mnozina B = {3,5,7,9} je podmnoZinou mnoziny A =
{1,3,5,7,9,11,13}; mnozina vSech pravouhlych trojuhelnikll je
podmnoZzinou mnoZiny v3ech trojahelnikd, apod.

Uvédomme si, Ze kazda mnoZzina je podmnoZzZinou sebe sama,
tj. pro kazdou mnozinu A plati A ¢ A. Rovnéz plati, Ze prazdna
mnozina je podmnozinou kazdé mnoziny, tj. pro kazdou mno-
Zinu A plati: 0 C A.



Mnoziny A, B povaZzujeme za sobé rovné (piSeme A = B), praveé
kdyZ A C B a zaroven B C A, tj. skladaji-li se z tychz prvka.
Sjednoceni A U B mnoZin A, B je mnozina vSech prvk{, které
patfi alespori do jedné z mnoZin A, B. Z definice ihned plyne, Ze
sjednoceni libovolné mnoziny A s prazdnou mnoZzinou je mnozina
A L. AUD=A.

Priinik A N'B mnozin A, B je mnoZina v8ech prvkU, které patfi
zaroven do obou mnoZin. Priinik kaZzdé mnoziny A s prazdnou
mnoZinou je zfejmé prazdna mnoZina, A N () = (). Mnoziny A, B,
pro které plati A N B = (), se nazyvaji disjunktni.




O Priklad

e Sjednoceni mnozin:
{2,3,4,5,6,7,8}U{1,3,5,7,9,11,13} = {1,2,3,4,5,6,7,8,9,11,13}

e Prinikmnozin: {2,3,4,5,6,7,8}N{1,3,5,7,9,11,13} = {3,5,7}

Rozdil A\ B mnozin A, B je mnoZina vSech prvkll mnoZiny A,
které nejsou prvky mnoziny B. Je-li specialné B c A, hovofime
o dopliiku mnoziny B v mnoziné A a piseme B},.

A




0O Priklad
e Rozdil mnozin:

{2,3,4,5,6,7,8}\ {1,3,5,7,9,11,13} = {2,4,6,8}

e Doplnék mnoziny
B =1{3,5,7,9} vmnoziné A ={1,3,5,7,9,11,13}:

B = {1,11,13}.



1.2 Druhy Cisel

Zopakujme si, Ze jsme se jiz setkali s nasledujicimi druhy cisel:

Komplexni ¢isla

C

Imaginarni ¢isla Readlna disla

C\R R

Racionalni ¢isla Iracionalni ¢isla

Q R\Q

Cela cisla Necela racionalni ¢isla

Z Q\Z

N

Piirozena ¢isla Nula Cela zaporna ¢isla

N 0 Z.




NCZcQcRcC




1.2.1 Mnozina pfirozenych cisel

N={1,23, ...}, No=1{0,1,2,3,...}

Pfirozena Cisla slouzZi k vyjadfeni poctu osob, zvifat, predmétd
aj., obecnéji poctu prvkd koneénych neprazdnych mnozin. Pfiro-
zené Cislo - uvaZzujme napriklad €islo 3 - miZeme chapat jako
spole€nou vlastnost nasledujicich mnozin:

* @

Obor pfirozenych Cisel je uzavieny na scitani a nasobent, neni
v8ak uzavieny na odcitani (ne vzdy je rozdil dvou pfirozenych
Cisel pfirozené €islo, napf. 2 —5 = —3) ani na déleni (napf. 2 : 5 =
0, 40 neni pfirozené Cislo). V oboru pfirozenych Cisel k zadnému
Cislu neexistuje ¢islo opacné ani pfevracene.

10



PFirozena Cisla jsme zvykli zapisovat v pozi¢ni Ciselné soustavé
0 zakladu deset, neboli v desitkové soustavé. K tomu pouzi-
vame deset Cislic: 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, jejichZ vyznam zavisi
na jejich umisténi & pozici. Cislice zapisujeme za sebe v poradi
zprava doleva a postupné tak udavame, kolik dané €islo obsa-
huje jednotek, desitek, stovek, tisicl, desetitisicll, statisict, mili-
onl, ..., tedy nultych, prvnich, druhych, ..., Sestych, ... mocnin
Cisla 10. Jisté vite, Ze napfiklad skupina Cislic

87956

vyjadfuje Cislo obsahujici 6 jednotek, 5 desitek, 9 stovek, 7 tisic
a 8 desetitisic:

8§.10000 + 7-1000 + 9-100 + 5-10 + 6-1

= 8. 10% + 7100 4+ 9-102 + 5-100 + 6-10°

Pravé uvedeny vyraz se nazyva rozvinuty zapis daného cCisla
v desitkoveé soustave, zapis 387 956 se nazyva zkraceny.
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Obecné Ize kaZzdé pfirozené Cislo a vyjadfit pravé jednim zplso-
bem ve tvaru

a=a, 10" +a, 1 10" 4+ +a;- 10" +ag-10°,
neboli ve zkraceném zapisu
a4 = UpQp—-1...010G0,

kde n je pfirozené Cislo nebo nula, a,,, a,,_1, . . ., ay, ag jsou néktera
z Cisel 0, 1, ..., 9, pficemzZ a, # 0. Cislo a; se nazyva Cislice
(cifra) Fadu i ¢isla a, €islo 10° se nazyva jednotka radu i.

Kromé desitkové soustavy se Casto setkavame i se soustavou
Sedesatkovou, dvojkovou a pfilezitostné i s nékterymi dalSimi.
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Axiom matematické indukce.
Necht je U C N takova, Zze 1 € U.

Jestlize z vlastnostin € U plyne (n+ 1) € U, pak U = N.

A |

leU 2 3 oo nelU n+1leU
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O Priklad 1.1.
DokaZzte, Ze pro kazdé n € N plati rovnost

nn+1)(2n+1) .

24224 .. 402 = ;

Reseni. Oznaéme U = {n € N | pro n plati (1.1)}.

1-2-3

1. krok: 1eU: 12

2.krok: neU=(n+1)eU:

P+22+- 40+ (n+1)0°=
n(n+1)(2n+ 1)

(1.1)

(n+1)(n+2)(2n + 3)

= G +(n+1)° =

to je pravé vztah (1.1)pron =n+ 1.0

’
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1.2.2 Mnozina celych ¢isel

Z=A... -1,0,1,2, ...}

Mnozina celych Cisel je rozSifenim mnoziny Ny 0 mnoZzinu vSech
feSeni rovnic tvaru

ni+x=ny, kde ny, nyeN.

1.2.3 Mnozinaracionalnich c¢isel

Qz{%, kdEZGZ,nEN}

MnozZina racionélnich Cisel je roz8ifenim mnoZiny Z o mnoZinu
vSech feSeni rovnic tvaru

2r =2y, kde z;, 2o €7Z.
15



1.2.4 Mnozinarealnych ¢isel

R ={ap.a1as...a,..., ap € Z,a, €40, ...,9} prok > 1} ,
kde ke kazdému nq € N existuje n > n, takové, Ze a,, # 9.
Mnozina realnych Cisel je tedy zavedena jako mnozZina vSech

desetinnych rozvojd, které nejsou zakonéeny samymi devitkami
— jinak by napf. ¢islo 1 mélo dva rlizné rozvoje,

1.000. .. a 0.999...,

a jeho vyjadreni by nebylo jednoznacné:

9 9 9 9 9 1
T L

= == .- =1.
10 ' 100 ' 1000 10" 10 1-1/10
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Racionalni Cisla pfedstavuji pouze periodické desetinné roz-
voje, kde existuje ny € N a k € N takové, Ze pro kazdé pfirozené
n > ng je a,ix = a, (jistd skupina Cisel se neustale opakuje).
Cisla, ktera neodpovidaji periodickym desetinnym rozvojiim, se
nazyvaji iracionalni ¢isla.

Uspofadani na mnoziné R.

Rekneme, Ze realné &islo

r=T9.L1X2...Tp-1TpLpt1 - - -
je mensi nez realné Cislo

Y="Yo-1Yy2 .. -Yn—1YnYn+1---,

piSeme = < y, pravé tehdy, kdyz existuje n € N, takové, ze
T =Y Prok <nax, <y,.

Chceme-li vyjadfit, Ze a < b nebo a = b, piSeme a < b; je-lia > b
nebo a = b, piSeme a > b.

Realna Cisla a > 0 se nazyvaji kladna cisla, a < 0 zaporna Cisla,
a > 0 nezaporna ¢isla a a < 0 nekladna c¢isla.

17



Vlastnosti usporadani

O Pro kazda dvé realna ¢isla a, b plati pravé jeden ze vztahU:
a < b, a = b, a > b.
O Pro kazda tfi realna Cisla a, b, c plati:
e Je-lia <bazarovenb < ¢, pak a < c.
e Je-lia<b paka+c<b+ec.

e Je-lia < bazaroven c > 0, pak ac < be.

0 Pro kazda cCtyti realna Cisla a, b, ¢, d plati:
e Je-lia < bazaroven c <0, pak ac > be.
e Je-lia<bazarovenc<d,paka+c>0b+d.
e Je-li0<a<bazaroven 0 < c < d, pak ac < bd.

e Jeli0<a<b pakl/a<1/b.
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Geometricka reprezentace mnoziny realnych cisel

Reéln4 cCisla jsme zvykli znazorfiovat pomoci ¢iselné osy. To
nam umoznuje nasleduijici tvrzeni:

Tvrzeni 1. Existuje zobrazeni mnoziny R na pfimku, které ma
tyto vlastnosti:

e Je vzajemné jednoznacné, tj. obrazem kazdého realného
Cisla je prave jeden bod pfimky a naopak, kazdy bod pfimky
je obrazem praveé jednoho realného cisla.

e Jsou-lia, b, clibovolna realna Cisla, pro kteraplatia < b < ¢,
pak obraz Cisla b leZi na pfimce mezi obrazy Cisel a, c.
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Grafické znazornéni realnych cisel na Ciselné ose

Zvolme pfimku x a na ni dva réizné body, z nichz jeden prohlasime
za obraz Cisla 0, oznaCime jej stejnym symbolem a nazveme jej
pocatkem, druhy zvolime za obraz Cisla 1, ozna¢ime jej rovnéz
symbolem 1 a nazveme jej jednotkovym bodem. Pfimce = se

pak fika Ciselna osa; jeji poloha se obvykle voli vodorovna a bod
1 se na ni voli vpravo od pocéatku 0.

Kazdému realnému Cislu a se na Ciselné ose pfifazuje bod zvany
obraz Cisla a, ktery budeme znacit stejné. Kladné cislo a se
pfitom zobrazuje na polopfimku '01’ tak, Ze vzdalenost obrazu od
pocatku je rovna €islu a (tj. a krat velikost jednotkové Usecky '01),
obraz zaporného Cisla b lezi na polopfimce opacné k polopfimce
'01’" a jeho vzdalenost od pocatku O je rovna Cislu —b. Polopfimka
'01’ se proto nazyva kladna poloosa (obvykle je opatfena Sip-
kou), polopfimka opacna k polopfimce '01’ se nazyva zaporna
poloosa. Pro jednoduchost se o realnych Cislech ¢asto hovofi
pfimo jako o bodech Ciselné osy.
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Absolutni hodnota realného ¢isla a je definovana takto:

a, Je-i a>0,

la| =
—a, je-li a<DO.
|b|=]-a|=|a] |a
~ " ~ > ~ R
=—a<0 0 1 a>0

Absolutni hodnota nezaporného cisla je tedy dané cislo samo,
absolutni hodnota zaporného cisla je Cislo k nému opacné.
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Vzdalenost realnych Cisel
Uvédomme si, Ze pro libovolna z, y, z € R plati:
1. |z —y| >0,
2. [x—y|=0<=x =y,
3. |z —z| <|x—y|+ |y — 2| (trojuhelnikov& nerovnost).

V grafickém znazornéni realnych €isel na €iselné ose predstavuje
absolutni hodnota |a | vzdalenost obrazu cisla a od pocatku;
|a — b| pak pfedstavuje vzdalenost obraz( ¢isel a, b.

Obecné bychom mohli vzdalenost dvou realnych Cisel zavést
jako libovolnou funkci p : R x R — R spliujici podminky 1.-3.
Nebude-li vSak Fe€eno jinak, budeme vzdalenosti rozumét abso-
lutni hodnotu.
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RozSifeni mnoZiny realnych Cisel 0 +oo a —oo

Mnohdy je vyhodné rozSifit mnozinu realnych €isel o dva symboly,
+00 a —oo, pro které plati: —co < & < 400 pro kazdé » € R.
Takto rozSifenou mnoZinu budeme znacit jako R* a pfirozené na
ni rozSifime nékteré algebraické operace:

‘j:oo|:+oo, +o00+ 2 = Focoprokazdé r € R,
+00 + (400) = 400, —00 — (—00) = —00,
x - (£o0) = £o00 pro kazdé = > 0,

x - (£00) = Foo prokazdé = < 0,

+ +
;.O:iooprox>0, ﬁz:FOOpf0$<0,
x x

x

— =0 eR.

T pro x

Nelze definovat: +oo + (—o0), 0-(£o0), 0/0, =oo/£o0.

23



Interval je podmnoZina mnoziny vSech realnych Cisel, ktera se
na Ciselné ose zobrazi jako UsecCka, polopfimka nebo pfimka, pfi-
c¢emz krajni body Usecky a pocatecni bod polopfimky k ni mohou,

ale nemusi patfit.

[J Interval omezeny (na Ciselné ose znazornén tseckou)

[0 Uzavieny: (a,b) = {r e Rja < x < b}

[0 Polouzavieny:

(a,b) ={x € Rja <z < b}, (a,b) ={r € Rja <z < b}

C'L b T a l; T

[0 Otevieny: (a,b) ={xr e Rja <z < b}

O
O

a b T
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[1 Neomezeny (znazornén pfimkou nebo polopfimkou)
0 Neomezeny zprava:

(a,+00) ={z € Ryx > a}, (a,+00) ={z € Rjx > a}

[0 Neomezeny zleva:

(—00,b) = {x € Rjx < b}, (—00,b) = {x € Rz < b}

[0 Oboustranné neomezeny: (—oo,+00) =R
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1.2.5 Mnozina komplexnich ¢isel

C={..,-2-10,1,2, ...}

Rovnice z? + 1 = 0 nema v mnoZiné R feSeni. Snaha o vytvo-
feni takového oboru Cisel, v némz by kazda algebraicka rovnice
meéla feSeni, vedla k vytvofeni mnoziny komplexnich Cisel, kterou
budeme znacit symbolem C.

Mnozinu realnych Cisel R rozSifime na mnozinu komplexnich €i-
sel C takto. Nejdfive pfidame k mnoziné R Cislo, které budeme
znacit ¢ a které definujeme pozadavkem, aby splhovalo rovnost
i2 = —1. Cislo i budeme nazyvat imaginarnijednotkou. Pak pFi-
dame vSechna Cisla tvaru x + iy, kde z, y jsou realna Cisla a i je
imaginarni jednotka. Takto utvofena Cisla budeme nazyvat kom-
plexnimi &isly. Cislo = nazyvame realnou ¢asti komplexniho
Cisla z = = + iy a znaCime je Rz; Cislo y nazyvame imaginarni
casti komplexniho €isla z = = + iy a znaCime je $z. Komplexni
Cislo, jehoz realna Cast je rovna nule, nazyvame ryze imaginar-
nim ¢&islem. Cislem komplexné& sdruzenym ke komplexnimu
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Cislu z = = + iy nazyvame Cislo z = x — iy. (Reélné Casti obou
Cisel jsou si rovny, imaginarni se liSi ve znaménku.)

Rovnost dvou komplexnich Cisel se definuje tak, Ze dvé kom-
plexni €isla jsou sirovna prave tehdy, kdyZ se rovnaji jejich realné
i jejich imaginarni casti.

Pro imaginarni jednotku zfejmeé plati rovnosti

=1, R = R S — ) keZ.  (L2)

) Y

Kazdé komplexni €islo z = x + iy je jednoznacné urfeno uspo-
fadanou dvojici realnych Cisel (z,y). Tato dvojice urCuje v roviné
R? s kartézskou soustavou soufadnic praveé jeden bod, ktery ma
soufadnice (z,y). Také obracené, kazdé usporadané dvojici (z, y)
soufadnic néjakého bodu roviny R? mliZzeme pfitadit pravé jedno
komplexni Cislo z = x + iy. Dostali jsme tak vzajemné jedno-
znacny vztah mezi rovinou R? a mnozinou komplexnich ¢isel C.
Budeme proto i komplexni Cisla chapat jako body v roviné a tuto
rovinu budeme nazyvat rovinou komplexnich cisel, nebo také
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komplexnirovinou C. Pfimku
{zeC|S2z=0}, resp. {ze€C|Rz=0}

nazyvame realnou, resp. imaginarni osou komplexni roviny C.

y=7z A
VN S . Z=XxXTt1y
2,/ |
® x=Rz
| >
O X
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Modul komplexniho Cisla
Cislo

2| = V2Z = /22 + 2 (1.3)

je tzv. modul (absolutni hodnota) komplexniho €isla z = z + uy.
Zfejmé je |z| € (0,00). Kazdé komplexni Cislo, jehoZz modul je
roven 1, se nazyva komplexni jednotka.

Hlavni hodnota argumentu

DuleZitou roli v celé analyze komplexni proménné ma velikost
orientovaného Ghlu, ktery svira kladna realna poloosa a privodic
bodu = # 0 v komplexni roviné. Toto Cislo se obvykle znaci sym-
bolem ¢ a zpravidla se poZaduje, aby leZelo v intervalu (—m, 7).
Tento Uhel ¢, ktery je pfifazen kazdému nenulovému komplex-
nimu ¢islu z, nazyvame hlavni hodnota argumentu komplex-
niho Cisla z. Nékdy se misto intervalu (—, 7) voli interval (0, 27).
Pro hlavni hodnotu ¢ argumentu komplexniho Cisla z se pou-
Ziva oznaceni arg z. JelikoZ kazdému nenulovému komplexnimu
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Cislu z je pfifazena prave jedna hlavni hodnota argumentu arg z,
mlzeme arg z chapat jako realnou funkci komplexni proménné,
definovanou na mnoziné C \ {0}, nebo také jako realnou funkci
dvou realnych proménnych. Explicitné ji miZeme definovat pfed-
pisem:

7 4 arctg ¥ provsSechna z <0,y >0,

provSechna =0,y >0,

B

argz = { arctg ¥ provSechna z >0,y € R, (1.4)

|
vl

provSechna z =0,y <0,

—7 + arctg ¥ provSechna z <0,y <0.

Pomoci hlavni hodnoty arg 2 nenulového komplexniho €isla ma-
Zeme definovat nekonec¢né mnoho dalSich hodnot argumentu to-
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hoto Cisla z, a to pfedpisem

Arg,z =argz +2kr, k€ Z. (1.5)

Zfejmé Arg,z € ((2k — 1)m, (2k + 1)m) a Arg,z = argz. Takto
definované funkce Arg .z, jejichZz definicnim oborem je C \ {0},
nazyvame jednoznacnymi vétvemi argumentu. Funkce arg z
se nazyva hlavni vétev argumentu.

Zapis komplexnich ¢isel
Kazdé komplexni €islo z # 0 Ize zapsat pravé jednim zplisobem
v jeho tzv. kartézském (algebraickém) tvaru

z=x+ 1 (1.6)

nebo v tzv. goniometrickém (polarnim) tvaru

z = |z|(cos ¢ + isin p) = |z| cosp + i|z|sin . (1.7)
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Z goniometrického tvaru komplexniho €isla = plynou rovnosti

coswzizL sinwzizL. (1.8)

ERRVzar) BN

Uvedeme jesté tfeti, tzv. exponencialni tvar komplexniho Cisla
2 = |Z|67@ , (19)

kde komplexni funkci realné proménné ¢ definujeme pomoci
tzv. Eulerova vztahu

e’ =cosp+ising, ¢cR. (1.10)
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O Priklad
Vyjadfeme komplexni &islo z = 1 + i1/3 v goniometrickém a ex-
ponencialnim tvaru.

Reseni. Nejdfive vypo&teme modul |z| a hlavni hodnotu argu-
mentu ¢ = arg z. Podle (1.3) je |z| = v/1+ 3 = 2. Pro hodnotu ¢
podle (1.8) musi platit

1 3
cosgpzi, singpzT, —T<ep<T.

Odtud dostavame ¢ = «/3. Podle (1.7) goniometricky tvar kom-
plexniho Cisla z je
TSR
Zz = COS — 781m — ) .
3 3
Podobné podle (1.9) pro exponencialni tvar komplexniho Cisla =
plati

z=2e"/3,
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PocCetni operace s komplexnimi Cisly

Necht z = z +iy a w = u +iv jsou dvé komplexni Cisla. Pak jejich
soucet, rozdil, soucin a podil definujeme vztahy:

z+w=(x+iy)+ (ut+iv)=(x+u)+i(y+v)

z—w=(z+iy) — (u+iw)=(r—u)+ily —v)

2w = (x + 1y)(u +iv) = (xu — yv) + i(zv + yu) (1.12)

z _xw+iy (z+iy)(lu—) zutyv yu-—2v

w  utiv  (utw)(u—iv) u24 02 Y@yt

Slovy mlizeme operace s komplexnimi isly popsat takto.
Scitani a odcitani je nejvyhodnéjsi ve tvaru kartézském. Se-
cteme, resp. odeCteme realné Casti a seCteme, resp. odeCteme
imaginarni ¢asti.
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Nasobeni komplexnich Cisel v kartézském tvaru provadime jako
nasobeni dvojclenu dvojClenem, v goniometrickém a exponenci-
alnim tvaru se vynasobi moduly a sc€itaji argumenty:

z = |z|(cos p +ising) = |z, w = |w|(cosy + isiny) = |w|e™
2w = |z e w]e™ = |z||w|e®e™ = |z||w|(cos p+i sin @) (cos Y+isin ) =
= |z]|w|[(cos ¢ cos 1 — sin @ sin 1) + i(cos psin 1) + sin p cos )| =

Tedy

w = |2||w] [ cos(p + 1) + isin(p + )] = |2]|w]|e TV (1.12)

Soucasné jsme ukazali, Ze plati rovnost
e e — oilety) (1.13)
Odtud indukci pro kazdé pfirozené n plyne

(e?)" = em?. (1.14)
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Déleni komplexnich Cisel v kartézském tvaru pro w # 0 provadime tak,
ze zlomek rozS8ifime Cislem komplexné sdruzenym ke jmenovateli. V
goniometrickém a exponencialnim tvaru se déli moduly a argumenty se
odecitaji:

z = |z|(cos @ + isinp) = |z, w = |w|(costp + isinth) = |w|e?,

z  |z|(cosp+ising)  |z[(cosp +ising)(cosy —isingp)
w |w|(cost) +ising)  |w|(costp +isine)(cos) —isine))

2 — ol — ) pisinlp - ) = T V. (wag)

Moivreova véta
Z Eulerova vztahu

e =cosp+ising, ¢eR, (1.16)
plyne

(24 e7) s = (- e ). @)

N |

cosp =
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Umocnime-li obé strany rovnosti (1.16) na Cislo n, dostaneme rovnost
(cosp + isin )" = (e™¥)".
ProtoZe (e'#)" = e¥, plati tzv. Moivreova véta:

cos p +isiny)"” = cosnp + isinny, 18
(1.18)

Jestlize
2 = 2] PH2RT) — 12| (cos(p + 2km) + isin(p + 2k)),

pak pomoci Moivreovy véty dostavame:

( W (Cos @H2hT 4 jsin ‘P+2k”)>n =

= |z|(cos(p + 2km) + isin(p + 2km)) =

prok=0,1,2,...,n—1.
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Je tedy pfirozené prohlasit kazdé z n Cisel

(Z)y = ¥/ (cos ET 4 sin 24287
(1.19)

zan-tou odmocninu komplexniho Cisla z. PovSimnéte si, Ze pron = 2
arealna z > 0 odpovida (/z ), = (/2 ), obvyklé definici druhé odmoc-
niny v oboru realnych ¢isel. Podrobnéjsi rozbor a zdlvodnéni definice
n-té odmocniny bude dano ve druhé kapitole pfi studiu zobrazeni v

komplexni roviné.
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0 Priklad. Mame najit vdechna feseni algebraické rovnice 26 — 8 = 0.
Reseni. Uloha je ekvivalentni s Glohou najit hodnoty v&ech $estych
odmocnin €isla 8. Podle (1.19) je

2km 2k
(%)k = (6 8(cosO—|—isin0)k = \/§<c056+zsin6> , k=0,1,2,3,

Odtud dostavame hledané odmocniny

(V8), = v2(cos0 + isin0) = V2
(V8), = V2(cos(n/3) + isin(x/3)) = V2(1/2+iV3/2),
(V8), = V2(cos(2m/3) + isin(2m/3)) = V2(-1/2+iV3/2),
(V8), = V2(cosm + isinT) = —V2,
(V8), = V2(cos(4r/3) + isin(4n/3)) = —v2(1/2+iv3/2),
(V8), = V2(cos(5m/3) + isin(57/3)) = v2(1/2—iV3/2).

ReSenimi dané rovnice je tedy mnoZina komplexnich &isel

{f\f\f\f\f\f\f\f\f\f}

H I R R S B
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7 wr

Pro komplexni Cisla plati uziteCné nerovnosti, které budeme pou-
Zivat v dalSim textu. Z definice modulu komplexniho Cisla plynou
nerovnosti

—lz| <Rz < 2|, —|2] <32 < 2l (1.20)
Ztejmé plati
21+ 20* = (21 + 22) (31 + Z2) = |21* + |22)* + 2R(2172), (1.21)

|21 = 2 = (21 — 22) (21 — Z2) = |21 + [ 2]* = 2R(017).  (1.22)

Z nerovnosti (1.20) plyne R(21z2) < |z ||Z2| @ z pfedchozich dvou
nerovnosti plynou nerovnosti

|21 + 22| < 21| + 22|, 21 — 22| 2 ||| = |22]|- (1.23)

V geometrické interpretaci prfedstavuji nerovnosti (1.23) znamé
podminky pro konstrukci trojuhelnika ze tfi zadanych Usecek:
soucet délek dvou stran nemUze byt mensi neZ strana tfeti a
velikost rozdilu délek dvou stran nemUze byt vétSi nez strana
treti.
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1.2.6 Mnoziny realnych cCisel a jejich vlastnosti

Mnozina M C R se nazyva
[0 shora omezena, jestlize existuje H € R takové, zZe
pro kazdé = € M plati nerovnost = < H;

[0 zdolaomezena, jestlize existuje D € R takové, Ze pro
kazdé = € M plati nerovnost = > D;

[0 omezena, je-li omezena shora i zdola.

Cislo H se nazyva horni odhad mnoZiny M, &islo D se
nazyva dolni odhad mnoziny M.
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Necht M c R. Cislo S € R, pro které plati:
1. prokazdé z € M jex < S,
2. pro kazdé S’ < S existuje z € M takoveé, ze x > 5,

se nazyva supremum mnoziny M.

Supremum mnozZziny je tedy jeji nejmensi horni odhad.

M R

e
=
)
ol

Poznamka. Prvni podminka fik4, Ze S je horni odhad, druha
podminka fika, Ze je ze vSech hornich odhadll nejmenst, tj. Zadné
Cislo S” mensi nez supremum neni hornim odhadem. Supremum
S nemusi byt prvkem mnoziny M.
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Necht M c R. Cislo s € R, pro které plati
1. prokazdé z € M je x > s,
2. pro kazdé s’ > s existuje x € M takové, ze x < ¢/,

se nazyva infimum mnoziny M.
Infimum mnoziny je tedy jeji nejmensi horni odhad.

R M
@
D s X s’

Poznamka. Prvni podminka fika, Ze s je dolni odhad, druha pod-
minka fika, Ze je ze vSech dolnich odhadl nejvétsi, tj. Zadné Cislo
s’ vétsi nez infimum neni dolnim odhadem. Infimum s nemusi byt
prvkem mnoziny M.
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Véta o supremu a infimu v R

1. Pro kazdou neprazdnou shora omezenou mnozinu
M C R existuje pravé jedno supremum S € R.

2. Pro kazdou neprazdnou zdola omezenou mnozinu
M C R existuje pravé jedno infimum s € R.

Poznamka. PovSimnéme si, ze v mnoziné racionalnich c¢isel
uvedena véta neplati. Staci uvazovat

M={qeQ; ¢<2}.

V redlném oboru by bylo supremum +/2, infimum —v/2,
tato Cisla vSak nejsou racionalni.
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Necht ¢ > 0. Okolim bodu a € R se nazyva mnozina U.(a)
vSech bodl = € R, jejichZ vzdalenost od bodu a je mensi
nez e, .

U(a) ={z €R; |z —a| <e}.
Prstencovym okolim bodu « € R se nazyva mnoZina
Pe(a) = Ue(a) \ {a}, 1.

P(a)={zeR; 0<|z—a|<e}.

wea| YD |x—al

L \ L e\ \
\ ® . 7 \ ®

7
a—¢ X a a+e¢ a—-¢&¢ X a a+e
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Pro ¢ > 0 definujeme okoli bodu +oco jako
1
U.(+00) = {x ER; z> g} U {+o0}
a okoli bodu —oc jako

1
U.(—o0) = {x eER; x < —g} U{—o0}.
Prstencova okoli se definuji bez bodl +oo:

1
Pe(—i—oo):{a:E]R; :z:>g} ,

P.(—o00) = {xeR; x < —1} .

3
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Uvazujme mnozinu M C R. Bod a se nazyva

O

O

vnitfni bod mnoziny M, existuje-li okoli U.(a) C M.

vneéjSi bod mnoZiny M, existuje-li okoli U.(a) takoveé,
ze U.(a)N M = 0.

hrani¢ni bod mnoZziny M ma-li kazdé jeho okoli U.(a)
neprazdny prinik jak s mnoZinou M tak jejim doplitkem
MC =R\ M.

M M°=RAM
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Mnozina M C R se nazyva

[0 oteviena prave tehdy, kdyz je kazdy jeji bod jejim vnitf-
nim bodem.

[0 uzaviena pravé tehdy, kdyz je jeji doplnék M = R\ M
oteviena mnozina.

O Priklad 1.2.

M, — oteviena M, — uzavrena M5 neni oteviena ani uzaviena
—0 oO—O0—0— —@ *—0—0— —O——O0—0—0—
-1 2 3 5 -1 2 3 5 -1 2 3 5

o M =(—1,2)U(3,5) je oteviena mnozina.
e M =(—1,2)U(3,5) je uzaviend mnoZzina.

e M = (—1,2)U(3,5) neni oteviena ani uzaviena.
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Mnozina vSech vnitfnich bodl mnoZiny M se nazyva
vnitfek mnoziny M a znaci se M°.

Uzavérem mnoziny M nazyvame doplnék ke vnitiku
doplitku mnoZiny M a znagime jej M, t. M = R\ (R\ M)°.

Hranici mnoZiny M nazyvame mnozinu vSech jejich
hrani¢nich bodl a zna¢ime ji OM.

O Priklad 1.3.

UvaZujme M = (—1,2) U (3,5) .
o M°=(-1,2)U(3,5),
o M =(-1,2)U(3,5),

o OM ={-1,2,3,5}.
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Bod = se nazyva
0 hromadny bod mnoziny M pravé tehdy, kdyz pro
kazdé jeho prstencoveé okoli P.(x) je M N P.(x) # 0.
[0 izolovany bod mnoziny M prave tehdy, kdyz existuje
prstencové okoli P.(x) takové, ze M N P.(x) = .

O Priklad 1.4.

M=(-1,2) U {4}

hromadny bod: libololné xe {-1,2) izolovany bod: 4
O O ®
-1 2 4

Uzaviend a omezend mnozina M C R se nazyva
kompaktni.
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