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10.1 Nevlastnı́ Riemannův integrál

Definice 1. Necht’ a < b a pro každé y ∈ (a, b) existuje Rie-

mannův integrál
∫ y

a

f(x) dx. Jestliže existuje vlastnı́ limita

lim
y→b−

∫ y

a

f(x) dx ,

nazveme ji nevlastnı́m (nebo zobecněným) Riemanno-
vým integrálem funkce f(x) od bodu a do bodu b, a
řekneme, že nevlastnı́ integrál je konvergentnı́. V přı́padě,
že je výše uvedená limita nevlastnı́ nebo neexistuje, řı́káme,
že integrál diverguje. Nevlastnı́ Riemannův integrál funkce
f(x) od a do b značı́me opět

∫ b

a
f(x) dx.
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Podle definice je tedy

b∫
a

f(x) dx = lim
y→b−

∫ y

a

f(x) dx. (10.1)

O tomto integrálu řı́káme, že je nevlastnı́ vlivem integrandu.
Bod b, v jehož každém okolı́ je integrand neomezený, se nazývá
singulárnı́m bodem integrandu nebo nevlastnı́ho integrálu. Uve-
dená rovnost platı́ i tehdy, když integrál vlevo existuje jako vlastnı́
Riemannův integrál. Proto můžeme bez obav použı́vat pro ne-
vlastnı́ integrály totéž označenı́ jako pro integrály vlastnı́.

Nevlastnı́ integrál pro funkce, jejichž jediným singulárnı́m bodem
je bod a, tj. dolnı́ integračnı́ mez, definujeme analogicky:

b∫
a

f(x) dx = lim
x→a+

b∫
x

f(x) dx. (10.2)

Jsou-li oba krajnı́ body a, b integračnı́ho oboru jedinými singu-
lárnı́mi body integrálu

∫ b

a
f(x) dx, pak rozdělı́me integračnı́ obor

nějakým bodem c ∈ (a, b) a vyšetřujeme integrály
∫ c

a
f(x) dx a
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∫ b

c
f(x) dx. Podobně, je-li některý bod c ∈ (a, b) singulárnı́m bo-

dem integrálu
∫ b

a
f(x) dx, uvažujeme každý z integrálů

∫ c

a
f(x) dx

a
∫ b

c
f(x) dx zvlášt’.

10.1.1 Newton–Leibnizova formule pro nevlastnı́
integrály

Věta. Předpokládejme, že integrál I =
b∫

a

f(x) dx má jediný singu-

lárnı́ bod a, že existujı́ vlastnı́ integrály
∫ b

x
f(x) dx pro x ∈ (a, b) a

že funkce f má primitivnı́ funkci F v intervalu (a, b〉. Konverguje-li
integrál I, pak platı́:

b∫
a

f(x) dx = F (b)− lim
x→a+

F (x). (10.3)

Analogicky v přı́padě, že jediným singulárnı́m bodem je b.
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10.1.2 Srovnávacı́ kritérium konvergence integrálu

Věta. Necht’ funkce f, g jsou definovány v intervalu (a, b) a necht’
0 ≤ f(x) ≤ g(x) pro každé x ∈ (a, b). Necht’ existujı́ vlastnı́ in-
tegrály

∫ b

α
f(x) dx,

∫ b

α
g(x) dx pro každé α ∈ (a, b). Potom platı́

následujı́cı́ dvě tvrzenı́.

1. Konverguje-li integrál
∫ b

a
g(x) dx, konverguje také integrál∫ b

a
f(x) dx.

2. Diverguje-li integrál
∫ b

a
f(x) dx, diverguje také integrál

∫ b

a
g(x) dx.

Funkce f , resp. integrál
∫ b

a
f(x) dx ve srovnávacı́m kritériu se

nazývá minorantnı́ funkce, resp. minorantnı́ integrál. Funkce
g, resp. integrál

∫ b

a
g(x) dx se nazývá majorantnı́ funkce, resp.

majorantnı́ integrál.

5



10.1.3 Absolutně konvergentnı́ integrály

Definice 2. Jestliže existujı́ nevlastnı́ Riemannovy integrály∫ b

a

f(x) dx a
∫ b

a

∣∣f(x)∣∣ dx, nazýváme integrál
∫ b

a

f(x) dx

absolutně konvergentnı́.

Jestliže integrál
∫ b

a

f(x) dx konverguje a integrál∫ b

a

∣∣f(x)∣∣ dx diverguje, řı́káme, že integrál
∫ b

a

f(x) dx

je neabsolutně konvergentnı́.

Ze srovnávacı́ho kritéria bezprostředně plyne následujı́cı́ tvrzenı́.

Věta. Necht’ funkce f je definovaná v intervalu (a, b〉, necht’ exis-
tuje integrál

∫ b

α
f(x) dx pro každé α ∈ (a, b). Necht’ konverguje

integrál
∫ b

a
|f(x)| dx. Potom konverguje i integrál

∫ b

a
f(x) dx.
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10.1.4 Integrály nevlastnı́ vlivem mezı́

Definice 3. Necht’ pro každé y > a existuje Riemannův

integrál
∫ y

a

f(x) dx. Jestliže existuje konečná limita

lim
y→+∞

∫ y

a

f(x) dx =
∫ +∞

a

f(x) dx,

nazýváme ji nevlastnı́m (nebo zobecněným) Riemanno-
vým integrálem.

Necht’ pro každé y < a existuje Riemannův integrál∫ a

y

f(x) dx. Jestliže existuje konečná limita

lim
y→−∞

∫ a

y

f(x) dx =
∫ a

−∞
f(x) dx,

nazýváme ji nevlastnı́m (nebo zobecněným) Riemanno-
vým integrálem.
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Definice 4. Necht’ funkce f má vlastnı́ Riemannův integrál
přes libovolný omezený interval (x, y) a necht’ c ∈ R. Řı́-
káme, že nevlastnı́ Riemannův integrál I funkce f od−∞
do ∞ konverguje právě tehdy, když konvergujı́ integrály∫ c

−∞ f(x) dx a
∫∞

c
f(x) dx. Integrál I značı́me

∫∞
−∞ f(x) dx a

definujeme

∞∫
−∞

f(x) dx =
c∫

−∞
f(x) dx+

∞∫
c

f(x) dx.

Lze ukázat, že konvergence ani hodnota integrálu
∫∞
−∞ f(x) dx

nezávisı́ na volbě bodu c ∈ R.
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10.1.5 Absolutně konvergentnı́ integrály

Definice 5. Jestliže existujı́ nevlastnı́ Riemannovy integrály∫∞
a

f(x) dx a
∫∞

a
|f(x)| dx, nazýváme integrál

∫ b

a

f(x) dx

absolutně konvergentnı́.
Jestliže integrál

∫∞
a

f(x) dx konverguje a integrál∫∞
a
|f(x)| dx diverguje, řı́káme, že integrál

∫∞
a

f(x) dx
je neabsolutně konvergentnı́.

Věta. Necht’ funkce f je definovaná v intervalu (a,∞) a necht’
existuje vlastnı́ Riemannův integrál

∫ y

a
f(x) dx pro každé y ∈

(a,∞). Necht’ konverguje integrál
∫∞

a
|f(x)| dx. Potom konver-

guje také integrál
∫∞

a
f(x) dx. Avšak z konvergence integrálu∫∞

a
f(x) dx neplyne konvergence integrálu

∫∞
a
|f(x)| dx.
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10.1.6 Nutná podmı́nka konvergence

Věta. Necht’ existuje vlastnı́ integrál
∫ b

a
f(x) dx pro každé b > a a

necht’ existuje vlastnı́ nebo nevlastnı́ limita
lim

x→∞
f(x) 6= 0. Pak integrál

∫∞
a

f(x) dx diverguje.

10.1.7 Srovnávacı́ kritérium

Věta. Necht’ jsou funkce f, g definovány v intervalu (a,∞), necht’
0 ≤ f(x) ≤ g(x) pro každé x ∈ (a,∞). Necht’ existujı́ vlastnı́
integrály

∫ β

a
f(x) dx,

∫ β

a
g(x) dx pro každé β ∈ (a,∞). Potom platı́

následujı́cı́ dvě tvrzenı́.

1. Konverguje-li integrál
∫∞

a
g(x) dx, konverguje i integrál

∫∞
a

f(x) dx.

2. Diverguje-li integrál
∫∞

a
f(x) dx, diverguje i integrál∫∞

a
g(x) dx.
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