PREDNASKA 12

MATICE
A DETERMINANTY



12.1 Matice — zakladni pojmy

Matice A realnych nebo komplexnich Cisel je zadana tim,
Ze je zadano m x n realnych nebo komplexnich cisel a,.,,
kde index r, resp. s probiha pfirozena €isla od 1 do m, resp.
od 1 do n. Cisla a,, se nazyvaji prvky matice A. Matici A
s prvky a,, zapisujeme ve tvaru

ai, Qi2, -, dip
a1 22 ce az

A= ’ ’ N I (12.1)
m1, Qm2, 5 Qmn

nebo strucngji

=dbgocog

Je-li z kontextu jasné, jakych hodnot nabyvaji indexy r a s, pou-
Zivame také zapis (a,s). Zapis (12.1) vede k tomu, nazyvat index
r, resp. s radkovym, resp. sloupcovym indexem matice A.



Uspofadanou n-tici, resp. usporadanou m-tici ¢isel a,., s konstant-
nim fadkovym indexem r, resp. sloupcovym indexem s nazyvame
r-tym fadkem, resp. s-tym sloupcem matice A.

Usporadanou dvoijici pfirozenych cisel (m,n), kde m je pocCet
radkd a n je pocet sloupcll matice A, nazyvame typem matice
A. Je-li m = n, fikhme, Ze matice A je Ctvercova. Je-li m # n,
fikame, Ze matice A je obdélnikova.

Radky, resp. sloupce matice A typu (m, n) miiZeme povaZovat za

n-slozkové, resp. m slozkové aritmetické vektory. Mluvime proto

o nich jako o fadkovych, resp. sloupcovych vektorech matice

A achapeme je jako prvky prislusnych vektorovych prostord arit-

metickych vektord.

Prvky a,., r = 1,2,... k, kde k = min{m,n}, nazyvame diago-

nalnimi prvky matice A. Uspofadanou k-tici Cisel (a11, aga, - . ., agk)
nazyvame diagonalou matice A. Prvky a,, pro r < s nazyvame

naddiagonalnimi a pro r > s poddiagonalnimi prvky matice A.

Matice A a B jsou sirovny prave tehdy, kdyz maji obé stejny typ
a na stejnych mistech stejné prvky.



Jsou-li vSechny prvky matice A = (a,,) typu (m,n) nulové, pak
fikame, Ze A je nulova matice a znac¢ime ji 0,,,,, hebo prosté 0.
Jsou-li vSechny nediagonalni prvky matice A nulové, tj. a,s = 0
pro r # s, pak fikame, Zze A je diagonalni matice. Uvédomme
si, Ze diagonalni matice nemusi byt ¢tvercova. Je-li A Ctvercova
diagonalni matice a vSechny diagonalni prvky jsou 1, pak fikame,
Ze A je jednotkova matice a znacime ji E,,, nebo prosté E.
Jsou-li vSechny naddiagonalni, resp. poddiagonalni prvky matice
A nulové, pak fikame, Ze matice A je dolni, resp. horni troja-
helnikova.

Je-li A = (a,5), pak matice —A = (—a,;) Se nazyva matice
opacna k matici A.

Je-li A = (a,s) matice typu (m,n), pak matici B = (b,5) typu
(n,m), pro jejiz prvky plati

by =ag, r=12,....,n,s=1,2...,m, (12.2)

nazyvame matici transponovanou k matici A a zna¢ime ji AT,
Matice transponovana k matici A tedy vznikne "pfeklopenim” ma-



tice A kolem jeji diagonaly. Napf. matice transponovana k matici

2, 3 1
A: ) Y
(5, 8, —2)

je matice
2, b
AT=1| 3, 8
1, -2

Z defini¢niho vztahu (12.2) je vidét, Ze pro libovolnou matici A
plati
(AT = A.

Ctvercova matice A = (a,,) Se nazyva symetricka pravé tehdy,
kdyz AT = A, tj. pravé tehdy, kdyzZ a,, = a, pro vSechna r,s.
Pfikladem symetrické matice je napf. matice

1, 3, 2
A=1[3 o0 -1
2, -1, 5



Ctvercova matice A = (ars) Se nazyva antisymetricka pravé
tehdy, kdyz a,, = —a,,. pro vSechna r, s. Pro diagonalni prvky pak
plati a,, = —a,.., atedy vSechny diagonalni prvky musi byt nulové.
Prikladem antisymetrické matice je napf.

0, 3, 2
A=| -3 0, -1
2,1, 0



12.1.1 Linearnioperace s maticemi

Definice 1. S¢itani matic. Necht A = (a,s), B = (b,5) jsou
matice t€hoz typu (m,n). Souc¢tem matic A a B nazyvame
matici C = (¢,s) typu (m, n), definovanou vztahem

Crs = Qs+ b, T=12....m,s=12....,n. (12.3)
Soucet matic A a B zapisujeme A + B.

Zfejmeé pro
A 2, 0, 3 . B- 1, 1, O
-1, 1, 4 1, -2, -3

3 1, 3
A+B= ’ ’ .
+ (0, -1, 1)

je

Protoze soucet matic je definovan vztahem (12.3) pomoci jejich
prvk{, a tedy Gisel, plyne z komutativnosti a asociativnosti s¢itani



Cisel také tataz vlastnost pro sc¢itani matic. Tedy, jsou-li A, B, C
matice téhoz typu, pak plati rovnosti

A+B=B+A, (12.4)
A+B+C)=(A+B)+C. (12.5)

Je-li A libovolna matice typu (m,n), O nulova matice téhoz typu
a —A matice opacna k matici A, pak plati

A+0=0+A=A, (12.6)
+(-A)=(-A)+A=0. (22.7)
Snadno se rovnéz oveéri, ze

(A+B)" = AT + BT (12.8)



Definice 2. Nasobeni matice ¢islem. Je-li A = (a,s) ma-
tice typu (m,n) a k je Cislo, pak k-ndsobkem matice A
nazyvame matici C = (c¢,) téhoZz typu, pro jejiz prvky plati

Crs = kang, r=12,....m,s=12...,n. (12.9)

Zfejmeé pro kaZzdou matici A plati

0A =0, (12.10)
(-1)A =—-A. (12.112)
Jsou-li A, B matice téhoz typu, k, h Cisla, pak
k(A +B)=FkA + kB, (12.12)
(k+h)A = kA + hA, (12.13)
k(hA) = (kh)A, (12.14)
1A=A, (12.15)

(kA)" = kAT (12.16)



12.1.2 Priklad

UkaZeme si pouZziti uvedenych rovnosti pfi praci s maticemi.

1, —1
362 4]+18
3, —6
1, —1
1812(2, 4|+
3, —6
9, -2 —2,
=18 (|4, 8 |+[-4
6, —12 —6,

—2,
—4,

2
-8 | =
14
2
-8 —
14
0,
=10,
0,

36

10



12.1.3 Nasobeni matic

Definice 3. Jsou dany matice A = (a,) typu (m,p), B =
(b-s) typu (p,n). Sou€inem matic A a B (v tomto pofadi) je
matice C = (c¢,s) typu (m, n), definovana pfedpisem

p
Crs = a/T'lbls i a7‘2b23 + ...+ arpbps — Z a7'k‘bk‘s (1217)
k=1

provsechnar =1,2,...,m,s =1,2,...,n. SouCin matic A
a B zapisujeme symbolem AB.

Pfipomeneme-li si definicni vztah skalarniho soucinu dvou vek-
torll, vidime, Ze prvek ¢,, soucinu AB dostaneme jako skalarni
soucin r-tého fadku matice A a s-tého sloupce matice B. Tim je
rovnéz objasnéna podminka na typy matic, ktera musi byt spl-
néna, aby soucin byl definovan.

11



Vlastnosti souc¢inu matic. Je-li E jednotkova matice a A, B
libovolné matice, pak plati

EA=A, BE=B, (12.18)

jakmile jsou souciny na levych stranach rovnosti definovany.

Nasobeni matic je asociativni, tj. pro kazdé tfi matice A, B, C
plati
A(BC) = (AB)C, (12.19)

jakmile je soucin definovan.

Nasobeni matic neni komutativni. Pro nulovou matici O a libo-
volné matice A, B plati

0A=0, A0=0, (12.20)

jakmile je soucin na levé strané definovan.

12



Jsou-li A, B, C matice a k Cislo, pak plati

k(AB) = A(kB) = (kA)B,
(A+B)C = AC + BC,
A(B+C)=AB+AC,

(AB)" = BTAT

kdykoliv je alespon jedna strana rovnosti definovana.

(12.21)

(12.22)

(12.23)

(12.24)

Dillkazy prvnich tfi rovnosti jsou zcela elementarni. K diikazu
¢tvrté rovnosti staci si zapsat jednotlivé prvky soucintl na levé a

prave strané a pak je porovnat.

Soucin AB dvou matic mdze byt nulova matice i kdyz obé matice

A, B jsou nenulové:

13



O Priklad. Mame najit soucin matic A a B, kde

A—(?%? ., B=( O Y
1, 1 2, —1
2, 2 -2, 1\ (0,0

Soucin dvou nenulovych matic tedy mdze byt nulova matice.

Reseni.

14



00 Priklad. Necht

1, —1
A:(é’ i) B=| 2 o0
’ -3, 4

Pak soucin AB neni definovan, protoZe typ A je (2,2) atyp B je
(3,2).
Je vSak definovan soucin BA a plati

1, —1
pa—( 2 o) (L 2)-
-3, 4 ’
1-1 + (-1)-3, 1-2 + (-1)-4
= 2-1 + 3, 2.2 + 0-4 | =
(=3)-1 + 3, (-3)-2 + 4-4

15



00 Priklad. Necht

cosx, sinx —cosx, sinx
A_ = 9 B - . Y
sinx, cosx

sinxz, —cosz
pro libovolné realné z. Pak jsou definovany oba souciny AB i BA
a plati

—cos’x +

AB sinz, coszsinz + sinzcosz
—sinxcosr — sinxcosz, sin?

— cos’x

— cos 2z, sin 2x
—sin2x, —cos2x

BA — —C(‘)SQI‘, —sin 2z '
sin 2x, —cos2x

16



12.2 Determinanty

12.2.1 Determinant a jeho vlastnosti

Pfedpokladejme, Ze A je Ctvercova matice. UkaZzeme, jak Ize
kazdé takové matici pFifadit jisté realné €islo, které budeme nazy-
vat determinantem matice A. Nejdfive popiSeme zakladni mys-
lenku na maticich typu (2, 2).

Definice determinantu matice typu (2,2).
Budeme se zabyvat soustavou dvou linearnich algebraickych rov-
nic
anry + appry = by,
G211 + Qgrs = by.

(12.25)

Pfedpokladejme, Ze matice této soustavy

A — <G117 @12)
21, (22

17



je regularni, tj. Ze jeji fadky jsou linearné nezavislé. Pak mtizeme
neznamou z, vyloucit tak, ze nasobime 1. rovnici Cislem asy,
druhou cislem (—a;;) a takto upravené obé rovnice seCteme.
Dostaneme rovnici

((1116122 - Cl12@21)$1 = byags — baass .

ProtoZe matice A je regularni, je €islo a;;as —a1za2; # 0. MUZeme
tedy psat
biags — baass

(12.26)

I = .
a11022 — A12G21
Analogicky vyloucime-li ze soustavy (12.25) neznamou x;, do-

staneme
a11b2 — ag1 by

Ty = . (12.27)
a11Q20 — A12G21
Oznacime-li
a a
det ( 1 12) = 11G92 — A12Q97 , (1228)
21, 22

18



pak ziejmé
det (bl’ au) = biags — beaya,

by, ag
air, b

det ( 1 1) = a11by — a1 by
asi, by

a vztahy (12.26), (12.27) miZeme pséat ve tvaru

det (bl, Cl12) det (a117 bl)
bQ, 929 21, b2

I = s To = . (1229)
det (Clna CL12) det (CLH, a12)
a9y, G922 a21, Q22
Cislo
det A = det <a11’ alZ) = 11029 — Q12021 (1230)
21, G22

nazyvame determinantem matice A.

19



Vlastnosti determinantu matice typu (2,2).
Uvedeme si nékteré vlastnosti determinantu, jejichZz platnost si

24

¢tenaf snadno overi sam pomoci definiéniho vztahu (12.30).

1. Jestlize matice B vznikla z matice A zdménou fadkd nebo
sloupcl, je det B = — det A.

21, Q22
det = Q21012 — Q11022 = —(a11a22 - a12a21) =
a1y, Q12
a a
—det( 11, 12>‘
21, Q22
Analogicky pro zaménu sloupcu.

2. Ma-li matice A obé Ffadky stejné, je det A = 0.

20



. Jestlize matice B vznikla z matice A vynasobenim jednoho
radku Cislem «, je det B = avdet A.

Qapy, Qdiz
det = XA110Q92 — XA21A12 =
asi,  G22

aii, a12
= a(a11a22 — a12a21) = adet .
az1, Aa22

. Ma-li matice A jeden fadek nulovy, je det A = 0.

. Plati
det (au +b11, aix+ blg) _

21, 22

= (a11+b11)aze—asz (a12+b12) = (a11020—a21012)+(b11G22—a21b12) =

a a b b
:det( 11, 12) +det< 11, 12)'
21, 22 a21, Q22

21



6. Jestlize matice B vznikla z matice A pfiCtenim a-nasobku
jednoho Ffadku ke druhému, pak det B = det A.
Skutecné, podle vlastnosti 5, 3 a 2 plati

a1l + aasy, a1z + Qdgs
det =
21, a22

— det <a117 a12) + adet <a21, a22) .
21, 0«22 a21, 22
aii, Q12
= det ( ’ )
21, A22

7. Determinant soucinu matic je soucin determinantl téchto
matic, tj. det AB = det A det B.

22



a12> (bn, b12> _

22 ba1, bao

a11b12 + 6612522) _
21012 + ag2bao

det (allv
as1,

b b
— det (all 11 + a12021,
a21011 + agba,

b b b b
— det (an 11, 0G11 12) + det (an 11, @12 22)
Cl21bl1, as1b12 021511, 22090
b b b b
4 det (alz 21, Q11 12) + det (G12 21, Q12 22)
a22b21, a21012 a22b21, 22022

= bllb12 det (
—b12b21 det (

= (by11b2a—b12b91) det (

ai,
Qa21,

aiy,
asi,

ai,
aa1,

+ bllbgg det <

+ bglbgg det <

")
)
) = (o

ai,

21,

a2,
a22,

a12)
22

23



Determinant matice typu (3,3).

NeZ zavedeme determinant libovolné Ctvercové matice typu (n, n),
podivejme se na determinant matice typu (3, 3). Definujeme

aii, Qai2, Qai13
det a9o1, 29, 0423 = (1231)

a1, asz2, ass

= (110220331 012023031 +A13021032 — G13022031 — Q12021033 — 011023032 -

Vidime, Ze definiéni vztah (12.31) obsahuje 3! = 6 scitancd,
z nichz kazdy je souc¢inem tfi prvk{ matice, leZicich v riznych rad-
kach a rliznych sloupcich. KdyZ si zapiSeme usporadané trojice
fadkovych a sloupcovych indexd jednotlivych séitancll v (12.31),
dostaneme 6 permutaci z&kladniho pofadi (1,2, 3), a to

3 1, 2, 3 1,
Do )
2
1

2,

2,
1, 2, 3 1, 2, 3 1,
o) GG

) 3)
2 (12.32)

, 3
, 2)

W N =N

24



Je vidét, Ze k vytvoreni 2. a 3. permutace potfebujeme dvé trans-
posice (napf. u 2. permutace pfesunout 1 za 2 a pak jesté 1 za 3),
k vytvofeni 4. permutace potfebujeme 3 transposice (pfesunout 1
za 2, pak 1 za 3 a pak jesté 2 za 3), k vytvoreni poslednich dvou
permutaci staci vzdy jedna transposice. Je-li pocCet transposic,
potfebny k vytvofeni pfisluSsné permutace sudy, resp. lichy, mlu-
vime o sudé, resp. liché permutaci. Pro zapis permutace budeme
pouZivat symboliku obvyklou u funkci. Znaci-li napf. = druhou
permutaci v (12.32), pak je n(1) = 2, m(2) = 3, 7(3) = 1, tj. w(y)
znaci Cislo, které je v této permutaci = na j-tém misté. Symbolem
zn (r) zna€ime tzv. znaménko permutace w, cozZ je 1, kdyz je
permutace = suda, nebo —1, kdyZ je permutace  licha.
Podivame-li se nyni na znaménka séitanct v definiénim vztahu
(12.31), vidime, Ze jsou to pravé znaménka permutaci pfislusnych
sloupcovych indext, jak jsou zapsany v (12.32). Této vlastnosti
determinantu matice typu (3,3) vyuZijeme pfi definici determi-
nantu libovolné &tvercové matice typu (n, n).

25



Dfive, nez to ucinime, uvedeme jesté jednu mechanickou po-
mdicky pro vypocet determinantu matice typu (3, 3). Abychom si
zapamatovali volbu znaménka u jednotlivych soucind v (12.31),
rozepiSeme matici A na matici typu (5, 3), resp. (3, 5) tak, Ze pod
ni, resp. za ni pfipiSeme jesté prvni a druhy fadek, resp. prvni a
druhy sloupec matice A. Dostaneme matice

a11 a12 a13

NS

21 22 23 a1 a2 a3 a1 a2
X X

asy a3z2 a3 , FESP. az1 a22 ag3 az1 a22
X X

ai1 12 ai13 a3 a3z2 ass asi as2
YRR

21 22 23

v nichZ souciny vytvarené postupem zleva doprava maji zna-
ménko +, pfi postupu zprava doleva znaménko —. Tento postup
se nazyva Sarrusovo pravidlo.

26



Prerovnanim scitancli ve vztahu (12.31) a vhodnym vytknutim
pred zavorku dostaneme

det A = a11(a22a23—az3a32)—Cl12(a216133—a23a31)+6113(a21@32—6l22a31) =

aos, G a a a a
= ay; det ( > 23> — ayp det ( 2 23) + a3 det ( 2 22) .
asz, ass asy, ass asi, @as2
Vidime, Ze det A = a1 Ay +a12A12+a13A13, kde Alj je determinant
matice, kterd vznikne z matice A tak, Ze vynechame 1. fadku a
j-ty sloupec, pficemz takto ziskany determinant nasobime jesté

Cislem (—1)*7. Tuto vlastnost determinantu matice typu (3,3)
nyni zobecnime.

27



Definice determinantu libovolné ¢tvercové matice.

Definice 4. Necht A je libovolna Ctvercova matice typu
(n,n). Pak determinantem matice A nazyvame cislo

det A = Z ZN (7)a1r(1)02r(2) - - - * An(n) »

kde sCitame pfes vSechny permutace = n-tice (1,2,...,n).

Rozvoj determinantu podle fadku nebo sloupce.

N4

Zvolme pevneé fadkovy index » a oznacme A, A,,..., A,, ma-
tice, které dostaneme z matice A tak, Ze vynechame v ni r-ty
fadek a postupné 1,2, ..., n-ty sloupec. Oznacme nyni

Aps = (=1)""*det A,,.
Toto Cislo nazveme algebraickym doplikem prvku a,,. Pak plati
det A = a1 A1 +aAp+ ...+ A, T=12....n.

Rikame, Ze jsme determinant matice A rozvinuli podle r-tého
radku.

28



7 s

Analogicky se vytvarfi rozvoj determinantu matice A podle s-
tého sloupce

det A = a1, A1 + a0 Aos + ...+ ansAps, s=1,2,...,n.

Vlastnosti determinantu.
Da se ukazat, Ze takto definovany determinant méa vSechny vlast-
nosti 1 az 7, uvedené pro determinant matice typu (2,2), samo-
zfejmé s formulacemi pfislusné modifikovanymi.
Snadno se rovnéz ukaze, Ze pro determinant transponované ma-
tice A7 plati

det AT = det A .

VSimnéme si jesté, Ze determinant diagonalni, nebo obecnéji troj-
Ghelnikové matice je roven soucinu diagonalnich prvkd. Odtud
bezprostfedné plyne, Ze matice A je regularni pravé tehdy,
kdyZ jeji determinant je nenulovy.

29



Vypocet determinantu pomoci Gaussovy eliminace.

Vzhledem k tomu, Ze vypocCet determinantu trojuhelnikové matice
je velice jednoduchy, pouZiva se i k vypoctu determinantu Gaus-
sova eliminac¢ni metoda. Musime si vSak uvédomit, Ze kazda vy-
ména fadkl pfedstavuje zménu znaménka determinantu a kazdé
nasobeni fadku nenulovym Cislem znamena vynasobeni determi-
nantu timto Cislem. PouZivame-li tedy Gaussovu eliminaci k vypo-
¢tu determinantu, musime si poznamenavat pocet vymeén fadk(
a vSechny koeficienty, jimiZ jsme nasobili fadky. Soucin diagonal-
nich ¢lend trojuhelnikové matice, kterou jsme Gaussovou elimi-
naci ziskali, musime nyni nasobit Cislem 1 nebo —1 podle toho,
zda pocet vymén fadkl byl sudy nebo lichy, a pak vydélit sou-
¢inem vsSech koeficientdl, jimiz jsme nasobili béhem eliminace
fadky. Takto ziskané Cislo je pak determinant pfisluSné matice.
Ctenér si jisté uvédomil, Ze pficteni k danému fadku libovolné line-
arni kombinace ostatnich fadkdl nema na hodnotu determinantu
Zzadny vliv, takZe tyto Gpravy si nemusime poznamenavat.
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O Priklad. Vypocitejte determinant matice A:

4
A= 3
2

Y
Reseni.
Pouzijeme Sarrusovo pravidlo.

det A = 4-2:543-(—2)-24+(—3)-3-(~1)—(~3)-22-3-3-5-4-(—2)-(~1) = —4.

O Priklad.
3,
2
A = ’
_17
0,
Reseni.

~N o = O

= O O

N O O O

Matice je trojuhelnikova, takze determinant je soucin diagonal-

nich prvkd

detA=3-1-4-2=24.
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O Priklad.

Reseni.

protoZze matice ma dva stejné radky.
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O Priklad.
A ( c?sgo, —sinp ) .
sinyp, cosp
Reseni.
det A = cos® ¢ +sin®p = 1.
O Priklad.
cosp, sinpcost, sinpsind
A= | —sinp, cospcos?, cospsind
0, —sin 1, cos v
Reseni.

Pouzijeme Sarussovo pravidlo.
det A = cos? ¢ cos? ¥ + sin? ¢ sin? ¥ + cos? ¢ sin? ¥ + sin® @ cos? ¥ =

= cos? p(cos® I+sin? ¥)+sin? p(sin? ¥+cos? ) = cos® p+sin® o = 1.



O Priklad.

2 0, 0, 0, 1
3 a, 0, 0, O
A= 4 1, as, 0, 0
) O, 1, as, 0
6 O, y 1, ay
Reseni.
Budeme postupné pouZzivat rozvoj podle 1. a posledniho fadku
a;, 0, 0, 0 3, ai, 0, 0
1, a3, 0, 0 4, 1, az, 0
det A = 2-(—=1)'+! det rT 1(=1)'*5det | > 7% =
¢ (FDT et |7y, g [Pt
0, 0, 1, ay 6, 0, 0, 1
ai, 07 0 3a ay, 0
= 2a;aga3a4+6-(—1) " det 1, ag, O |+1(=D)*"*det| 4, 1, ap | =
0, 1, as 5 0, 1

= 2a1a2a3a4—6a1a2a3+5'(—1)1+3 det( ai’ aO >+1'(—1)3+3 det( 3, @ > =
9 2

= 2ayasa3a4 — 6aiasas + dajas — 4a + 3.

34



	MATICE
	Matice -- základní pojmy 
	Lineární operace s maticemi
	Pøíklad
	Násobení matic

	Determinanty
	Determinant a jeho vlastnosti





