
PŘEDNÁŠKA 6

DERIVACE

FUNKCE



6.1 Pojem derivace

Derivace funkce v bodě.
Necht’ je dána funkce f : Df ⊂ R → R a bod x0 , který je
vnitřnı́m bodem definičnı́ho oboru Df . Existuje-li limita

f ′(x0) = lim
x→x0

f(x)− f(x0)
x− x0

,

nazveme ji derivace funkce f(x) v bodě x0 .

Poznámka. Pro derivaci funkce f(x) v bodě x0 se rovněž použı́vá
označenı́

df
dx
(x0) .

Označı́me-li h = x − x0, pak můžeme definičnı́ vztah přepsat ve
tvaru:

f ′(x0) = lim
h→0

f(a+ h)− f(a)
h

.
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Směrnice sečny s : −−−→
x→x0

Směrnice tečny t :

tg β =
f(x)− f(x0)

x− x0
f ′(x0) = tgα = lim

x→x0

f(x)− f(x0)
x− x0
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Tečna a normála ke grafu funkce
Derivace funkce f(x) v bodě x0 udává směrnici tečny ke grafu
funkce f(x) procházejı́cı́ bodem (x0, f(x0). Pro souřadnice libo-
volného bodu této tečny proto platı́:

kt = f ′(x0) =
y − f(x0)
x− x0

neboli y − f(x0) = f ′(x0)(x− x0) .
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Normála ke grafu funkce f(x) v bodě (x0, f(x0) je kolmá na tečnu,
jejı́ směrnice je proto

kn = − 1
kt

= − 1
f ′(x0)

a pro libovolný bod normály platı́: kn = − 1
f ′(x0)

=
y − f(x0)
x− x0

.

Zı́skali jsme tedy rovnici tečny a normály ke grafu funkce f(x) v
bodě (x0, f(x0)) :

tečna t : y − f(x0) = f ′(x0)(x− x0)

normála n : y − f(x0) = − 1
f ′(x0)

(x− x0)
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Necht’ je dána funkce f : Df ⊂ R → R a bod x0 , který
je vnitřnı́m bodem definičnı́ho oboru Df . Jestliže existuje
A ∈ R takové, že

f(x0 + h) = f(x0) + Ah+ hτ(h), kde lim
h→0
= τ(h) ,

nazývá se lineárnı́ funkce

df(x0, h) = Ah

diferenciál funkce f(x) bodě x0 .

Má-li funkce f(x) diferenciál v bodě x0, řı́káme, že je
diferencovatelná v bodě x0.

Jinými slovy, funkce f(x) je diferencovatelná v bodě x0 ∈ Df

právě tehdy, když ji lze v okolı́ bodu x0 aproximovat lineárnı́ funkcı́
ve výše zmı́něném smyslu: f(x0 + h)

.
= f(x0) + Ah .
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Věta. Funkce f je diferencovatelná v bodě x0 právě tehdy,
když existuje konečná derivace f ′(x0). V takovém přı́padě je
df(x0;h) = f ′(x0)h.

Důkaz. Necht’ je funkce f(x) diferencovatelná v bodě x0. Pak
existuje konstanta A ∈ R taková, že

lim
h→0

τ(h) = lim
h→0

f(x0 + h)− f(x0)− Ah

h
= 0 ,

tj. lim
h→0

(
f(x0 + h)− f(x0)

h
− A

)
= f ′(x0)− A = 0 .

Proto df(x0, h) = f ′(x0)h .

Naopak, necht’ existuje f ′(x0). Označme

τ(h) =
f(x0 + h)− f(x0)− f ′(x0)h

h
. Pak je

lim
h→0

τ(h) = lim
h→0

f(x0 + h)− f(x0)− f ′(x0)h
h

= f ′(x0)− f ′(x0) = 0 .
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6.2 Fyzikálnı́ aplikace derivace

Značı́-li s(t) dráhu, kterou urazil po přı́mce se pohybujı́cı́ hmotný
bod v čase t od okamžiku, kdy jsme začali čas měřit, pak podı́l

vp =
s(t)− s(t0)

t− t0

představuje průměrnou rychlost tohoto pohybu mezi časovými
okamžiky t0 a t. Výraz

v(t0) = lim
x→t0

s(t)− s(t0)
t− t0

potom udává okamžitou rychlost pohybu v čase t0.

Podobně

a(t0) = lim
x→t0

v(t)− v(t0)
t− t0

udává okamžité zrychlenı́ pohybu v čase t0.
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6.3 Ekonomické aplikace derivace

• Označme symbolem TC celkové náklady (total cost) , které
jsou funkcı́ určitého vstupu, resp. výrobnı́ho faktoru F. Průměrné
rychlosti budou odpovı́dat průměrné náklady AC (average cost)
a okamžité rychlosti budou odpovı́dat meznı́ náklady MC (mar-
ginal cost):

MC =
dTC

dF
.

• Označme symbolem TP celkový produkt (total product) , který
je funkcı́ určitého vstupu F. Průměrné rychlosti bude odpovı́dat
průměrný produkt AP (average product) a okamžité rychlosti
bude odpovı́dat meznı́ produkt MP (marginal cost):

MP =
dTP

dF
.

• Označme symbolem TU celkový užitek (total utility) , který je
funkcı́ množstvı́ spotřebovávaného statku Q. Okamžité rychlosti
bude odpovı́dat meznı́ užitek MU (marginal utility):

MU =
dTU

dQ
.
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Jednostranné derivace.
Necht’ je dána funkce f : Df ⊂ R → R a takový bod x0 , že
pro nějaké δ > 0 je 〈x0, x0 + δ) ⊂ Df . Existuje-li limita

f ′(x0) = lim
x→x0+

f(x)− f(x0)
x− x0

,

nazveme ji derivace zprava funkce f(x) v bodě x0 .

Je-li pro nějaké δ > 0 : (x0 − δ, x0〉 ⊂ Df a existuje-li limita

f ′(x0) = lim
x→x0−

f(x)− f(x0)
x− x0

,

nazveme ji derivace zleva funkce f(x) v bodě x0 .
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Derivace na intervalu.
Má-li funkce f derivaci v každém bodě otevřeného intervalu
(a, b), pak funkci f ′, která každému bodu x ∈ (a, b) přiřazuje
hodnotu derivace f ′(x), nazýváme derivacı́ funkce f na
otevřeném intervalu (a, b).

Má-li funkce f derivaci na otevřeném intervalu (a, b) a má-
li obě jednostranné derivace f ′(a+), f ′(b−), pak funkci f ′,
definovanou předpisem

f ′(x) =


f ′(a+) pro x = a ,

f ′(x) pro x ∈ (a, b) ,

f ′(b−) pro x = b

nazýváme derivacı́ funkce f na uzavřeném intervalu
〈a, b〉.
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6.4 Vlastnosti derivace

Věta (Vztah mezi spojitostı́ a derivacı́).

Má-li funkce f derivaci v bodě x0, pak je v tomto bodě spojitá.

Důkaz. Existuje-li v bodě x0 derivace funkce f(x) , pak

lim
x→x0

f(x) = lim
x→x0

[
f(x0) +

f(x)− f(x0)
x− x0

(x− x0)

]
=

= f(x0) + lim
x→x0

f(x)− f(x0)
x− x0

lim
x→x0
(x− x0) =

= f(x0) + f ′(x0) · 0 = f(x0) .

Funkce f(x) je tedy v bodě x0 spojitá.

Poznámka. Obrácené tvrzenı́ neplatı́, nebot’ napřı́klad funkce
f(x) = |x| je spojitá v bodě 0, ale nemá v něm derivaci.
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Věta (Algebraické operace s derivacemi).

Majı́-li funkce f a g derivace v bodě x0, pak v tomto bodě existujı́
i derivace funkcı́ kf, kde k ∈ R, f ± g a fg a platı́:

(kf)′(x0) = kf ′(x0) , (6.1)

(f ± g)′(x0) = f ′(x0)± g′(x0) , (6.2)

(fg)′(x0) = f ′(x0)g(x0) + f(x0)g
′(x0) . (6.3)

Je-li navı́c g(x0) 6= 0, má také funkce
f

g
derivaci v bodě x0 a platı́

(
f

g

)′

(x0) =
f ′(x0)g(x0)− f(x0)g′(x0)

[g(x0)]2
. (6.4)

Stejné vztahy platı́ pro derivace funkcı́ na intervalu.
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Důkaz.

(kf)′(x0) = lim
h→0

kf(x0 + h)− kf(x0)
h

=

= lim
h→0

k
f(x0 + h)− f(x0)

h
= kf ′(x0)

(f ± g)′(x0) = lim
h→0

(f(x0 + h)± g(x0 + h))− (f(x0)± g(x0))
h

=

= lim
h→0

(f(x0 + h)− f(x0))± (g(x0 + h)− g(x0))
h

=

= lim
h→0

f(x0 + h)− f(x0)
h

± lim
h→0

g(x0 + h)− g(x0)
h

=

= f ′(x0)± g′(x0) 15



(fg)′(x0) = lim
h→0

f(x0 + h)g(x0 + h)− f(x0)g(x0)
h

=

= lim
h→0

f(x0 + h)g(x0 + h)− f(x0)g(x0 + h) + f(x0)g(x0 + h)− f(x0)g(x0)
h

=

= lim
h→0

f(x0 + h)− f(x0)
h

g(x0 + h) + lim
h→0

f(x0)
(g(x0 + h)− g(x0))

h
=

= f ′(x0)g(x0)± f(x0)g′(x0)
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(
f

g

)′

(x0) = lim
h→0

f(x0 + h)
g(x0 + h)

− f(x0)
g(x0)

h
=

= lim
h→0

f(x0 + h)g(x0)− f(x0)g(x0 + h)
g(x0 + h)g(x0)

h
=

= lim
h→0

f(x0 + h)g(x0)− f(x0)g(x0) + f(x0)g(x0)− f(x0)g(x0 + h)
g(x0 + h)g(x0)h

=

= lim
h→0

1
g(x0 + h)g(x0)

(
f(x0 + h)− f(x0)

h
g(x0)− f(x0)

g(x0 + h)− g(x0)
h

)
=

=
f ′(x0)g(x0)− f(x0)g′(x0)

[g(x0)]2
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Věta (Derivace složené funkce).

Existuje-li derivace funkce g v bodě x0 a derivace funkce f v bodě
g(x0) , pak existuje také derivace složené funkce h = f ◦ g v bodě
x0 a platı́:

h′(x0) = (f ◦ g)′(x0) = f ′(g(x0)) · g′(x0) . (6.5)

Věta (Derivace inverznı́ funkce).

Necht’ funkce x = f(y) je ryze monotónnı́ v intervalu J a necht’
má derivaci f ′(y0) 6= 0 v bodě y0 ∈ J . Pak také inverznı́ funkce
y = f−1(x) má derivaci v bodě x0 = f(y0) ∈ I = f(J) a platı́:

(f−1)′(x0) =
1

f ′(y0)
≡ 1

f ′(f−1(x0))
. (6.6)

Důkaz. Dokazované tvrzenı́ plyne limitnı́m přechodem v rovnosti

f−1(x− x0)− f−1(x0)
x− x0

=
1

x− x0
f−1(x)− f−1(x0)

=
1

f(y)− f(y0)
y − y0

.
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6.5 Derivace elementárnı́ch funkcı́

(i) Derivace konstatntnı́ funkce f(x) = c je v každém bodě
rovna nule, (c)′ = 0 pro každé x ∈ R .

(c)′ = lim
h→0

f(x+ h)− f(x)
h

= lim
h→0

c− c

h
= 0

(ii) (x)′ = 1 pro každé x ∈ R .

(x)′ = lim
h→0

(x+ h)− x

h
= lim

h→0

h

h
= 1
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(iii) (x2)′ = 2x pro každé x ∈ R .

(x2)′ = lim
h→0

(x+ h)2 − x2

h
= lim

h→0

x2 + 2xh+ h2 − x2

h
=

lim
h→0

(2x+ h)h
h

= lim
h→0
2x+ h = 1

(iv) (xn)′ = nxn−1 pro každé x ∈ R , n ∈ N .

(xn)′ = lim
h→0

(x+ h)n − xn

h
=

= lim
h→0

xn +

(
n

1

)
xn−1h+

(
n

1

)
xn−2h2 + · · ·+ hn − xn

h
=

= lim
h→0

(
nxn−1 + n(n−1)

2 xn−2h+ · · ·+ hn−1
)

h

h
=

= lim
h→0

(
nxn−1 +

n(n− 1)
2

xn−2h+ · · ·+ hn−1
)
= nxn−1
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(v) (sinx)′ = cos x pro každé x ∈ R .

(sinx)′ = lim
h→0

sin(x+ h)− sin x

h
=

= lim
h→0

sin
(
x+ h

2 +
h
2

)
− sin

(
x+ h

2 −
h
2

)
h

=

=
2 cos

(
x+ h

2

)
sin

(
h
2

)
h

= cos

(
x+

h

2

)
sin

(
h
2

)
h
2

Tı́mto způsobem je možné odvodit derivace všech základnı́ch
elementárnı́ch funkcı́ – uved’me zde jejich přehled.
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(c)′ = 0, x ∈ R , f(x) = c ;

(xn)′ = nxn−1 , n ∈ N , x ∈ R ;

n ∈ Z , x ∈ R \ {0} ;

n ∈ R , x > 0;

(ex)′ = ex , x ∈ R;

(ax)′ = ax ln a; x ∈ R, a ∈ (0;∞);

(ln |x|)′ =
1
x
; x ∈ R \ {0};

(loga |x|)′ =
1

x ln a
; x ∈ R \ {0}; a ∈ (0, 1) ∪ (1,∞);
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(sinx)′ = cosx; x ∈ R;

(cosx)′ = − sin x; x ∈ R;

(sinhx)′ = coshx; x ∈ R;

(coshx)′ = sinh x; x ∈ R;

(tg x)′ =
1
cos2 x

; x 6= (2k + 1)π
2
, k ∈ Z;

(cotg x)′ =
−1
sin2 x

; x 6= kπ; k ∈ Z;

(tgh x)′ =
1

cosh 2x
; x ∈ R;

(cotghx)′ =
−1
sinh 2x

; x ∈ R− {0};
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(arcsinx)′ =
1√
1− x2

; x ∈ (−1, 1);

(arccos x)′ =
−1√
1− x2

; x ∈ (−1, 1);

(arctg x)′ =
1

1 + x2
; x ∈ R;

(arccotg x)′ =
−1
1 + x2

; x ∈ R;

(argsinhx)′ =
1√

x2 + 1
; x ∈ R;

(argcoshx)′ =
1√

x2 − 1
; x ∈ (1,∞);

(argtghx)′ =
1

1− x2
; x ∈ (−1, 1);

(argcotghx)′ =
1

1− x2
; x ∈ (−∞,−1) ∪ (1,∞).

24



☛ Přı́klad 6.1.

(a) f(x) = 5x6 + 2x4 + 7x3 − 4x2 + 3x+ 12

f ′(x) = 5 · 6x5 + 2 · 4x3 + 7 · 3x2 − 4 · 2x+ 3 + 0 =

= 30x5 + 8x3 + 21x2 − 8x+ 3

(b) f(x) =
x4 − 2
3x2 − 12

, x ∈ R \ {−2, 2}

f ′(x) =
4x3(3x2 − 12)− (x4 − 2)6x

(3x2 − 12)2
=
6x5 − 48x3 + 12x
9x4 − 72x2 + 144
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(c) f(x) = 5
√

x

f ′(x) =
(
x
1
5

)′
=
1
5
x−

4
5 =
1
5
5
√

x4

(d) f(x) = sin(x5 + 3x)

f ′(x) = cos(x5 + 3x) · (5x4 + 3) = (5x4 + 3) cos(x5 + 3x)

(e) f(x) = (sin(x5 + 3x))4

f ′(x) = 4 (sin(x5 + 3x))3 · cos(x5 + 3x) · (5x4 + 3)
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(f) f(x) = (sinx)cosx

f ′(x) =
(
eln(sinx)cos x)′

=
(
ecosx ln sinx

)′
=

= ecosx ln sinx · (− sin x ln sinx+ cosx
1
sin x

cosx) =

= (sin x)cosx (− sin x ln sinx+
cos2 x
sin x

)

(g) f(x) = arctg
1

1 + x2

f ′(x) =
1

1 +

(
1

1 + x2

)2 (
1

1 + x2

)′

=
−2x

x4 + 2x2 + 2
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