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MATEMATIKA
PRO LETECKÉ
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PŘEDNÁŠKA 1

ČÍSELNÉ OBORY
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1.1 Základnı́ poznatky o množinách

Množinou budeme rozumět souhrn libovolných objektů. Množinu
považujeme za určenou, je-li možno o každém objektu jedno-
značně rozhodnout, zda do nı́ patřı́, či nikoli. Každý z objektů,
který patřı́ do dané množiny, se nazývá jejı́m prvkem (elemen-
tem). Množiny budeme značit velkými pı́smeny latinské abecedy,
např. A, B, M, apod., prvky množin budeme značit malými pı́s-
meny, např. a, b, x, apod. Skutečnost, že a je prvkem (elemen-
tem) množiny A, vyjadřujeme zápisem a ∈ A. Nenı́-li určitý objekt
b prvkem množiny A, pı́šeme b 6∈ A.

Obsahuje-li daná množina alespoň jeden prvek, nazývá se ne-
prázdná množina; neobsahuje-li žádný prvek, nazývá se prázdná
množina a značı́ se symbolem ∅.Množina, která má konečný po-
čet prvků (tj. množina, která je prázdná, nebo je počet jejı́ch prvků
dán přirozeným čı́slem - viz část 1.1.2), se nazývá konečná mno-
žina; každá množina, která nenı́ konečná, se nazývá nekonečná.

http://euler.fd.cvut.cz
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Je-li množina A konečná, můžeme ji určit výčtem jejı́ch prvků,
které bez ohledu na pořadı́ vypı́šeme a uzavřeme do složených
závorek { }, napřı́klad A = {1, 3, 5, 7}.
Konečnou i nekonečnou množinu můžeme dále určit charakte-
ristickou vlastnostı́, tj. takovou vlastnostı́, kterou majı́ právě jen
prvky zadávané množiny. Zjišt’ovánı́ uvažované vlastnosti se při-
tom provádı́ v tzv. základnı́ (univerzálnı́) množině U, která obsa-
huje všechny objekty, které nás v dané situaci zajı́majı́. Budeme
napřı́klad psát:

A = {x ∈ U; V (x)}

a řı́kat: „A je množina všech x z množiny U, pro která platı́ (která
majı́ vlastnost) V (x).“

http://euler.fd.cvut.cz
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Množinové vztahy a operace
Množina B se nazývá podmnožinou množiny A, je-li každý prvek
množiny B prvkem množiny A; pı́šeme B ⊂ A.

Napřı́klad množina B = {3, 5, 7, 9} je podmnožinou množiny A =
{1, 3, 5, 7, 9, 11, 13}; množina všech pravoúhlých trojúhelnı́ků je
podmnožinou množiny všech trojúhelnı́ků, apod.
Uvědomme si, že každá množina je podmnožinou sebe sama,
tj. pro každou množinu A platı́ A ⊂ A. Rovněž platı́, že prázdná
množina je podmnožinou každé množiny, tj. pro každou mno-
žinu A platı́: ∅ ⊂ A.

http://euler.fd.cvut.cz
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Množiny A, B považujeme za sobě rovné (pı́šeme A = B), právě
když A ⊂ B a zároveň B ⊂ A, tj. skládajı́-li se z týchž prvků.

Sjednocenı́ A ∪ B množin A, B je množina všech prvků, které
patřı́ alespoň do jedné z množin A, B. Z definice ihned plyne, že
sjednocenı́ libovolné množiny A s prázdnou množinou je množina
A, tj. A ∪ ∅ = A.

Průnik A ∩ B množin A, B je množina všech prvků, které patřı́
zároveň do obou množin. Průnik každé množiny A s prázdnou
množinou je zřejmě prázdná množina, A ∩ ∅ = ∅. Množiny A, B,
pro které platı́ A ∩ B = ∅, se nazývajı́ disjunktnı́.

http://euler.fd.cvut.cz
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☛ Přı́klad

• Sjednocenı́ množin:
{2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}∪{1, 3, 5, 7, 9, 11, 13} = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 11, 13}

• Průnik množin: {2,3, 4,5, 6,7, 8}∩{1,3,5,7, 9, 11, 13} = {3,5,7}

Rozdı́l A \ B množin A, B je množina všech prvků množiny A,
které nejsou prvky množiny B. Je-li speciálně B ⊂ A, hovořı́me
o doplňku množiny B v množině A a pı́šeme B′

A.

http://euler.fd.cvut.cz
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☛ Přı́klad

• Rozdı́l množin:

{2, 3, 4, 5, 6, 7, 8} \ {1, 3, 5, 7, 9, 11, 13} = {2, 4, 6, 8}

• Doplněk množiny
B = {3, 5, 7, 9} v množině A = {1, 3, 5, 7, 9, 11, 13}:

B′
A = {1, 11, 13}.

http://euler.fd.cvut.cz
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1.2 Druhy čı́sel

Zopakujme si, že jsme se již setkali s následujı́cı́mi druhy čı́sel:

http://euler.fd.cvut.cz
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N ⊂ Z ⊂ Q ⊂ R ⊂ C

http://euler.fd.cvut.cz
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1.2.1 Množina přirozených čı́sel

N =
{
1, 2, 3, . . .

}
, N0 =

{
0, 1, 2, 3, . . .

}
Přirozená čı́sla sloužı́ k vyjádřenı́ počtu osob, zvı́řat, předmětů
aj., obecněji počtu prvků konečných neprázdných množin. Přiro-
zené čı́slo - uvažujme napřı́klad čı́slo 3 - můžeme chápat jako
společnou vlastnost následujı́cı́ch množin:

Obor přirozených čı́sel je uzavřený na sčı́tánı́ a násobenı́, nenı́
však uzavřený na odčı́tánı́ (ne vždy je rozdı́l dvou přirozených
čı́sel přirozené čı́slo, např. 2−5 = −3) ani na dělenı́ (např. 2 : 5 =
0, 40 nenı́ přirozené čı́slo). V oboru přirozených čı́sel k žádnému
čı́slu neexistuje čı́slo opačné ani převrácené.

http://euler.fd.cvut.cz
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Přirozená čı́sla jsme zvyklı́ zapisovat v pozičnı́ čı́selné soustavě
o základu deset, neboli v desı́tkové soustavě. K tomu použı́-
váme deset čı́slic: 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, jejichž význam závisı́
na jejich umı́stěnı́ či pozici. Čı́slice zapisujeme za sebe v pořadı́
zprava doleva a postupně tak udáváme, kolik dané čı́slo obsa-
huje jednotek, desı́tek, stovek, tisı́ců, desetitisı́ců, statisı́ců, mili-
onů, . . . , tedy nultých, prvnı́ch, druhých, . . . , šestých, . . . mocnin
čı́sla 10. Jistě vı́te, že napřı́klad skupina čı́slic

87 956

vyjadřuje čı́slo obsahujı́cı́ 6 jednotek, 5 desı́tek, 9 stovek, 7 tisı́c
a 8 desetitisı́c:

8 · 10 000 + 7 · 1 000 + 9 · 100 + 5 · 10 + 6 · 1

= 8 · 104 + 7 · 103 + 9 · 102 + 5 · 101 + 6 · 100 .

Právě uvedený výraz se nazývá rozvinutý zápis daného čı́sla
v desı́tkové soustavě, zápis 387 956 se nazývá zkrácený.

http://euler.fd.cvut.cz
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Obecně lze každé přirozené čı́slo a vyjádřit právě jednı́m způso-
bem ve tvaru

a = an · 10n + an−1 · 10n−1 + · · ·+ a1 · 101 + a0 · 100 ,

neboli ve zkráceném zápisu

a = anan−1 . . . a1a0 ,

kde n je přirozené čı́slo nebo nula, an, an−1, . . . , a1, a0 jsou některá
z čı́sel 0, 1, . . . , 9, přičemž an 6= 0. Čı́slo ai se nazývá čı́slice
(cifra) řádu i čı́sla a, čı́slo 10i se nazývá jednotka řádu i.

Kromě desı́tkové soustavy se často setkáváme i se soustavou
šedesátkovou, dvojkovou a přı́ležitostně i s některými dalšı́mi.

http://euler.fd.cvut.cz
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Axiom matematické indukce.

Necht’ je U ⊂ N taková, že 1 ∈ U .
Jestliže z vlastnosti n ∈ U plyne (n+ 1) ∈ U , pak U = N.

http://euler.fd.cvut.cz
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Zpět

Fullscreen

Tisk

Zavřı́t
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☛ Přı́klad 1.1.

Dokažte, že pro každé n ∈ N platı́ rovnost

12 + 22 + · · ·+ n2 = n(n+ 1)(2n+ 1)
6

. (1.1)

Řešenı́. Označme U = {n ∈ N | pro n platı́ (1.1)}.

1. krok: 1 ∈ U : 12 =
1 · 2 · 3
6

2. krok: n ∈ U ⇒ (n+ 1) ∈ U :

12 + 22 + · · ·+ n2 + (n+ 1)2 =

=
n(n+ 1)(2n+ 1)

6
+ (n+ 1)2 =

(n+ 1)(n+ 2)(2n+ 3)
6

,

to je právě vztah (1.1) pro n = n+ 1 . �

http://euler.fd.cvut.cz
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1.2.2 Množina celých čı́sel

Z =
{
. . . , −2, −1, 0, 1, 2, . . .

}

Množina celých čı́sel je rozšı́řenı́m množiny N0 o množinu všech
řešenı́ rovnic tvaru

n1 + x = n2 , kde n1, n2 ∈ N .

1.2.3 Množina racionálnı́ch čı́sel

Q =
{ z

n
, kde z ∈ Z , n ∈ N

}

Množina racionálnı́ch čı́sel je rozšı́řenı́m množiny Z o množinu
všech řešenı́ rovnic tvaru

z1x = z2 , kde z1, z2 ∈ Z .

http://euler.fd.cvut.cz
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1.2.4 Množina reálných čı́sel

R = {a0.a1a2 . . . an . . . , a0 ∈ Z , ak ∈ {0, . . . , 9} pro k ≥ 1} ,

kde ke každému n0 ∈ N existuje n > n0 takové, že an 6= 9.

Množina reálných čı́sel je tedy zavedena jako množina všech
desetinných rozvojů, které nejsou zakončeny samými devı́tkami
– jinak by např. čı́slo 1 mělo dva různé rozvoje,

1.000 . . . a 0.999 . . . ,

a jeho vyjádřenı́ by nebylo jednoznačné:

9
10
+
9
100
+
9
1000

+ · · ·+ 9
10n
+ · · · = 9

10
· 1
1− 1/10

= 1 .

http://euler.fd.cvut.cz
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Racionálnı́ čı́sla představujı́ pouze periodické desetinné roz-
voje, kde existuje n0 ∈ N a k ∈ N takové, že pro každé přirozené
n > n0 je an+k = an (jistá skupina čı́sel se neustále opakuje).
Čı́sla, která neodpovı́dajı́ periodickým desetinným rozvojům, se
nazývajı́ iracionálnı́ čı́sla.
Uspořádánı́ na množině R.
Řekneme, že reálné čı́slo

x = x0.x1x2 . . . xn−1xnxn+1 . . .

je menšı́ než reálné čı́slo

y = y0.y1y2 . . . yn−1ynyn+1 . . . ,

pı́šeme x < y, právě tehdy, když existuje n ∈ N0 takové, že
xk = yk pro k < n a xn < yn.
Chceme-li vyjádřit, že a < b nebo a = b, pı́šeme a ≤ b; je-li a > b

nebo a = b, pı́šeme a ≥ b.

Reálná čı́sla a > 0 se nazývajı́ kladná čı́sla, a < 0 záporná čı́sla,
a ≥ 0 nezáporná čı́sla a a ≤ 0 nekladná čı́sla.

http://euler.fd.cvut.cz
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Vlastnosti uspořádánı́

➥ Pro každá dvě reálná čı́sla a, b platı́ právě jeden ze vztahů:
a < b, a = b, a > b.

➥ Pro každá tři reálná čı́sla a, b, c platı́:

• Je-li a < b a zároveň b < c, pak a < c.

• Je-li a < b, pak a+ c < b+ c.

• Je-li a < b a zároveň c > 0, pak ac < bc.

➥ Pro každá čtyři reálná čı́sla a, b, c, d platı́:

• Je-li a < b a zároveň c < 0 , pak ac > bc.

• Je-li a < b a zároveň c < d, pak a+ c > b+ d.

• Je-li 0 < a < b a zároveň 0 < c < d, pak ac < bd.

• Je-li 0 < a < b, pak 1/a < 1/b .

http://euler.fd.cvut.cz
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Geometrická reprezentace množiny reálných čı́sel

Reálná čı́sla jsme zvyklı́ znázorňovat pomocı́ čı́selné osy. To
nám umožňuje následujı́cı́ tvrzenı́:

Tvrzenı́ 1. Existuje zobrazenı́ množiny R na přı́mku, které má
tyto vlastnosti:

• Je vzájemně jednoznačné, tj. obrazem každého reálného
čı́sla je právě jeden bod přı́mky a naopak, každý bod přı́mky
je obrazem právě jednoho reálného čı́sla.

• Jsou-li a, b, c libovolná reálná čı́sla, pro která platı́ a < b < c,

pak obraz čı́sla b ležı́ na přı́mce mezi obrazy čı́sel a, c.

http://euler.fd.cvut.cz
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Grafické znázorněnı́ reálných čı́sel na čı́selné ose

Zvolme přı́mku x a na nı́ dva různé body, z nichž jeden prohlásı́me
za obraz čı́sla 0, označı́me jej stejným symbolem a nazveme jej
počátkem, druhý zvolı́me za obraz čı́sla 1, označı́me jej rovněž
symbolem 1 a nazveme jej jednotkovým bodem. Přı́mce x se
pak řı́ká čı́selná osa; jejı́ poloha se obvykle volı́ vodorovná a bod
1 se na nı́ volı́ vpravo od počátku 0.

Každému reálnému čı́slu a se na čı́selné ose přiřazuje bod zvaný
obraz čı́sla a, který budeme značit stejně. Kladné čı́slo a se
přitom zobrazuje na polopřı́mku ’01’ tak, že vzdálenost obrazu od
počátku je rovna čı́slu a (tj. a krát velikost jednotkové úsečky ’01’),
obraz záporného čı́sla b ležı́ na polopřı́mce opačné k polopřı́mce
’01’ a jeho vzdálenost od počátku 0 je rovna čı́slu −b. Polopřı́mka
’01’ se proto nazývá kladná poloosa (obvykle je opatřena šip-
kou), polopřı́mka opačná k polopřı́mce ’01’ se nazývá záporná
poloosa. Pro jednoduchost se o reálných čı́slech často hovořı́
přı́mo jako o bodech čı́selné osy.

http://euler.fd.cvut.cz
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Absolutnı́ hodnota reálného čı́sla a je definována takto:

| a | =


a, je-li a ≥ 0,

−a, je-li a < 0.

Absolutnı́ hodnota nezáporného čı́sla je tedy dané čı́slo samo,
absolutnı́ hodnota záporného čı́sla je čı́slo k němu opačné.

http://euler.fd.cvut.cz
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Vzdálenost reálných čı́sel

Uvědomme si, že pro libovolná x, y, z ∈ R platı́:

1. |x− y| ≥ 0,

2. |x− y| = 0⇐⇒ x = y,

3. |x− z| ≤ |x− y|+ |y − z| (trojúhelnı́ková nerovnost).

V grafickém znázorněnı́ reálných čı́sel na čı́selné ose představuje
absolutnı́ hodnota | a | vzdálenost obrazu čı́sla a od počátku;
| a− b | pak představuje vzdálenost obrazů čı́sel a, b.

Obecně bychom mohli vzdálenost dvou reálných čı́sel zavést
jako libovolnou funkci ρ : R × R → R splňujı́cı́ podmı́nky 1.–3.
Nebude-li však řečeno jinak, budeme vzdálenostı́ rozumět abso-
lutnı́ hodnotu.

http://euler.fd.cvut.cz
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Zavřı́t

Konec

Rozšı́řenı́ množiny reálných čı́sel o +∞ a −∞
Mnohdy je výhodné rozšı́řit množinu reálných čı́sel o dva symboly,
+∞ a −∞, pro které platı́: −∞ < x < +∞ pro každé x ∈ R.
Takto rozšı́řenou množinu budeme značit jako R∗ a přirozeně na
ni rozšı́řı́me některé algebraické operace:∣∣±∞∣∣ = +∞ , ±∞+ x = ±∞ pro každé x ∈ R ,

+∞+ (+∞) = +∞ , −∞− (−∞) = −∞ ,

x · (±∞) = ±∞ pro každé x > 0 ,

x · (±∞) = ∓∞ pro každé x < 0 ,

±∞
x
= ±∞ pro x > 0 ,

±∞
x
= ∓∞ pro x < 0 ,

x

±∞
= 0 pro x ∈ R .

Nelze definovat: +∞+ (−∞), 0 · (±∞), 0/0, ±∞/±∞ .
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Interval je podmnožina množiny všech reálných čı́sel, která se
na čı́selné ose zobrazı́ jako úsečka, polopřı́mka nebo přı́mka, při-
čemž krajnı́ body úsečky a počátečnı́ bod polopřı́mky k nı́ mohou,
ale nemusı́ patřit.

➥ Interval omezený (na čı́selné ose znázorněn úsečkou)

➥ Uzavřený: 〈a, b〉 = {x ∈ R; a ≤ x ≤ b}

-• •
a b x

➥ Polouzavřený:

〈a, b) = {x ∈ R; a ≤ x < b} , (a, b〉 = {x ∈ R; a < x ≤ b}
-• ◦

a b x
-◦ •

a b x

➥ Otevřený: (a, b) = {x ∈ R; a < x < b}
-◦ ◦

a b x
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Zavřı́t

Konec

➥ Neomezený (znázorněn přı́mkou nebo polopřı́mkou)

➥ Neomezený zprava:

〈a,+∞) = {x ∈ R;x ≥ a} , (a,+∞) = {x ∈ R;x > a}

-•
a x

-◦
a x

➥ Neomezený zleva:

(−∞, b〉 = {x ∈ R;x ≤ b} , (−∞, b) = {x ∈ R;x < b}

-•
b x

-◦
b x

➥ Oboustranně neomezený: (−∞,+∞) = R

-

0 x

http://euler.fd.cvut.cz
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1.2.5 Množina komplexnı́ch čı́sel

C =
{
. . . , −2, −1, 0, 1, 2, . . .

}
Rovnice x2 + 1 = 0 nemá v množině R řešenı́. Snaha o vytvo-
řenı́ takového oboru čı́sel, v němž by každá algebraická rovnice
měla řešenı́, vedla k vytvořenı́ množiny komplexnı́ch čı́sel, kterou
budeme značit symbolem C.

Množinu reálných čı́sel R rozšı́řı́me na množinu komplexnı́ch čı́-
sel C takto. Nejdřı́ve přidáme k množině R čı́slo, které budeme
značit i a které definujeme požadavkem, aby splňovalo rovnost
i2 = −1. Čı́slo i budeme nazývat imaginárnı́ jednotkou. Pak při-
dáme všechna čı́sla tvaru x + iy, kde x, y jsou reálná čı́sla a i je
imaginárnı́ jednotka. Takto utvořená čı́sla budeme nazývat kom-
plexnı́mi čı́sly. Čı́slo x nazýváme reálnou částı́ komplexnı́ho
čı́sla z = x + iy a značı́me je <z; čı́slo y nazýváme imaginárnı́
částı́ komplexnı́ho čı́sla z = x + iy a značı́me je =z. Komplexnı́
čı́slo, jehož reálná část je rovna nule, nazýváme ryze imaginár-
nı́m čı́slem. Čı́slem komplexně sdruženým ke komplexnı́mu
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čı́slu z = x + iy nazýváme čı́slo z = x − iy. (Reálné části obou
čı́sel jsou si rovny, imaginárnı́ se lišı́ ve znaménku.)

Rovnost dvou komplexnı́ch čı́sel se definuje tak, že dvě kom-
plexnı́ čı́sla jsou si rovna právě tehdy, když se rovnajı́ jejich reálné
i jejich imaginárnı́ části.

Pro imaginárnı́ jednotku zřejmě platı́ rovnosti

i4k = 1 , i4k+1 = i , i4k+2 = −1 , i4k+3 = −i , k ∈ Z . (1.2)

Každé komplexnı́ čı́slo z = x + iy je jednoznačně určeno uspo-
řádanou dvojicı́ reálných čı́sel (x, y). Tato dvojice určuje v rovině
R2 s kartézskou soustavou souřadnic právě jeden bod, který má
souřadnice (x, y). Také obráceně, každé uspořádané dvojici (x, y)
souřadnic nějakého bodu roviny R2 můžeme přiřadit právě jedno
komplexnı́ čı́slo z = x + iy. Dostali jsme tak vzájemně jedno-
značný vztah mezi rovinou R2 a množinou komplexnı́ch čı́sel C.
Budeme proto i komplexnı́ čı́sla chápat jako body v rovině a tuto
rovinu budeme nazývat rovinou komplexnı́ch čı́sel, nebo také

http://euler.fd.cvut.cz
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komplexnı́ rovinou C. Přı́mku

{z ∈ C | =z = 0}, resp. {z ∈ C | <z = 0}

nazýváme reálnou, resp. imaginárnı́ osou komplexnı́ roviny C.

http://euler.fd.cvut.cz


Home

Obsah

JJ II

J I

Strana 29

Zpět
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Modul komplexnı́ho čı́sla

Čı́slo

|z| =
√
zz ≡

√
x2 + y2 (1.3)

je tzv. modul (absolutnı́ hodnota) komplexnı́ho čı́sla z = x+ iy.
Zřejmě je |z| ∈ 〈0,∞). Každé komplexnı́ čı́slo, jehož modul je
roven 1, se nazývá komplexnı́ jednotka.

Hlavnı́ hodnota argumentu

Důležitou roli v celé analýze komplexnı́ proměnné má velikost
orientovaného úhlu, který svı́rá kladná reálná poloosa a průvodič
bodu z 6= 0 v komplexnı́ rovině. Toto čı́slo se obvykle značı́ sym-
bolem ϕ a zpravidla se požaduje, aby leželo v intervalu 〈−π, π).
Tento úhel ϕ, který je přiřazen každému nenulovému komplex-
nı́mu čı́slu z, nazýváme hlavnı́ hodnota argumentu komplex-
nı́ho čı́sla z. Někdy se mı́sto intervalu 〈−π, π) volı́ interval 〈0, 2π).
Pro hlavnı́ hodnotu ϕ argumentu komplexnı́ho čı́sla z se pou-
žı́vá označenı́ arg z. Jelikož každému nenulovému komplexnı́mu

http://euler.fd.cvut.cz


Home

Obsah

JJ II

J I

Strana 30

Zpět
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čı́slu z je přiřazena právě jedna hlavnı́ hodnota argumentu arg z,
můžeme arg z chápat jako reálnou funkci komplexnı́ proměnné,
definovanou na množině C \ {0}, nebo také jako reálnou funkci
dvou reálných proměnných. Explicitně ji můžeme definovat před-
pisem:

arg z =



π + arctg yx pro všechna x < 0 , y > 0,

π
2 pro všechna x = 0 , y > 0,

arctg yx pro všechna x > 0 , y ∈ R,

−π
2 pro všechna x = 0 , y < 0,

−π + arctg yx pro všechna x < 0 , y ≤ 0.

(1.4)

Pomocı́ hlavnı́ hodnoty arg z nenulového komplexnı́ho čı́sla mů-
žeme definovat nekonečně mnoho dalšı́ch hodnot argumentu to-
hoto čı́sla z, a to předpisem

Arg kz = arg z + 2kπ, k ∈ Z. (1.5)
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Zřejmě Arg kz ∈ 〈(2k − 1)π, (2k + 1)π) a Arg 0z = arg z. Takto
definované funkce Arg kz, jejichž definičnı́m oborem je C \ {0},
nazýváme jednoznačnými větvemi argumentu. Funkce arg z
se nazývá hlavnı́ větev argumentu.

Zápis komplexnı́ch čı́sel

Každé komplexnı́ čı́slo z 6= 0 lze zapsat právě jednı́m způsobem
v jeho tzv. kartézském (algebraickém) tvaru

z = x+ iy (1.6)

nebo v tzv. goniometrickém (polárnı́m) tvaru

z = |z|(cosϕ+ i sinϕ) = |z| cosϕ+ i|z| sinϕ . (1.7)

Z goniometrického tvaru komplexnı́ho čı́sla z plynou rovnosti

cosϕ =
x

|z|
=

x√
x2 + y2

, sinϕ =
y

|z|
=

y√
x2 + y2

. (1.8)
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Uvedeme ještě třetı́, tzv. exponenciálnı́ tvar komplexnı́ho čı́sla

z = |z|e iϕ , (1.9)

kde komplexnı́ funkci reálné proměnné e iϕ definujeme pomocı́
tzv. Eulerova vztahu

e iϕ = cosϕ+ i sinϕ , ϕ ∈ R . (1.10)
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☛ Přı́klad
Vyjádřeme komplexnı́ čı́slo z = 1 + i

√
3 v goniometrickém a ex-

ponenciálnı́m tvaru.

Řešenı́. Nejdřı́ve vypočteme modul |z| a hlavnı́ hodnotu argu-
mentu ϕ = arg z. Podle (1.3) je |z| =

√
1 + 3 = 2. Pro hodnotu ϕ

podle (1.8) musı́ platit

cosϕ =
1
2
, sinϕ =

√
3
2
, −π ≤ ϕ < π .

Odtud dostáváme ϕ = π/3. Podle (1.7) goniometrický tvar kom-
plexnı́ho čı́sla z je

z = 2
(
cos

π

3
+ i sin

π

3

)
.

Podobně podle (1.9) pro exponenciálnı́ tvar komplexnı́ho čı́sla z
platı́

z = 2e iπ/3 .
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Početnı́ operace s komplexnı́mi čı́sly

Necht’z = x+ iy a w = u+ iv jsou dvě komplexnı́ čı́sla. Pak jejich
součet, rozdı́l, součin a podı́l definujeme vztahy:

z + w = (x+ iy) + (u+ iv) = (x+ u) + i(y + v)

z − w = (x+ iy)− (u+ iv) = (x− u) + i(y − v)

zw = (x+ iy)(u+ iv) = (xu− yv) + i(xv + yu)

z

w
=
x+ iy
u+ iv

=
(x+ iy)(u− iv)
(u+ iv)(u− iv)

=
xu+ yv
u2 + v2

+ i
yu− xv

u2 + v2
.

(1.11)

Slovy můžeme operace s komplexnı́mi čı́sly popsat takto.
Sčı́tánı́ a odčı́tánı́ je nejvýhodnějšı́ ve tvaru kartézském. Se-
čteme, resp. odečteme reálné části a sečteme, resp. odečteme
imaginárnı́ části.
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Násobenı́ komplexnı́ch čı́sel v kartézském tvaru provádı́me jako
násobenı́ dvojčlenu dvojčlenem, v goniometrickém a exponenci-
álnı́m tvaru se vynásobı́ moduly a sčı́tajı́ argumenty:

z = |z|(cosϕ+ i sinϕ) = |z|e iϕ, w = |w|(cosψ + i sinψ) = |w|e iψ

zw = |z|eiϕ|w|eiψ = |z||w|eiϕeiψ = |z||w|(cosϕ+i sinϕ)(cosψ+i sinψ) =

= |z||w|
[
(cosϕ cosψ − sinϕ sinψ) + i(cosϕ sinψ + sinϕ cosψ)

]
=

Tedy

zw = |z||w|
[
cos(ϕ+ ψ) + i sin(ϕ+ ψ)

]
= |z||w|ei(ϕ+ψ) . (1.12)

Současně jsme ukázali, že platı́ rovnost

eiϕeiψ = ei(ϕ+ψ). (1.13)

Odtud indukcı́ pro každé přirozené n plyne(
eiϕ

)n
= einϕ. (1.14)
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Dělenı́ komplexnı́ch čı́sel v kartézském tvaru pro w 6= 0 provádı́me tak,
že zlomek rozšı́řı́me čı́slem komplexně sdruženým ke jmenovateli. V
goniometrickém a exponenciálnı́m tvaru se dělı́ moduly a argumenty se
odečı́tajı́:

z = |z|(cosϕ+ i sinϕ) = |z|eiϕ, w = |w|(cosψ + i sinψ) = |w|eiψ,

z

w
=
|z|(cosϕ+ i sinϕ)
|w|(cosψ + i sinψ)

=
|z|(cosϕ+ i sinϕ)(cosψ − i sinψ)
|w|(cosψ + i sinψ)(cosψ − i sinψ)

=

z

w
=
|z|
|w|
(cos(ϕ− ψ) + i sin(ϕ− ψ)) =

|z|
|w|
ei(ϕ−ψ) . (1.15)

Moivreova věta

Z Eulerova vztahu

eiϕ = cosϕ+ i sinϕ , ϕ ∈ R , (1.16)

plyne

cosϕ =
1
2

(
eiϕ + e−iϕ

)
; sinϕ =

1
2i

(
eiϕ − e−iϕ

)
. (1.17)
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Umocnı́me-li obě strany rovnosti (1.16) na čı́slo n, dostaneme rovnost

(cosϕ+ i sinϕ)n = (eiϕ)n.

Protože (eiϕ)n = einϕ, platı́ tzv. Moivreova věta:

(cosϕ+ i sinϕ)n = cosnϕ+ i sinnϕ , (1.18)

Jestliže

z = |z|ei(ϕ+2kπ) = |z|(cos(ϕ+ 2kπ) + i sin(ϕ+ 2kπ)),

pak pomocı́ Moivreovy věty dostáváme:(
n
√
|z|

(
cos ϕ+2kπn + i sin ϕ+2kπn

))n
=

= |z|(cos(ϕ+ 2kπ) + i sin(ϕ+ 2kπ)) = z

pro k = 0, 1, 2, . . . , n− 1 .
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Je tedy přirozené prohlásit každé z n čı́sel

( n
√
z )k =

n
√
|z|

(
cos ϕ+2kπn + i sin ϕ+2kπn

)
,

k = 0, . . . , n− 1 ,
(1.19)

za n-tou odmocninu komplexnı́ho čı́sla z. Povšimněte si, že pro n = 2
a reálná z > 0 odpovı́dá ( 2

√
z )0 = (

√
z )0 obvyklé definici druhé odmoc-

niny v oboru reálných čı́sel. Podrobnějšı́ rozbor a zdůvodněnı́ definice
n-té odmocniny bude dáno ve druhé kapitole při studiu zobrazenı́ v
komplexnı́ rovině.
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☛ Přı́klad. Máme najı́t všechna řešenı́ algebraické rovnice z6 − 8 = 0.
Řešenı́. Úloha je ekvivalentnı́ s úlohou najı́t hodnoty všech šestých
odmocnin čı́sla 8. Podle (1.19) je(
6
√
8
)
k
=

(
6
√
8(cos 0 + i sin 0

)
k
=
√
2

(
cos
2kπ
6
+ i sin

2kπ
6

)
, k = 0, 1, 2, 3, 4, 5 .

Odtud dostáváme hledané odmocniny(
6
√
8
)
0 =

√
2(cos 0 + i sin 0) =

√
2,(

6
√
8
)
1 =

√
2(cos(π/3) + i sin(π/3)) =

√
2(1/2 + i

√
3/2),(

6
√
8
)
2 =

√
2(cos(2π/3) + i sin(2π/3)) =

√
2(−1/2 + i

√
3/2),(

6
√
8
)
3 =

√
2(cosπ + i sinπ) = −

√
2,(

6
√
8
)
4 =

√
2(cos(4π/3) + i sin(4π/3)) = −

√
2(1/2 + i

√
3/2),(

6
√
8
)
5 =

√
2(cos(5π/3) + i sin(5π/3)) =

√
2(1/2− i

√
3/2).

Řešenı́mi dané rovnice je tedy množina komplexnı́ch čı́sel{
√
2 ,−

√
2 ,

√
2
2
+ i

√
6
2
,

√
2
2
− i

√
6
2
,−
√
2
2
+ i

√
6
2
,−
√
2
2
− i

√
6
2

}
.
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Pro komplexnı́ čı́sla platı́ užitečné nerovnosti, které budeme pou-
žı́vat v dalšı́m textu. Z definice modulu komplexnı́ho čı́sla plynou
nerovnosti

−|z| ≤ <z ≤ |z|, −|z| ≤ =z ≤ |z|. (1.20)

Zřejmě platı́

|z1 + z2|2 = (z1 + z2)(z1 + z2) = |z1|2 + |z2|2 + 2<(z1z2), (1.21)

|z1 − z2|2 = (z1 − z2)(z1 − z2) = |z1|2 + |z2|2 − 2<(z1z2). (1.22)

Z nerovnostı́ (1.20) plyne <(z1z2) ≤ |z1||z2| a z předchozı́ch dvou
nerovnostı́ plynou nerovnosti

|z1 + z2| ≤ |z1|+ |z2|, |z1 − z2| ≥ ||z1| − |z2||. (1.23)

V geometrické interpretaci představujı́ nerovnosti (1.23) známé
podmı́nky pro konstrukci trojúhelnı́ka ze třı́ zadaných úseček:
součet délek dvou stran nemůže být menšı́ než strana třetı́ a
velikost rozdı́lu délek dvou stran nemůže být většı́ než strana
třetı́.
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1.2.6 Množiny reálných čı́sel a jejich vlastnosti

Definice 1. Množina M ⊂ R se nazývá

➥ shora omezená, jestliže existuje H ∈ R takové, že
pro každé x ∈M platı́ nerovnost x ≤ H;

➥ zdola omezená, jestliže existujeD ∈ R takové, že pro
každé x ∈M platı́ nerovnost x ≥ D;

➥ omezená, je-li omezená shora i zdola.

Čı́slo H se nazývá hornı́ odhad množiny M, čı́slo D se
nazývá dolnı́ odhad množiny M.
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Definice 2. Necht’M ⊂ R. Čı́slo S ∈ R, pro které platı́:

1. pro každé x ∈M je x ≤ S,

2. pro každé S ′ < S existuje x ∈M takové, že x > S ′,

se nazývá supremum množiny M.

Supremum množiny je tedy jejı́ nejmenšı́ hornı́ odhad.

Poznámka. Prvnı́ podmı́nka řı́ká, že S je hornı́ odhad, druhá
podmı́nka řı́ká, že je ze všech hornı́ch odhadů nejmenšı́, tj. žádné
čı́slo S ′ menšı́ než supremum nenı́ hornı́m odhadem. Supremum
S nemusı́ být prvkem množiny M.
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Definice 3. Necht’M ⊂ R. Čı́slo s ∈ R, pro které platı́

1. pro každé x ∈M je x ≥ s,

2. pro každé s′ > s existuje x ∈M takové, že x < s′,

se nazývá infimum množiny M .

Infimum množiny je tedy jejı́ nejmenšı́ hornı́ odhad.

Poznámka. Prvnı́ podmı́nka řı́ká, že s je dolnı́ odhad, druhá pod-
mı́nka řı́ká, že je ze všech dolnı́ch odhadů největšı́, tj. žádné čı́slo
s′ většı́ než infimum nenı́ dolnı́m odhadem. Infimum s nemusı́ být
prvkem množiny M.
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Věta o supremu a infimu v R

1. Pro každou neprázdnou shora omezenou množinu
M ⊂ R existuje právě jedno supremum S ∈ R.

2. Pro každou neprázdnou zdola omezenou množinu
M ⊂ R existuje právě jedno infimum s ∈ R.

Poznámka. Povšimněme si, že v množině racionálnı́ch čı́sel
uvedená věta neplatı́. Stačı́ uvažovat

M =
{
q ∈ Q ; q2 < 2

}
.

V reálném oboru by bylo supremum
√
2, infimum −

√
2,

tato čı́sla však nejsou racionálnı́.
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Definice 4. Necht’ ε > 0. Okolı́m bodu a ∈ R se nazývá
množina Uε(a) všech bodů x ∈ R, jejichž vzdálenost od
bodu a je menšı́ než ε, tj.

Uε(a) =
{
x ∈ R ; |x− a| < ε

}
.

Definice 5. Prstencovým okolı́m bodu a ∈ R se nazývá
množina Pε(a) = Uε(a) \ {a}, tj.

Pε(a) =
{
x ∈ R ; 0 < |x− a| < ε

}
.
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Pro ε > 0 definujeme okolı́ bodu +∞ jako

Uε(+∞) =
{
x ∈ R ; x >

1
ε

}
∪ {+∞}

a okolı́ bodu −∞ jako

Uε(−∞) =
{
x ∈ R ; x < −1

ε

}
∪ {−∞} .

Prstencová okolı́ se definujı́ bez bodů ±∞ :

Pε(+∞) =
{
x ∈ R ; x >

1
ε

}
,

Pε(−∞) =
{
x ∈ R ; x < −1

ε

}
.
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Definice 6. Uvažujme množinu M ⊂ R. Bod a se nazývá

➥ vnitřnı́ bod množiny M , existuje-li okolı́ Uε(a) ⊂M .

➥ vnějšı́ bod množiny M , existuje-li okolı́ Uε(a) takové,
že Uε(a) ∩M = ∅.

➥ hraničnı́ bod množiny M má-li každé jeho okolı́ Uε(a)
neprázdný průnik jak s množinouM tak jejı́m doplňkem
MC = R \M .
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Definice 7. Množina M ⊂ R se nazývá

➥ otevřená právě tehdy, když je každý jejı́ bod jejı́m vnitř-
nı́m bodem.

➥ uzavřená právě tehdy, když je jejı́ doplněkMC = R \M
otevřená množina.

☛ Přı́klad 1.2.

• M = (−1, 2) ∪ (3, 5) je otevřená množina.

• M = 〈−1, 2〉 ∪ 〈3, 5〉 je uzavřená množina.

• M = (−1, 2) ∪ (3, 5〉 nenı́ otevřená ani uzavřená.

http://euler.fd.cvut.cz


Home

Obsah

JJ II

J I

Strana 49

Zpět
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Definice 8. Množina všech vnitřnı́ch bodů množiny M se
nazývá vnitřek množiny M a značı́ se M◦.

Definice 9. Uzávěrem množiny M nazýváme doplněk
ke vnitřku doplňku množiny M a značı́me jej M , tj.
M = R \

(
R \M

)◦
.

Definice 10. Hranicı́ množiny M nazýváme množinu
všech jejı́ch hraničnı́ch bodů a značı́me ji ∂M .

☛ Přı́klad 1.3.

Uvažujme M = (−1, 2) ∪ (3, 5〉 .

• M◦ = (−1, 2) ∪ (3, 5) ,

• M = 〈−1, 2〉 ∪ 〈3, 5〉 ,

• ∂M = {−1, 2, 3, 5} .
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Zavřı́t

Konec

Definice 11. Bod x se nazývá

➥ hromadný bod množiny M právě tehdy, když pro
každé jeho prstencové okolı́ Pε(x) je M ∩ Pε(x) 6= ∅.

➥ izolovaný bod množiny M právě tehdy, když existuje
prstencové okolı́ Pε(x) takové, že M ∩ Pε(x) = ∅.

☛ Přı́klad 1.4.

Definice 12. Uzavřená a omezená množina M ⊂ R se
nazývá kompaktnı́.
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PŘEDNÁŠKA 2

MATICE

A DETERMINANTY
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2.1 Matice – základnı́ pojmy

MaticeA reálných nebo komplexnı́ch čı́sel je zadána tı́m,
že je zadáno m × n reálných nebo komplexnı́ch čı́sel ars,
kde index r, resp. s probı́há přirozená čı́sla od 1 do m, resp.
od 1 do n. Čı́sla ars se nazývajı́ prvky matice A. Matici A
s prvky ars zapisujeme ve tvaru

A =


a11, a12, · · · , a1n
a21, a22, · · · , a2n
· · ·
am1, am2, · · · , amn

 , (2.1)

nebo stručněji
A = (ars)

r=1,...,m
s=1,...,n .

Je-li z kontextu jasné, jakých hodnot nabývajı́ indexy r a s, pou-
žı́váme také zápis (ars). Zápis (2.1) vede k tomu, nazývat index
r, resp. s řádkovým, resp. sloupcovým indexem matice A.
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Uspořádanou n-tici, resp. uspořádanou m-tici čı́sel ars s konstant-
nı́m řádkovým indexem r, resp. sloupcovým indexem s nazýváme
r-tým řádkem, resp. s-tým sloupcem matice A.

Uspořádanou dvojici přirozených čı́sel (m, n), kde m je počet
řádků a n je počet sloupců matice A, nazýváme typem matice
A. Je-li m = n, řı́káme, že matice A je čtvercová. Je-li m 6= n,
řı́káme, že matice A je obdélnı́ková.

Řádky, resp. sloupce maticeA typu (m, n)můžeme považovat za
n-složkové, resp. m složkové aritmetické vektory. Mluvı́me proto
o nich jako o řádkových, resp. sloupcových vektorech matice
A a chápeme je jako prvky přı́slušných vektorových prostorů arit-
metických vektorů.

Prvky arr, r = 1, 2, . . . , k, kde k = min{m, n}, nazýváme diago-
nálnı́mi prvky maticeA. Uspořádanou k-tici čı́sel (a11, a22, . . . , akk)
nazýváme diagonálou matice A. Prvky ars pro r < s nazýváme
naddiagonálnı́mi a pro r > s poddiagonálnı́mi prvky matice A.

MaticeA a B jsou si rovny právě tehdy, když majı́ obě stejný typ
a na stejných mı́stech stejné prvky.
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Jsou-li všechny prvky matice A = (ars) typu (m, n) nulové, pak
řı́káme, že A je nulová matice a značı́me ji 0mn, nebo prostě 0.
Jsou-li všechny nediagonálnı́ prvky matice A nulové, tj. ars = 0
pro r 6= s, pak řı́káme, že A je diagonálnı́ matice. Uvědomme
si, že diagonálnı́ matice nemusı́ být čtvercová. Je-li A čtvercová
diagonálnı́ matice a všechny diagonálnı́ prvky jsou 1, pak řı́káme,
že A je jednotková matice a značı́me ji En, nebo prostě E.
Jsou-li všechny naddiagonálnı́, resp. poddiagonálnı́ prvky matice
A nulové, pak řı́káme, že matice A je dolnı́, resp. hornı́ trojú-
helnı́ková.
Je-li A = (ars), pak matice −A = (−ars) se nazývá matice
opačná k matici A.
Je-li A = (ars) matice typu (m, n), pak matici B = (brs) typu
(n,m), pro jejı́ž prvky platı́

brs = asr , r = 1, 2, . . . , n , s = 1, 2, . . . ,m , (2.2)

nazýváme maticı́ transponovanou k matici A a značı́me ji AT .
Matice transponovaná k maticiA tedy vznikne ”překlopenı́m” ma-
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tice A kolem jejı́ diagonály. Např. matice transponovaná k matici

A =
(
2, 3, 1
5, 8, −2

)
je matice

AT =

 2, 5
3, 8
1, −2

 .

Z definičnı́ho vztahu (2.2) je vidět, že pro libovolnou maticiA platı́

(AT )T = A .

Čtvercová matice A = (ars) se nazývá symetrická právě tehdy,
když AT = A, tj. právě tehdy, když ars = asr pro všechna r, s.
Přı́kladem symetrické matice je např. matice

A =

 1, 3, 2
3, 0, −1
2, −1, 5

 .
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Čtvercová matice A = (ars) se nazývá antisymetrická právě
tehdy, když ars = −asr pro všechna r, s. Pro diagonálnı́ prvky pak
platı́ arr = −arr, a tedy všechny diagonálnı́ prvky musı́ být nulové.
Přı́kladem antisymetrické matice je např.

A =

 0, 3, 2
−3, 0, −1
−2, 1, 0

 .
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2.1.1 Lineárnı́ operace s maticemi

Definice 1. Sčı́tánı́ matic. Necht’A = (ars),B = (brs) jsou
matice téhož typu (m, n). Součtem matic A a B nazýváme
matici C = (crs) typu (m, n), definovanou vztahem

crs = ars + brs , r = 1, 2, . . . ,m , s = 1, 2, . . . , n . (2.3)

Součet matic A a B zapisujeme A+B.

Zřejmě pro

A =
(
2, 0, 3

−1, 1, 4

)
, B =

(
1, 1, 0
1, −2, −3

)
je

A+B =
(
3, 1, 3
0, −1, 1

)
.

Protože součet matic je definován vztahem (2.3) pomocı́ jejich
prvků, a tedy čı́sel, plyne z komutativnosti a asociativnosti sčı́tánı́
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čı́sel také tatáž vlastnost pro sčı́tánı́ matic. Tedy, jsou-li A, B, C
matice téhož typu, pak platı́ rovnosti

A+B = B+A , (2.4)

A+ (B+C) = (A+B) +C . (2.5)

Je-li A libovolná matice typu (m, n), 0 nulová matice téhož typu
a −A matice opačná k matici A, pak platı́

A+ 0 = 0+A = A , (2.6)

A+ (−A) = (−A) +A = 0 . (2.7)

Snadno se rovněž ověřı́, že

(A+B)T = AT +BT . (2.8)
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Definice 2. Násobenı́ matice čı́slem. Je-li A = (ars) ma-
tice typu (m, n) a k je čı́slo, pak k-násobkem matice A
nazýváme matici C = (crs) téhož typu, pro jejı́ž prvky platı́

crs = kars , r = 1, 2, . . . ,m , s = 1, 2, . . . , n . (2.9)

Zřejmě pro každou matici A platı́

0A = 0 , (2.10)

(−1)A = −A . (2.11)

Jsou-li A, B matice téhož typu, k, h čı́sla, pak

k(A+B) = kA+ kB , (2.12)

(k + h)A = kA+ hA , (2.13)

k(hA) = (kh)A , (2.14)

1A = A , (2.15)

(kA)T = kAT . (2.16)
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2.1.2 Přı́klad
Ukážeme si použitı́ uvedených rovnostı́ při práci s maticemi.

36

1, −1
2, 4
3, −6

+ 18
−2, 2
−4, −8
−6, 14

 =

18

2
1, −1
2, 4
3, −6

+
−2, 2
−4, −8
−6, 14

 =
= 18

2, −2
4, 8
6, −12

+
−2, 2
−4, −8
−6, 14

 =
0, 0
0, 0
0, 36

 .
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2.1.3 Násobenı́ matic

Definice 3. Jsou dány matice A = (ars) typu (m, p), B =
(brs) typu (p, n). Součinem matic A a B (v tomto pořadı́) je
matice C = (crs) typu (m, n), definovaná předpisem

crs = ar1b1s + ar2b2s + . . .+ arpbps =
p∑

k=1

arkbks (2.17)

pro všechna r = 1, 2, . . . ,m, s = 1, 2, . . . , n. Součin matic A
a B zapisujeme symbolem AB.

Připomeneme-li si definičnı́ vztah skalárnı́ho součinu dvou vek-
torů, vidı́me, že prvek crs součinu AB dostaneme jako skalárnı́
součin r-tého řádku matice A a s-tého sloupce matice B. Tı́m je
rovněž objasněna podmı́nka na typy matic, která musı́ být spl-
něna, aby součin byl definován.
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Vlastnosti součinu matic. Je-li E jednotková matice a A, B
libovolné matice, pak platı́

EA = A , BE = B , (2.18)

jakmile jsou součiny na levých stranách rovnostı́ definovány.

Násobenı́ matic je asociativnı́, tj. pro každé tři matice A, B, C
platı́

A(BC) = (AB)C , (2.19)

jakmile je součin definován.

Násobenı́ matic nenı́ komutativnı́. Pro nulovou matici 0 a libo-
volné matice A, B platı́

0A = 0 , A0 = 0 , (2.20)

jakmile je součin na levé straně definován.
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Jsou-li A, B, C matice a k čı́slo, pak platı́

k(AB) = A(kB) = (kA)B , (2.21)

(A+B)C = AC+BC , (2.22)

A(B+C) = AB+AC , (2.23)

(AB)T = BTAT , (2.24)

kdykoliv je alespoň jedna strana rovnosti definována.

Důkazy prvnı́ch třı́ rovnostı́ jsou zcela elementárnı́. K důkazu
čtvrté rovnosti stačı́ si zapsat jednotlivé prvky součinů na levé a
pravě straně a pak je porovnat.
SoučinAB dvou matic může být nulová matice i když obě matice
A, B jsou nenulové:
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☛ Přı́klad. Máme najı́t součin matic A a B, kde

A =
(
2, 2
1, 1

)
, B =

(
−2, 1
2, −1

)
.

Řešenı́.

AB =
(
2, 2
1, 1

)(
−2, 1
2, −1

)
=

(
0, 0
0, 0

)
.

Součin dvou nenulových matic tedy může být nulová matice.
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☛ Přı́klad. Necht’

A =
(
1, 2
3, 4

)
, B =

 1, −1
2, 0

−3, 4

 .

Pak součin AB nenı́ definován, protože typ A je (2, 2) a typ B je
(3, 2).
Je však definován součin BA a platı́

BA =

 1, −1
2, 0

−3, 4

( 1, 2
3, 4

)
=

=

 1 · 1 + (−1) · 3, 1 · 2 + (−1) · 4
2 · 1 + 0 · 3, 2 · 2 + 0 · 4

(−3) · 1 + 4 · 3, (−3) · 2 + 4 · 4

 =
=

 −2, −2
2, 4
9, 10

 .
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☛ Přı́klad. Necht’

A =
(
cosx, sin x

sin x, − cosx

)
, B =

(
− cosx, sin x

sin x, cosx

)
,

pro libovolné reálné x. Pak jsou definovány oba součinyAB i BA
a platı́

AB =
(

− cos2 x + sin2 x, cosx sin x + sin x cosx
− sin x cosx − sin x cosx, sin2 x − cos2 x

)
=

=

(
− cos 2x, sin 2x
− sin 2x, − cos 2x

)
,

BA =
(
− cos 2x, − sin 2x
sin 2x, − cos 2x

)
.
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2.2 Determinanty

2.2.1 Determinant a jeho vlastnosti

Předpokládejme, že A je čtvercová matice. Ukážeme, jak lze
každé takové matici přiřadit jisté reálné čı́slo, které budeme nazý-
vat determinantem matice A. Nejdřı́ve popı́šeme základnı́ myš-
lenku na maticı́ch typu (2, 2).

Definice determinantu matice typu (2,2).
Budeme se zabývat soustavou dvou lineárnı́ch algebraických rov-
nic

a11x1 + a12x2 = b1 ,

a21x1 + a22x2 = b2 .
(2.25)

Předpokládejme, že matice této soustavy

A =
(

a11, a12
a21, a22

)
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je regulárnı́, tj. že jejı́ řádky jsou lineárně nezávislé. Pak můžeme
neznámou x2 vyloučit tak, že násobı́me 1. rovnici čı́slem a22,
druhou čı́slem (−a12) a takto upravené obě rovnice sečteme.
Dostaneme rovnici

(a11a22 − a12a21)x1 = b1a22 − b2a12 .

Protože maticeA je regulárnı́, je čı́slo a11a22−a12a21 6= 0. Můžeme
tedy psát

x1 =
b1a22 − b2a12

a11a22 − a12a21
. (2.26)

Analogicky vyloučı́me-li ze soustavy (2.25) neznámou x1, dosta-
neme

x2 =
a11b2 − a21b1

a11a22 − a12a21
. (2.27)

Označı́me-li

det

(
a11, a12
a21, a22

)
= a11a22 − a12a21 , (2.28)
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Zpět

Fullscreen

Tisk

Zavřı́t
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pak zřejmě

det

(
b1, a12
b2, a22

)
= b1a22 − b2a12 ,

det

(
a11, b1
a21, b2

)
= a11b2 − a21b1

a vztahy (2.26), (2.27) můžeme psát ve tvaru

x1 =

det

(
b1, a12
b2, a22

)
det

(
a11, a12
a21, a22

) , x2 =

det

(
a11, b1
a21, b2

)
det

(
a11, a12
a21, a22

) . (2.29)

Čı́slo

detA = det
(

a11, a12
a21, a22

)
= a11a22 − a12a21 (2.30)

nazýváme determinantem matice A.
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Vlastnosti determinantu matice typu (2,2).
Uvedeme si některé vlastnosti determinantu, jejichž platnost si
čtenář snadno ověřı́ sám pomocı́ definičnı́ho vztahu (2.30).

1. Jestliže matice B vznikla z matice A záměnou řádků nebo
sloupců, je detB = − detA.

det

(
a21, a22
a11, a12

)
= a21a12 − a11a22 = −(a11a22 − a12a21) =

− det
(

a11, a12
a21, a22

)
.

Analogicky pro záměnu sloupců.

2. Má-li matice A obě řádky stejné, je detA = 0.

http://euler.fd.cvut.cz


Home

Obsah

JJ II

J I

Strana 71

Zpět
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3. Jestliže matice B vznikla z matice A vynásobenı́m jednoho
řádku čı́slem α, je detB = α detA.

det

(
αa11, αa12
a21, a22

)
= αa11a22 − αa21a12 =

= α(a11a22 − a12a21) = α det

(
a11, a12
a21, a22

)
.

4. Má-li matice A jeden řádek nulový, je detA = 0.

5. Platı́

det

(
a11 + b11, a12 + b12

a21, a22

)
=

= (a11+b11)a22−a21(a12+b12) = (a11a22−a21a12)+(b11a22−a21b12) =

= det

(
a11, a12
a21, a22

)
+ det

(
b11, b12
a21, a22

)
.
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6. Jestliže matice B vznikla z matice A přičtenı́m α-násobku
jednoho řádku ke druhému, pak detB = detA.
Skutečně, podle vlastnostı́ 5, 3 a 2 platı́

det

(
a11 + αa21, a12 + αa22

a21, a22

)
=

= det

(
a11, a12
a21, a22

)
+ α det

(
a21, a22
a21, a22

)
=

= det

(
a11, a12
a21, a22

)
.

7. Determinant součinu matic je součin determinantů těchto
matic, tj. detAB = detA detB.
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det

((
a11, a12
a21, a22

)(
b11, b12
b21, b22

))
=

= det

(
a11b11 + a12b21, a11b12 + a12b22
a21b11 + a22b21, a21b12 + a22b22

)
=

= det

(
a11b11, a11b12
a21b11, a21b12

)
+ det

(
a11b11, a12b22
a21b11, a22b22

)
+

+det

(
a12b21, a11b12
a22b21, a21b12

)
+ det

(
a12b21, a12b22
a22b21, a22b22

)
=

= b11b12 det

(
a11, a11
a21, a21

)
+ b11b22 det

(
a11, a12
a21, a22

)
−

−b12b21 det

(
a11, a12
a21, a22

)
+ b21b22 det

(
a12, a12
a22, a22

)
=

= (b11b22−b12b21) det

(
a11, a12
a21, a22

)
= det

(
a11, a12
a21, a22

)
det

(
b11, b12
b21, b22

)
.
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Determinant matice typu (3,3).
Než zavedeme determinant libovolné čtvercové matice typu (n, n),
podı́vejme se na determinant matice typu (3, 3). Definujeme

det

a11, a12, a13
a21, a22, a23
a31, a32, a33

 = (2.31)

= a11a22a33+a12a23a31+a13a21a32−a13a22a31−a12a21a33−a11a23a32 .

Vidı́me, že definičnı́ vztah (2.31) obsahuje 3! = 6 sčı́tanců, z nichž
každý je součinem třı́ prvků matice, ležı́cı́ch v různých řádkách a
různých sloupcı́ch. Když si zapı́šeme uspořádané trojice řádko-
vých a sloupcových indexů jednotlivých sčı́tanců v (2.31), dosta-
neme 6 permutacı́ základnı́ho pořadı́ (1, 2, 3), a to(

1, 2, 3
1, 2, 3

)
,

(
1, 2, 3
2, 3, 1

)
,

(
1, 2, 3
3, 1, 2

)
,(

1, 2, 3
3, 2, 1

)
,

(
1, 2, 3
2, 1, 3

)
,

(
1, 2, 3
1, 3, 2

)
.

(2.32)
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Je vidět, že k vytvořenı́ 2. a 3. permutace potřebujeme dvě trans-
posice (např. u 2. permutace přesunout 1 za 2 a pak ještě 1 za 3),
k vytvořenı́ 4. permutace potřebujeme 3 transposice (přesunout 1
za 2, pak 1 za 3 a pak ještě 2 za 3), k vytvořenı́ poslednı́ch dvou
permutacı́ stačı́ vždy jedna transposice. Je-li počet transposic,
potřebný k vytvořenı́ přı́slušné permutace sudý, resp. lichý, mlu-
vı́me o sudé, resp. liché permutaci. Pro zápis permutace budeme
použı́vat symboliku obvyklou u funkcı́. Značı́-li např. π druhou
permutaci v (2.32), pak je π(1) = 2, π(2) = 3, π(3) = 1, tj. π(j)
značı́ čı́slo, které je v této permutaci π na j-tém mı́stě. Symbolem
zn (π) značı́me tzv. znaménko permutace π, což je 1, když je
permutace π sudá, nebo −1, když je permutace π lichá.
Podı́váme-li se nynı́ na znaménka sčı́tanců v definičnı́m vztahu
(2.31), vidı́me, že jsou to právě znaménka permutacı́ přı́slušných
sloupcových indexů, jak jsou zapsány v (2.32). Této vlastnosti de-
terminantu matice typu (3, 3) využijeme při definici determinantu
libovolné čtvercové matice typu (n, n).
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Zavřı́t

Konec

Dřı́ve, než to učinı́me, uvedeme ještě jednu mechanickou po-
můcky pro výpočet determinantu matice typu (3, 3). Abychom si
zapamatovali volbu znaménka u jednotlivých součinů v (2.31),
rozepı́šeme matici A na matici typu (5, 3), resp. (3, 5) tak, že pod
nı́, resp. za nı́ připı́šeme ještě prvnı́ a druhý řádek, resp. prvnı́ a
druhý sloupec matice A. Dostaneme matice

a11 a12 a13
↘ ↙

a21 a22 a23
↘↙ ↘↙

a31 a32 a33
↘↙ ↘↙

a11 a12 a13
↙ ↘

a21 a22 a23


, resp.


a11 a12 a13 a11 a12

↘ ↘↙ ↘↙ ↙
a21 a22 a23 a21 a22

↙ ↘↙ ↘↙ ↘
a31 a32 a33 a31 a32

 ,

v nichž součiny vytvářené postupem zleva doprava majı́ zna-
ménko +, při postupu zprava doleva znaménko −. Tento postup
se nazývá Sarrusovo pravidlo.
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Přerovnánı́m sčı́tanců ve vztahu (2.31) a vhodným vytknutı́m před
závorku dostaneme

detA = a11(a22a23−a23a32)−a12(a21a33−a23a31)+a13(a21a32−a22a31) =

= a11 det

(
a22, a23
a32, a33

)
− a12 det

(
a21, a23
a31, a33

)
+ a13 det

(
a21, a22
a31, a32

)
.

Vidı́me, že detA = a11A11+a12A12+a13A13, kde A1j je determinant
matice, která vznikne z matice A tak, že vynecháme 1. řádku a
j-tý sloupec, přičemž takto zı́skaný determinant násobı́me ještě
čı́slem (−1)1+j. Tuto vlastnost determinantu matice typu (3, 3)
nynı́ zobecnı́me.
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Definice determinantu libovolné čtvercové matice.

Definice 4. Necht’ A je libovolná čtvercová matice typu
(n, n). Pak determinantem matice A nazýváme čı́slo

detA =
∑

zn (π)a1π(1)a2π(2) · . . . · anπ(n) ,

kde sčı́táme přes všechny permutace π n-tice (1, 2, . . . , n).

Rozvoj determinantu podle řádku nebo sloupce.
Zvolme pevně řádkový index r a označme Ar1,Ar2, . . . ,Arn ma-
tice, které dostaneme z matice A tak, že vynecháme v nı́ r-tý
řádek a postupně 1, 2, . . . , n-tý sloupec. Označme nynı́

Ars = (−1)r+s detArs .

Toto čı́slo nazveme algebraickým doplňkem prvku ars. Pak platı́

detA = ar1Ar1 + ar2Ar2 + . . .+ arnArn , r = 1, 2, . . . , n .

Řı́káme, že jsme determinant matice A rozvinuli podle r-tého
řádku.
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Analogicky se vytvářı́ rozvoj determinantu matice A podle s-
tého sloupce

detA = a1sA1s + a2sA2s + . . .+ ansAns , s = 1, 2, . . . , n .

Vlastnosti determinantu.
Dá se ukázat, že takto definovaný determinant má všechny vlast-
nosti 1 až 7, uvedené pro determinant matice typu (2, 2), samo-
zřejmě s formulacemi přı́slušně modifikovanými.
Snadno se rovněž ukáže, že pro determinant transponované ma-
tice AT platı́

detAT = detA .

Všimněme si ještě, že determinant diagonálnı́, nebo obecněji troj-
úhelnı́kové matice je roven součinu diagonálnı́ch prvků. Odtud
bezprostředně plyne, že matice A je regulárnı́ právě tehdy,
když jejı́ determinant je nenulový.
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Výpočet determinantu pomocı́ Gaussovy eliminace.
Vzhledem k tomu, že výpočet determinantu trojúhelnı́kové matice
je velice jednoduchý, použı́vá se i k výpočtu determinantu Gaus-
sova eliminačnı́ metoda. Musı́me si však uvědomit, že každá vý-
měna řádků představuje změnu znaménka determinantu a každé
násobenı́ řádku nenulovým čı́slem znamená vynásobenı́ determi-
nantu tı́mto čı́slem. Použı́váme-li tedy Gaussovu eliminaci k výpo-
čtu determinantu, musı́me si poznamenávat počet výměn řádků
a všechny koeficienty, jimiž jsme násobili řádky. Součin diagonál-
nı́ch členů trojúhelnı́kové matice, kterou jsme Gaussovou elimi-
nacı́ zı́skali, musı́me nynı́ násobit čı́slem 1 nebo −1 podle toho,
zda počet výměn řádků byl sudý nebo lichý, a pak vydělit sou-
činem všech koeficientů, jimiž jsme násobili během eliminace
řádky. Takto zı́skané čı́slo je pak determinant přı́slušné matice.
Čtenář si jistě uvědomil, že přičtenı́ k danému řádku libovolné line-
árnı́ kombinace ostatnı́ch řádků nemá na hodnotu determinantu
žádný vliv, takže tyto úpravy si nemusı́me poznamenávat.
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☛ Přı́klad. Vypočı́tejte determinant matice A:

A =

 4, 3, −3
3, 2, −2
2, −1, 5

 .

Řešenı́.
Použijeme Sarrusovo pravidlo.

detA = 4·2·5+3·(−2)·2+(−3)·3·(−1)−(−3)·2·2−3·3·5−4·(−2)·(−1) = −4 .

☛ Přı́klad.

A =


3, 0, 0, 0
2, 1, 0, 0

−1, 0, 4, 0
0, 7, 1, 2

 .

Řešenı́.
Matice je trojúhelnı́ková, takže determinant je součin diagonál-
nı́ch prvků

detA = 3 · 1 · 4 · 2 = 24 .
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☛ Přı́klad.

A =


1, 2, 0, −1
2, 4, 0, −2
3, 0, 1, 4

−1, 5, 0, 2

 .

Řešenı́.

detA = 2det


1, 2, 0, −1
1, 2, 0, −1
3, 0, 1, 4

−1, 5, 0, 2

 = 0 ,
protože matice má dva stejné řádky.
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Zpět

Fullscreen

Tisk

Zavřı́t
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☛ Přı́klad.

A =
(
cosϕ, − sinϕ

sinϕ, cosϕ

)
.

Řešenı́.
detA = cos2 ϕ+ sin2 ϕ = 1 .

☛ Přı́klad.

A =

 cosϕ, sinϕ cosϑ, sinϕ sinϑ

− sinϕ, cosϕ cosϑ, cosϕ sinϑ

0, − sinϑ, cosϑ

 .

Řešenı́.
Použijeme Sarussovo pravidlo.

detA = cos2 ϕ cos2 ϑ+ sin2 ϕ sin2 ϑ+ cos2 ϕ sin2 ϑ+ sin2 ϕ cos2 ϑ =

= cos2 ϕ(cos2 ϑ+sin2 ϑ)+sin2 ϕ(sin2 ϑ+cos2 ϑ) = cos2 ϕ+sin2 ϕ = 1 .
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☛ Přı́klad.

A =


2 0, 0, 0, 1
3 a1, 0, 0, 0
4 1, a2, 0, 0
5 0, 1, a3, 0
6 0, 0, 1, a4

 .

Řešenı́.
Budeme postupně použı́vat rozvoj podle 1. a poslednı́ho řádku

detA = 2·(−1)1+1 det


a1, 0, 0, 0
1, a2, 0, 0
0, 1, a3, 0
0, 0, 1, a4

+1·(−1)1+5 det

3, a1, 0, 0
4, 1, a2, 0
5, 0, 1, a3
6, 0, 0, 1

 =

= 2a1a2a3a4+6·(−1)1+4 det

 a1, 0, 0
1, a2, 0
0, 1, a3

+1·(−1)4+4 det
 3, a1, 0
4, 1, a2
5, 0, 1

 =
= 2a1a2a3a4−6a1a2a3+5·(−1)1+3 det

(
a1, 0
1, a2

)
+1·(−1)3+3 det

(
3, a1
4, 1

)
=

= 2a1a2a3a4 − 6a1a2a3 + 5a1a2 − 4a1 + 3 .
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PŘEDNÁŠKA 3

SOUSTAVY

LINEÁRNÍCH

ROVNIC
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3.1 Gaussova eliminačnı́ metoda

Připomeňme si nejdřı́ve, jak jsme na střednı́ škole řešili eliminačnı́
metodou soustavy lineárnı́ch algebraických rovnic.

Budeme řešit soustavu třı́ rovnic

2x1 + x2 + x3 = 0 ,
x1 + x2 + 4x3 = 0 ,
3x1 + 2x2 + x3 = 1 .

(3.1)

Nejdřı́ve vyloučı́me ze dvou rovnic neznámou x1. Nejsnáze to
učinı́me tak, že (−2) násobek druhé rovnice přičteme k prvnı́
rovnici a (−3) násobek druhé rovnice přičteme ke třetı́ rovnici.
Dostaneme tak ekvivalentnı́ soustavu

− x2 − 7x3 = 0 ,
x1 + x2 + 4x3 = 0 ,

− x2 − 11x3 = 1 .
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Vyměnı́me-li prvnı́ a druhou rovnici, dostaneme

x1 + x2 + 4x3 = 0 ,
− x2 − 7x3 = 0 ,
− x2 − 11x3 = 1 .

Nynı́ násobı́me druhou rovnici čı́slem −1 a přičteme ke třetı́ rov-
nici. Dostaneme ekvivalentnı́ soustavu

x1 + x2 + 4x3 = 0 ,
x2 + 7x3 = 0 ,

− 4x3 = 1 ,
(3.2)

jejı́ž řešenı́ již snadno nalezneme. Je to x1 = −3/4, x2 = 7/4, x3 =
−1/4. Vzhledem k tomu, že jsme prováděli jen ekvivalentnı́ úpravy
soustavy rovnic, majı́ obě ekvivalentnı́ soustavy (3.1) a (3.2)
stejná řešenı́. Nalezli jsme tedy i řešenı́ zadané soustavy.
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Označı́me-li

A =

2, 1, 11, 1, 4
3, 2, 1

 , x =

x1
x2
x3

 , b =

00
1

 ,

můžeme soustavu (3.1) zapsat v maticovém tvaru

Ax = b .

Matice A se nazývá matice soustavy (3.1) a vektor b se na-
zývá vektor pravých stran soustavy (3.1). Přidáme-li k matici
soustavy A jako poslednı́ sloupec vektor b, dostaneme tzv. roz-
šı́řenou matici soustavy. Rozšı́řená matice soustavy (3.1), resp.
(3.2) je

B =

 2, 1, 1, 01, 1, 4, 0
3, 2, 1, 1

 , resp. C =

 1, 1, 4, 0
0, 1, 7, 0
0, 0, −4, 1

 .
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Všimněme si, že matice C je hornı́ trojúhelnı́ková matice, kterou
dostaneme z matice B, provedeme-li na jejı́ řádky stejné úpravy
jako jsme prováděli na rovnice vyšetřované soustavy. Lze tedy
matici B převést na hornı́ trojúhelnı́kovou matici C pomocı́ třı́
typů elementárnı́ch úprav řádek, a to:

➥ záměna libovolných dvou řádků;

➥ vynásobenı́ libovolného řádku nenulovým čı́slem;

➥ přičtenı́ libovolného násobku kteréhokoli řádku k ji-
nému řádku.

Analogicky lze provádět tyto tři typy elementárnı́ch úprav na
sloupcı́ch matice B a převést ji tak na dolnı́ trojúhelnı́kovou ma-
tici. Metoda, kterou jsme použili k převodu soustavy (3.1) na (3.2),
nebo analogicky matice B na matici C, je speciálnı́m přı́padem
tzv. Gaussovy eliminačnı́ metody, kterou nynı́ popı́šeme.
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Gaussova eliminačnı́ metoda
Našim cı́lem je ukázat, jak lze pomocı́ elementárnı́ch úprav matice
A = (ars) převést tuto matici na hornı́ trojúhelnı́kovou matici B =
(brs) téhož typu takovou, že jakmile je diagonálnı́ prvek bkk = 0,
pak je brs = 0 pro všechny indexy r ≥ k a všechny s. Takto
zı́skaná matice má jeden z těchto třı́ tvarů:

B1 =


b11, b12, · · · , b1m, · · · , b1n
0, b22, · · · , b2m, · · · , b2n
· · ·
0, 0, · · · , bmm, · · · , bmn

 ,

B2 =



b11, b12, · · · , b1n
0, b22, · · · , b2n
· · ·
0, 0, · · · , bnn

0, 0, · · · , 0
· · ·
0, 0, · · · , 0


,

http://euler.fd.cvut.cz


Home

Obsah

JJ II

J I

Strana 91

Zpět
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B3 =



b11, b12, · · · , b1k, · · · , b1n
0, b22, · · · , b2k, · · · , b2n
· · ·
0, 0, · · · , bkk, · · · , bkn

0, 0, · · · , 0, · · · , 0
· · ·
0, 0, · · · , 0, · · · , 0


,

kde všechny vypsané diagonálnı́ prvky jsou nenulové.

Je-li matice A nulová, má již požadovaný tvar. Předpokládáme
tedy, že matice A má alespoň jeden nenulový prvek. Označme
jej ars. Pak výměnou prvnı́ho a r-tého řádku a prvnı́ho a s-tého
sloupce dostaneme matici, která má na mı́stě (1, 1) nenulový
prvek ars. Můžeme tedy předpokládat, že upravujeme matici A
takovou, že a11 6= 0.
V prvnı́m kroku vynulujeme všechny prvky prvnı́ho sloupce le-
žı́cı́ pod a11. Je-li např. ai1 6= 0 , i = 2, 3, . . . ,m, pak přičtenı́m
(−ai1/a11)-násobku prvnı́ho řádku k i-tému řádku dostaneme na
mı́stě (i, 1) nulu.
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V druhém kroku stejným postupem vynulujeme všechny prvky
druhého sloupce počı́naje prvkem s řádkovým indexem 3.
Opakovánı́m tohoto postupu dospějeme k matici majı́cı́ jeden
z uvedených třı́ tvaru.
Prvek, který použı́váme k nulovánı́ části sloupce pod diagonálou,
se nazývá klı́čový prvek.
Musı́me si uvědomit, že výsledná matice závisı́ na volbě pořadı́,
v němž jsme aplikovali jednotlivé elementárnı́ úpravy, a tedy nenı́
zadanou maticı́ A jednoznačně určena.
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☛ Přı́klad. Gaussovou eliminačnı́ metodou převedeme matici

A =


2, −4, 3, 1, 0
1, −2, 1, −4, 2
0, 1, −1, 3, 1
4, −7, 4, −4, 5


na hornı́ trojúhelnı́kovou matici.
Řešenı́. Prvek na mı́stě (1, 1) je nenulový, takže bychom mohli
začı́t eliminaci rovnou. Avšak pro nulovánı́ prvku a21 = 1 bychom
museli prvnı́ řádek násobit zlomkem −12 , a tomu se můžeme vy-
hnout tı́m, že vyměnı́me prvnı́ a druhý řádek, čı́mž dostaneme
klı́čový prvek 1. V takto zı́skané matici

1, −2, 1, −4, 2
2, −4, 3, 1, 0
0, 1, −1, 3, 1
4, −7, 4, −4, 5


vynulujeme prvnı́ prvek druhého, resp. čtvrtého řádku tak, že
k němu přičteme (−2)-násobek, resp. (−4)-násobek prvnı́ho řádku.
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Dostaneme tak matici


1, −2, 1, −4, 2
0, 0, 1, 9, −4
0, 1, −1, 3, 1
0, 1, 0, 12, −3

 ,

jejı́ž 1. sloupce má již požadovaný tvar. Tato matice má na mı́stě
(2, 2) nulu, takže vyměnı́me 2. a 3. řádek. V takto zı́skané matici
stačı́ ke 4. řádku přičı́st (−1)-násobek 2. řádku, abychom dostali
matici 

1, −2, 1, −4, 2
0, 1, −1, 3, 1
0, 0, 1, 9, −4
0, 0, 1, 9, −4

 ,

s upravenými dvěma sloupci. Přičteme-li ještě (−1)-násobek tře-
tı́ho řádku ke čtvrtému řádku, dostaneme hledanou hornı́ trojú-
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helnı́kovou matici
1, −2, 1, −4, 2
0, 1, −1, 3, 1
0, 0, 1, 9, −4
0, 0, 0, 0, 0

 .

Je to matice typu B3, jak jsme je popsali v předchozı́m odstavci.

☛ Přı́klad. Gaussovou eliminačnı́ metodou převedeme matici

A =


1, 2, 3, 4, 2
3, 6, 2, 11, 3
3, 6, 3, 4, 8
1, 4, 5, 1, 4


na hornı́ trojúhelnı́kovou matici.
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Řešenı́. Ke 2. a 3. řádku přičteme (−3)-násobek 1. řádku a ke
čtvrtému řádku přičteme (−1)-násobek 1. řádku. Dostaneme ma-
tici 

1, 2, 3, 4, 2
0, 0, −7, −1, −3
0, 0, −6, −8, 2
0, 2, 2, −3, 2

 .

V nı́ stačı́ nynı́ vyměnit 2. a 4. řádek, abychom dostali matici se
dvěma upravenými sloupci

1, 2, 3, 4, 2
0, 2, 2, −3, 2
0, 0, −6, −8, 2
0, 0, −7, −1, −3

 .

Abychom se – podobně jako v předchozı́m přı́kladě – vyhnuli po-
čı́tánı́ se zlomky, zvolı́me za klı́čový prvek čı́slo −1, ležı́cı́ v mı́stě
(4, 4). Musı́me proto vyměnit 3. a 4. sloupec a 3. a 4. řádek. V této
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matici 
1, 2, 4, 3, 2
0, 2, −3, 2, 2
0, 0, −1, −7, −3
0, 0, −8, −6, 2


přičteme ke 4. řádku (−8)-násobek třetı́ho řádku a dostaneme
hledanou hornı́ trojúhelnı́kovou matici

1, 2, 4, 3, 2
0, 2, −3, 2, 2
0, 0, −1, −7, −3
0, 0, 0, 50, 26


typu B2.
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3.2 Soustavy lineárnı́ch rovnic
– teorie

Necht’ ars, br pro r = 1, 2, . . . ,m, s = 1, 2, . . . , n jsou reálná
nebo komplexnı́ čı́sla. Budeme se zabývat soustavou m

lineárnı́ch algebraických rovnic o n neznámých

a11x1 + a12x2 + . . . + a1nxn = b1 ,

a21x1 + a22x2 + . . . + a2nxn = b2 ,

· · ·
am1x1 + am2x2 + . . . + amnxn = bm .

(3.3)

Řešenı́m soustavy (3.3) budeme nazývat každou uspořá-
danou n-tici (u1, u2, . . . , un) čı́sel takovou, že po dosazenı́ ui

za xi, i = 1, 2, . . . , n, do soustavy (3.3) dostaneme identity.
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Soustavu (3.3) zapisujeme obvykle v maticovém tvaru

Ax = b , (3.4)

kde

A =


a11, a12, · · · , a1n
a21, a22, · · · , a2n
· · ·
am1, am2, · · · , amn

 ,

x =


x1
x2
· · ·
xn

 , b =


b1
b2
· · ·
bm

 .

Matice A se nazývá matice soustavy (3.3), vektor b se nazývá
vektorem pravých stran a vektor x se nazývá vektorem ne-
známých, nebo také značně nepřesně, ale výstižně vektorem
řešenı́ soustavy (3.3). Řı́káme, že soustava (3.3) je homogennı́
právě tehdy, když vektor b jejich pravých stran je nulový. V opač-
ném přı́padě řı́káme, že soustava (3.3) je nehomogennı́. Matice
(A,b) se nazývá rozšı́řená matice soustavy (3.3).
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Aritmetické vektory x a b zde zapisujeme někdy jako řádkové
vektory, jindy jako sloupcové vektory a chápeme je jako matice
typu (1, n) nebo typu (n, 1). Rozdı́l mezi interpretacı́ aritmetického
vektoru jako řádkového nebo sloupcového hraje roli pouze v přı́-
padě, kdy jı́m násobı́me jinou matici. Ze souvislosti bude vždy
patrné, o který typ vektoru v dané situaci jde.
Řı́káme, že dvě soustavy lineárnı́ch algebraických rovnic jsou
ekvivalentnı́ právě tehdy, když majı́ obě stejné množiny řešenı́.
Přı́kladem ekvivalentnı́ch soustav lineárnı́ch rovnic jsou např.
soustavy

2x1 + x2 = 1 , 3x1 − x2 = 5 ,
x1 − 2x2 = 4 , x1 + 3x2 = −3 ,

majı́cı́ právě jedno řešenı́ (6/5,−7/5), nebo soustavy

2x1 + x2 = 1 , 2x1 + x2 = 1 ,
4x1 + 2x2 = 2 ,

jejichž řešenı́m je každá uspořádaná dvojice (r, 1− 2r) pro každé
čı́slo r.
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Každé dvě soustavy lineárnı́ch rovnic

Ax = b , (3.5)

Cx = d (3.6)

takové, že rozšı́řená matice (C,d) vznikla z rozšı́řené matice
(A,b) nějakými elementárnı́mi řádkovými úpravami, jsou ekvi-
valentnı́. Při řádkových úpravách totiž měnı́me v podstatě jen
pořadı́ rovnic a to nemá na řešenı́ vliv. Zcela jiná situace na-
stane, zaměnı́me-li sloupce matice A. Každá záměna sloupců
totiž představuje záměnu přı́slušných složek řešenı́. Vyměnı́me-li
např. 1. a 2. sloupec matice A, změnı́ se vektor řešenı́ tak, že se
v něm vyměnı́ 1. a 2. složka. Násobenı́ s-tého sloupce čı́slem k

znamená dělenı́ s-té složky řešenı́ čı́slem k. To znamená, že při
přechodu od soustavy (3.5) k soustavě (3.6) pomocı́ sloupcových
elementárnı́ch úprav se obecně množina řešenı́ nezachovává.
☛ Přı́klad. Máme ukázat, že dané dvě soustavy jsou ekvivalentnı́:
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1.
3x + y = −1 , x + 2y = 13 ,
2x + y = 2 . x + y = 5 .

Řešenı́. Obě soustavy majı́ právě jedno řešenı́ (−3, 8).

2.
3x − 2y = 4 , 12x + 4y = 3 ,
6x − 4y = 7 . 9x + 3y = 2 .

Řešenı́. Obě soustavy majı́ prázdnou množinu řešenı́.

3.

x1 + 2x2 + 3x3 = 4 , x1 + 2x2 + 3x3 = 4 ,
2x1 + x2 − x3 = 3 , 3x1 + 3x2 + 2x3 = 10 ,
3x1 + 3x2 + 2x3 = 10 , 2x1 + x2 − x3 = 3 .

Řešenı́. Obě soustavy se lišı́ pouze pořadı́m 2. a 3. rovnice. (Jiná
argumentace: obě soustavy majı́ prázdnou množinu řešenı́.)
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3.3 Homogennı́ soustava lineárnı́ch
rovnic

3.3.1 Vlastnosti řešenı́ homogennı́ soustavy
Budeme se zabývat homogennı́ soustavou m lineárnı́ch rovnic
o n neznámých

a11x1 + a12x2 + . . . + a1nxn = 0 ,
a21x1 + a22x2 + . . . + a2nxn = 0 ,

· · ·
am1x1 + am2x2 + . . . + amnxn = 0 .

(3.7)

Tuto soustavu budeme zapisovat ve tvaru

Ax = o . (3.8)

Homogennı́ soustava (3.7) má vždy alespoň jedno řešenı́, a to
tzv. triviálnı́ řešenı́ o = (0, 0, . . . , 0). Je-li matice A regulárnı́, pak
soustava (3.7) nemá kromě triviálnı́ho řešenı́ žádné jiné řešenı́.
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Skutečně, je-li u libovolné řešenı́, tj. Au = o, pak

A−1Au = u = A−1o = o ,

a tedy u musı́ být triviálnı́.
Je-li matice A singulárnı́, pak soustava (3.7) má nekonečně mnoho
řešenı́. Označı́me-li h hodnost matice A, pak soustavu (3.7) mů-
žeme Gaussovou eliminacı́ převést na tvar

c11y1 + c12y2 + . . . + c1hyh + c1h+1yh+1 + . . . + c1nyn = 0 ,
c22y2 + . . . + c2hyh + c2h+1yh+1 + . . . + c2nyn = 0 ,

· · ·
cmhyh + cmh+1yh+1 + . . . + cmnyn = 0 ,

(3.9)
kde vektor (y1, y2, . . . , yn) je vhodnou permutacı́ vektoru nezná-
mých (x1, x2, . . . , xn), vzniklou přı́padnými výměnami sloupců ma-
tice A během Gaussovy eliminace.
Je-li h = n, má soustava (3.7) pouze triviálnı́ řešenı́, jak jsme
ukázali již výše.
Je-li h < n, pak za neznámé yh+1, yh+2, . . . , yn můžeme dosadit
libovolných n−h čı́sel rh+1, rh+2, . . . , rn. Soustava (3.9) pak přejde
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v nehomogennı́ soustavu

c11y1 + c12y2 + . . . + c1hyh = −c1h+1yh+1 − . . . − c1nyn ,

c22y2 + . . . + c2hyh = −c2h+1yh+1 − . . . − c2nyn ,

· · ·
cmhyh = −cmh+1yh+1 − . . . − cmnyn ,

(3.10)
s trojúhelnı́kovou maticı́. Tato soustava je ekvivalentnı́ se sou-
stavou (3.7) (až přı́padně na pořadı́ složek vektorů řešenı́, vyvo-
laných výměnami sloupců při Gaussově eliminaci) a jejı́ řešenı́
nalezneme již snadno tzv. zpětným chodem. Z poslednı́ rovnice
vypočı́táme yh, dosadı́me do předposlednı́ a vypočı́táme yh−1,
atd., až z 1. rovnice vypočı́táme y1.
Snadno se ověřı́, že množina všech řešenı́ homogennı́ soustavy
tvořı́ vektorový prostor, podprostor prostoru Rn nebo Cn. Sku-
tečně, jsou-li u, v dvě řešenı́ soustavy Ax = o, tj. Au = o,
Av = o, pak pro každou jejich lineárnı́ kombinaci αu+ βv platı́

A(αu+ βv) = Aαu+Aβv = αAu+ βAv = o ,

a tedy i vektor αu+ βv je řešenı́m soustavy Ax = o.
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Snadno se ukáže, že tento vektorový prostor všech řešenı́ sou-
stavy má dimenzi n−h, kde n je počet neznámých a h je hodnost
matice A. Za jeho bázi můžeme zvolit n − h lineárně nezávis-
lých řešenı́ soustavy (3.10), které dostaneme tak, že za čı́sla
rh+1, rh+2, . . . , rn zvolı́me složky vektorů standardnı́ báze prostoru
Rn−h (nebo Cn−h)

e1 = (1, 0, . . . , 0) , e2 = (0, 1, . . . , 0) , . . . , en−h = (0, 0, . . . , 1) .
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3.4 Nehomogennı́ soustava lineárnı́ch
rovnic

Budeme se zabývat nehomogennı́ soustavou m lineárnı́ch rovnic
o n neznámých

a11x1 + a12x2 + . . .+ a1nxn = b1 ,

a21x1 + a22x2 + . . .+ a2nxn = b2 ,

· · ·
am1x1 + am2x2 + . . .+ amnxn = bm ,

(3.11)

kde alespoň jedno z čı́sel bj je nenulové. Tuto soustavu můžeme
zapsat ve vektorovém tvaru

Ax = b . (3.12)

Nehomogennı́ soustava (3.12) na rozdı́l od homogennı́ soustavy

Ax = o (3.13)
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nemusı́ mı́t vždy řešenı́. Nutnou a postačujı́cı́ podmı́nku exis-
tence řešenı́ soustavy (3.11) udává následujı́cı́ tvrzenı́, známé
pod názvem Frobeniova věta.

Věta (Frobeniova) Soustava (3.11) má řešenı́ právě tehdy, když
jejı́ matice A a rozšı́řená matice (A,b) majı́ stejnou hodnost.

Důkaz. Důkaz této věty je celkem názorný. Označı́me-li a1, a2, . . . , an

sloupce matice A, pak soustavu (3.11) můžeme psát ve tvaru

x1a1 + x2a2 + . . .+ xnan = b .

Podle definice řešenı́ je vektor u = (u1, u2, . . . , un) řešenı́m sou-
stavy (3.11) právě tehdy, když po dosazenı́ ui za xi , i = 1, 2, . . . , n,
dostaneme identitu, tj. právě tehdy, když platı́

u1a1 + u2a2 + . . .+ unan = b .

To však nastává právě tehdy, když vektor b je lineárnı́ kombinacı́
sloupců matice A, tj. právě tehdy, když matice A a (A,b) majı́
stejnou hodnost.
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3.4.1 Nehomogennı́ soustavy s regulárnı́ maticı́,
Cramerovo pravidlo

Je-li matice A nehomogennı́ soustavy

Ax = b (3.14)

regulárnı́, pak homogennı́ soustava Ax = o má pouze triviálnı́
řešenı́, a tedy nehomogennı́ soustava má právě jedno řešenı́ u.
Pro toto řešenı́ platı́

Au = b .

Vynásobı́me-li tuto rovnost inverznı́ maticiA−1 zleva, dostaneme

u = A−1b . (3.15)

Vyjádřı́me-li inverznı́ matici A−1 pomocı́ algebraických doplňků,
dostaneme

u1
u2
· · ·
un

 = 1
detA


A11, A21, · · · , An1

A12, A22, · · · , An2

· · ·
A1n, A2n, · · · , Ann




b1
b2
· · ·
bn

 . (3.16)
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Odtud pro r-tou složku ur, r = 1, 2, . . . , n, dostáváme

ur =
1
detA

(b1A1r+ b2A2r+ . . .+ bnAnr) , r = 1, 2, . . . , n . (3.17)

Součet v závorce je však rozvoj determinantu matice Br podle
r-tého sloupce, kde matice Br vznikne z matice A tak, že jejı́ r-
tý sloupce nehradı́me vektorem b pravých stran. Můžeme tedy
rovnost (3.17) psát ve tvaru

ur =
detBr

detA
, r = 1, 2, . . . , n . (3.18)

Rovnost (3.18) je známá pod názvem Cramerovo pravidlo.
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PŘEDNÁŠKA 4

POSLOUPNOSTI
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4.1 Zobrazenı́

Definice 1. Uvažujme libovolné neprázdné množiny A, B.

Zobrazenı́ množiny A do množiny B je definováno jako
množina F uspořádaných dvojic (x, y) ∈ A × B, kde ke
každému prvku x ∈ A existuje právě jeden prvek y ∈ B,

pro který je (x, y) ∈ F .

Prvku x se řı́ká vzor prvku y, prvku y se řı́ká obraz
prvku x v zobrazenı́ F ; rovněž se použı́vá vyjádřenı́, že
y je hodnota zobrazenı́ F v bodě x a pı́še se y = F (x)
nebo x 7→ F (x). Množina A se nazývá definičnı́ obor
zobrazenı́ F a označuje také symbolem D(F ) či DF .

Množina všech obrazů v zobrazenı́ F se nazývá obor hod-
not zobrazenı́ F a označuje se H(F ) či HF ; platı́: H(F ) ⊂ B.
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Symbolicky se zobrazenı́ F množiny A do množiny B zapisuje
takto:

F : A → B, D(F ) = A
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4.2 Posloupnost reálných čı́sel

4.2.1 Pojem posloupnosti

Definice 2. Posloupnostı́ nazýváme zobrazenı́ N do R.

Posloupnost tedy přiřazuje každému n ∈ N právě jeden prvek
f(n) ∈ R, který se nazývá člen posloupnosti a obvykle se značı́
an. Celou posloupnost budeme značit

(
an

)
. Grafem posloupnosti

jsou izolované body:
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Zavřı́t

Konec

☛ Přı́klad 4.1.

Aritmetická posloupnost je definována předpisem

a1 ∈ R , an = a1 + (n− 1)d ,

kde a1 , d jsou daná reálná čı́sla.

Pro členy aritmetické posloupnosti platı́: an+1 − an = d .

Čı́slo d se nazývá diference aritmetické posloupnosti.

Matematickou indukcı́ lze dokázat, že pro součet prvnı́ch n členů
aritmetické posloupnosti platı́:

sn =
n∑

k=1

ak = a1 + a2 + · · ·+ an =
n
(
a1 + an

)
2

= na1 +
n(n− 1)
2

d .

Také lze uvažovat:

sn = a1 +(a1 + d) + (a1 + 2d) + · · ·+ (a1 + (n− 1)d)
sn = an +(an − d) + (an − 2d) + · · ·+ (an − (n− 1)d)
2sn = (a1 + an) +(a1 + an) + (a1 + an) + · · ·+ (a1 + an)

=⇒ 2sn = n(a1 + an) =⇒ sn = 1
2n(a1 + an)
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☛ Přı́klad 4.2.

Geometrická posloupnost je definována předpisem

a1 ∈ R , an = a1q
n−1 ,

kde a1 , q jsou daná reálná čı́sla.

Je-li a1q 6= 0, platı́ mezi dvěma po sobě jdoucı́mi členy:

an+1

an

= q .

Tento poměr se nazývá kvocient geometrické posloupnosti.

Matematickou indukcı́ lze dokázat, že pro součet prvnı́ch n členů
geometrické posloupnosti platı́:

sn =
n∑

k=1

ak = a1
(
1 + q + q2 + · · ·+ qn−1) =


a1

qn − 1
q − 1

pro q 6= 1,

na1 pro q = 1.

http://euler.fd.cvut.cz


Home

Obsah

JJ II

J I

Strana 117

Zpět
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4.2.2 Vlastnosti posloupnostı́

Definice 3. Řekneme, že posloupnost
(
an

)
je shora

omezená, jestliže existuje K ∈ R takové, že pro každé
n ∈ N platı́: an ≤ K.
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Definice 4. Řekneme, že posloupnost
(
an

)
je zdola

omezená, jestliže existuje K ∈ R takové, že pro každé
n ∈ N platı́: an ≥ K.
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Definice 5. Řekneme, že posloupnost
(
an

)
je omezená,

jestliže existuje K ∈ R takové, že pro každé n ∈ N platı́:
|an| ≤ K.
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☛ Přı́klad 4.3.

Pro d > 0 je aritmetická posloupnost zdola omezená čı́slem a1,
ale nenı́ omezená shora, a tedy nenı́ ani omezená

☛ Přı́klad 4.4.

Pro a1 6= 0 a q < −1 nenı́ geometrická posloupnost omezená
ani shora, ani zdola. Pro |q| ≤ 1 je geometrická posloupnost
omezená. Stačı́ zvolit K =

∣∣a1∣∣.
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Definice 6. Posloupnost
(
an

)
se nazývá

➥ rostoucı́, jestliže pro každé n ∈ N platı́: an < an+1 ,

➥ klesajı́cı́, jestliže pro každé n ∈ N platı́: an > an+1 ,

➥ neklesajı́cı́, jestliže pro každé n ∈ N platı́: an ≤ an+1 ,

➥ nerostoucı́, jestliže pro každé n ∈ N platı́: an ≥ an+1 .

Posloupnost, která splňuje jednu z výše uvedených podmı́nek, se
nazývá monotónnı́. Je-li rostoucı́ nebo klesajı́cı́, nazývá se též
ryze monotónnı́.

☛ Přı́klad 4.5.

Necht’ je dána posloupnost
(
an

)
, kde an =

(−1)n+1

n
.

Členy posloupnosti: 1 , −12 , 13 , −14 , 15 , −16 , . . . .

Posloupnost nenı́ monotonnı́, je omezená např. čı́slem 1.
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Zpět

Fullscreen

Tisk

Zavřı́t
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Definice 7. Necht’ je dána posloupnost
(
an

)
a rostoucı́ po-

sloupnost přirozených čı́sel
(
kn

)
, tj.

kn ∈ N a kn < kn+1 .

Posloupnost
(
bn

)
, pro jejı́ž členy platı́ bn = akn , nazveme

vybranou posloupnostı́ z posloupnosti
(
an

)
.

☛ Přı́klad 4.6.

Posloupnost
(
bn

)
definovaná vztahem

bn =
(−1)n2+1

n2

je vybraná z posloupnosti
(
an

)
, kde

an =
(−1)n+1

n
.

V tomto přı́padě je kn = n2 (b1 = 1 = a1; b2 = −14 = a4 . . . ).
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☛ Přı́klad 4.7.

Posloupnost
(
cn

)
, kde cn =

1
n2

, nenı́ vybraná z posloupnosti
(
an

)
,

kde

an =
(−1)n+1

n
,

protože neexistuje rostoucı́ posloupnost přirozených čı́sel
(
kn

)
tak, aby akn = cn = 1

n2
(c1 = 1 = a1; c2 = 1

4 , a4 = −14).

☛ Přı́klad 4.8.

Posloupnost
(
dn

)
, jejı́ž členy jsou postupně

1 , −1
2

,
1
3

,
1
5

, −1
4

,
1
7

,
1
9

, −1
6

,
1
11

, . . .

také nenı́ vybranou posloupnostı́ z posloupnosti
(
an

)
, přestože

množina členů obou těchto posloupnostı́ je stejná. Lze sice najı́t
posloupnost přirozených čı́sel

(
kn

)
tak, aby dn = akn, ale tato

posloupnost nenı́ rostoucı́.
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4.2.3 Algebraické operace

Násobenı́ posloupnosti
(
an

)
reálným čı́slem c ∈ R

definujeme jako posloupnost, jejı́ž n–tý člen je can, tj. jako po-
sloupnost c

(
an

)
=

(
can

)
.

Součet posloupnostı́
(
an

)
a

(
bn

)
je definován předpisem(

an

)
+

(
bn

)
=

(
an + bn

)
.

Součin posloupnostı́
(
an

)
a

(
bn

)
je definován předpisem(

an

)
·
(
bn

)
=

(
an · bn

)
.

Je-li bn 6= 0 pro každé n ∈ N , je podı́l posloupnostı́
(
an

)
a

(
bn

)
definován jako (

an

)(
bn

) = (
an

bn

)
.
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Definice 8. Řekneme, že posloupnost
(
an

)
má limitu a ∈ R

(vlastnı́ limitu), jestliže ke každému ε > 0 existuje n0 ∈ N
takové, že pro každé přirozené n > n0 platı́ nerovnost∣∣an−a

∣∣ < ε. Výrok posloupnost
(
an

)
má limitu a zapisujeme

jako lim
n→∞

an = a.
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☛ Přı́klad 4.9.

Dokažte, že lim
n→∞

n+ 4
n3 + n+ 1

= 0.

Řešenı́. Necht’ je dáno ε > 0. Z nerovnosti

n+ 4
n3 + n+ 1

<
5n2

n3
=
5
n

plyne, že pokud zvolı́me n0 ∈ N takové, že
5
n0

< ε, bude pro

každé n ∈ N, n > n0, splněna nerovnost∣∣∣∣ n+ 4
n3 + n+ 1

− 0
∣∣∣∣ = n+ 4

n3 + n+ 1
<
5
n

<
5
n0

< ε .

Tedy stačı́ zvolit n0 =

[
5
ε

]
+ 1, kde [x] je tzv. celá část reálného

čı́sla x, která je pro každé x ∈ R definována jako jediné celé čı́slo,
pro které platı́ nerovnosti [x] ≤ x < [x] + 1.
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Zpět

Fullscreen

Tisk

Zavřı́t
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Definice 9. Řekneme, že posloupnost
(
an

)
má nevlastnı́

limitu +∞ , jestliže ke každému K ∈ R existuje n0 takové,
že pro všechna přirozená čı́sla n > n0 je an > K .

http://euler.fd.cvut.cz


Home

Obsah

JJ II

J I

Strana 128

Zpět
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Definice 10. Řekneme, že posloupnost
(
an

)
má nevlastnı́

limitu −∞ , jestliže ke každému K ∈ R existuje n0 takové,
že pro všechna přirozená čı́sla n > n0 je an < K .
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Věta. Posloupnost
(
an

)
má limitu a (vlastnı́ nebo nevlastnı́) právě

tehdy, když mimo každé okolı́ Uε(a) ležı́ pouze konečný počet
členů posloupnosti

(
an

)
.

Důkaz. Necht’ je lim
n→∞

an = a ∈ R a Uε(a) je libovolné okolı́ bodu

a. Protože lim
n→∞

an = a, existuje k tomuto ε > 0 index n0 takový,

že pro každé n > n0 je
∣∣an − a

∣∣ < ε. Ale to je tvrzenı́, že pro
každé n > n0 ležı́ všechny body an uvnitř okolı́ Uε(a). Tedy mimo
množinu Uε(a) mohou ležet pouze body a1, a2, . . . , an0, což je
konečná množina.
Necht’naopak pro každé okolı́ Uε(a) ležı́ mimo toto okolı́ pouze ko-
nečný počet členů posloupnosti

(
an

)
. Je-li dáno ε > 0, ležı́ podle

předpokladu mimi okolı́ Uε(a) pouze konečná množina členů po-
sloupnosti. Označme tuto množinu M a zvolme n0 = max

an∈M
n. Pro-

tože je množina M konečná, toto maximum existuje a pro každé
n > n0 je an ∈ Uε(a), což znamená, že

∣∣an − a
∣∣ < ε.

Přı́pad nevlastnı́ch limit se dokáže obdobně. �
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Věta. Posloupnost má nejvýše jednu limitu.

Důkaz. Necht’ má posloupnost
(
an

)
dvě limity a a b, a 6= b. Vy-

berme disjunktnı́ okolı́ Uε1(a) bodu a a Uε2(b) bodu b, tj. Uε1(a) ∩
Uε2(b) = ∅. Jestliže a 6= b, taková okolı́ vždy existujı́. Napřı́klad pro

a, b ∈ R lze zvolit ε1 = ε2 =
|a− b|
3

> 0. Protože a je limitou po-

sloupnosti
(
an

)
existuje index n1 takový, že pro všechna n > n1

je an ∈ Uε1(a). Podobně protože b je limitou posloupnosti
(
an

)
existuje index n2 takový, že pro všechna n > n2 je an ∈ Uε2(b).
Necht’ n > max

(
n1, n2

)
. Pak je an ∈ Uε1(a) a také an ∈ Uε2(b).

Ale z toho plyne, že an ∈ Uε1(a) ∩ Uε2(b) = ∅. Ale to je spor. Tedy
předpoklad a 6= b vede ke sporu. Proto musı́ pro každé dvě limity
posloupnosti

(
an

)
platit a = b. �
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Definice 11. Jestliže posloupnost
(
an

)
má vlastnı́ limitu,

nazýváme ji konvergentnı́. Jestliže posloupnost
(
an

)
má

nevlastnı́ limitu nebo limitu nemá, nazýváme ji divergentnı́.

Věta. Každá konvergentnı́ posloupnost je omezená.

Důkaz. Necht’ lim
n→∞

an = a ∈ R. Zvolme ε = 1. Pak existuje n0 ∈ N
takové, že pro každé n > n0 je a − 1 < an < a + 1. Označme
K = max

(
a1, a2, . . . , an0 , a + 1

)
a L = min

(
a1, a2, . . . , an0 , a − 1

)
.

Protože se jedná o konečné množiny, taková K a L existujı́. Tedy
pro každé n ∈ N platı́ nerovnost L ≤ an ≤ K. �
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Věta. Necht’ posloupnosti
(
an

)
a

(
bn

)
konvergujı́, c ∈ R . Necht’

lim
n→∞

an = a a lim
n→∞

bn = b.

Pak konvergujı́ také posloupnosti(
can

)
,

(
an + bn

)
,

(
an · bn

)
a platı́

lim
n→∞

(
can

)
= ca ,

(
an + bn

)
= a+ b , lim

n→∞

(
an · bn

)
= ab .

Jestliže je navı́c lim
n→∞

bn 6= 0, pak konverguje i posloupnost
(

an

bn

)
a platı́

lim
n→∞

(
an

bn

)
=

a

b
.

http://euler.fd.cvut.cz


Home

Obsah

JJ II

J I

Strana 133

Zpět
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Věta. Jsou-li posloupnosti
(
an

)
a

(
bn

)
konvergentnı́ a pro každé

n ∈ N platı́ an ≤ bn, je lim
n→∞

an ≤ lim
n→∞

bn.

Důkaz. Necht’ je lim
n→∞

an = a, lim
n→∞

bn = b a a > b. Pak je
a− b

2
> 0.

K tomuto ε existujı́ na a nb taková, že pro každé n > na je a− ε =
a+ b

2
< an a pro každé n > nb je bn < b + ε =

a+ b

2
. Tedy pro

n > max
(
na, nb

)
platı́ bn <

a+ b

2
< an, což je spor. �

Poznámka: Pro limity a a b může platit a = b i v přı́padě, kdy pro

každé n ∈ N je an < bn; napřı́klad an = 0 a bn =
1
n

.
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Věta. Necht’ pro členy posloupnostı́
(
an

)
,
(
bn

)
a

(
cn

)
platı́ an ≤

bn ≤ cn a existujı́ limity lim
n→∞

an = lim
n→∞

cn = a. Pak existuje také

limita posloupnosti
(
bn

)
a platı́ lim

n→∞
bn = a.

Důkaz. V přı́padě, že lim
n→∞

an = +∞ nebo lim
n→∞

cn = −∞, je tvrzenı́

zřejmé. Necht’ a ∈ R. Pak ke každému ε > 0 existujı́ na a nc

taková, že pro každé n > na je a − ε < an a pro všechna n > nb

je cn < a + ε. Tedy pro všechna n > n0 = max
(
na, nb

)
platı́

nerovnosti a− ε < an ≤ bn ≤ cn < a+ ε. �
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Věta. Pro posloupnost
(
an

)
je lim

n→∞
an = 0 právě tehdy, když

lim
n→∞

∣∣an

∣∣ = 0.
Důkaz. Tvrzenı́ je zcela zřejmé z definice limity. �

Věta. Necht’ lim
n→∞

an = 0 a posloupnost
(
bn

)
je omezená. Pak je

lim
n→∞

anbn = 0.

Důkaz. Protože lim
n→∞

an = 0 je také lim
n→∞

∣∣an

∣∣ = 0. Protože je po-

sloupnost
(
bn

)
omezená, existuje K ∈ R takové, že pro každé

n ∈ N je −K ≤ bn ≤ K. Tvrzenı́ věty plyne ze zřejmé nerovnosti
−K

∣∣an

∣∣ ≤ ∣∣anbn

∣∣ ≤ K
∣∣an

∣∣ a z toho, že lim
n→∞

K
∣∣an

∣∣ = 0. �
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☛ Přı́klad 4.10.

Najděte limitu posloupnosti an =
2cosn

n+ sinn!
.

Řešenı́: an = bn · cn, kde bn =
1
n

a cn =
2cosn

1 +
(
sinn!

)
/n

. lim bn = 0;

| cosn| ≤ 1 ⇒ 2cosn ≤ 2;
∣∣sinn!

∣∣ ≤ 1, proto lim
n→∞

sinn!
n
= 0 ⇒

lim
n→∞

(
1 +
sinn!

n

)
= 1. Posloupnost

(
cn

)
je omezená a podle

předchozı́ věty je lim
n→∞

an = 0.
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Věta. Je-li posloupnost
(
an

)
neklesajı́cı́, resp. nerostoucı́, exis-

tuje jejı́ limita (vlastnı́ nebo nevlastnı́) a platı́

lim
n→∞

an = sup an , lim
n→∞

an = inf an .

Poznámka: Tvrzenı́ této věty lze shrnout tak, že monotonnı́ po-
sloupnosti majı́ vždy limitu, která je rovna supremu pro neklesajı́cı́
posloupnosti a infimu pro posloupnosti nerostoucı́.

Pomocı́ uvedené věty lze ukázat, že platı́ důležité vztahy:

lim
n→∞

(
1 +
1
n

)n

= e, obecněji lim
n→∞

(
1 +

k

n

)n

= ek
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Důkaz. Pro neklesajı́cı́ posloupnosti (pro nerostoucı́ anal.):
Necht’ je

(
an

)
neklesajı́cı́ posloupnost, tj. pro každé n ∈ N platı́

nerovnost an ≤ an+1. Jestliže nenı́ posloupnost
(
an

)
omezená,

musı́me dokázat, že lim
n→∞

an = +∞. Necht’je dáno K ∈ R. Protože

posloupnost
(
an

)
nenı́ shora omezená, existuje index n0 takový,

že an0 > K. Ale protože je posloupnost neklesajı́cı́, platı́ pro
každé n > n0 nerovnost K < an0 ≤ an.
Nynı́ předpokládejme, že je neklesajı́cı́ posloupnost

(
an

)
shora

omezená. Pak existuje sup
{
an ; n ∈ N

}
= a ∈ R. Ukážeme, že

toto a je limitou posloupnosti
(
an

)
. Z prvnı́ vlastnosti suprema

plyne, že pro každé n ∈ N je an ≤ a. Necht’ je dáno ε > 0. Z
druhé vlastnosti suprema pak plyne, že existuje index n0 takový,
že a − ε < an0 ≤ a. Protože je posloupnost neklesajı́cı́, platı́ pro
každé n > n0 nerovnost a− ε < an0 ≤ an ≤ a. �
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Definice 12. Posloupnost
(
an

)
se nazývá cauchyovská ,

jestliže splňuje Cauchy–Bolzanovu podmı́nku:
Ke každému ε > 0 existuje n0 takové, že pro každá m, n,
kde m > n0 a n > n0, platı́

∣∣am − an

∣∣ < ε .

Věta. Posloupnost
(
an

)
konverguje právě tehdy, když je cauchy-

ovská.

Věta. Necht’ je
(
bn

)
posloupnost vybraná z posloupnosti

(
an

)
a

lim
n→∞

an = a. Pak je lim
n→∞

bn = a.

Důkaz. Pro každé ε > 0 (nebo K ∈ R) stačı́ zvolit n0 = kn0.

☛ Přı́klad 4.11.

Dokažte, že an = (−1)n nemá limitu.

Řešenı́. Pro n = 2k dostaneme vybranou posloupnost
bk = a2k = (−1)2k = 1 s limitou 1, pro n = 2k + 1 vybranou
posloupnost bk = a2k+1 = (−1)2k+1 = −1 s limitou −1.
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☛ Přı́klad 4.12.

Dokažte, že posloupnost an =

(
1 +
(−1)n

n

)n

nemá limitu.

Řešenı́. Pro sudá n = 2k dostaneme vybranou posloupnost
bk = a2k =

(
1 + 1

2k

)2k
. To je posloupnost vybraná z posloupnosti(

1 + 1
n

)n
. Proto je lim

k→∞
bk = e. Pro lichá n = 2k − 1 dostaneme

vybranou posloupnost

ck = a2k−1 =

(
1− 1
2k − 1

)2k−1
,

což je vybraná posloupnost z posloupnosti
(
1− 1

n

)n
. Protože

všechny členy této posloupnosti jsou menšı́ než 1, nemůže být
jejı́ limita rovna e > 1. Ve skutečnosti je lim

k→∞
ck = e

−1. Protože

posloupnost an obsahuje dvě posloupnosti, které nemajı́ stejnou
limitu, neexistuje ani limita posloupnosti

(
an

)
.
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Definice 13. Bod a ∈ R∗ se nazývá hromadným bodem
posloupnosti

(
an

)
právě tehdy, když existuje vybraná

posloupnost
(
bn

)
taková, že a = lim

n→∞
bn.

Věta. Bod a je hromadným bodem posloupnosti
(
an

)
právě tehdy,

když pro každé okolı́ Uε(a) existuje nekonečná množina indexů
Na ⊂ N taková, že pro každé n ∈ Na je an ∈ Uε(a).

Důkaz. Je to vlastně jen jinak přepsaná definice hromadného
bodu posloupnosti. �

☛ Přı́klad 4.13.

Pro posloupnost an = (−1)n jsou hromadné body 1 a −1, nebot’

lim
k→∞

a2k = lim
k→∞
1 = 1, lim

k→∞
a2k−1 = lim

k→∞
(−1) = −1.
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☛ Přı́klad 4.14.

Najděte všechny hromadné body posloupnosti

an =
(n+ 1)2 + (−1)nn2

n2 + n+ 1
· cos 2π

3
n .

Řešenı́. an = bn · cn, kde

bn =
(n+ 1)2 + (−1)nn2

n2 + n+ 1
, cn = cos 2π3n .

Ani jedna z těchto posloupnostı́ nemá limitu.

b2k =
8k2 + 4k + 1
4k2 + 6k + 1

→ 2, b2k−1 =
4k − 1

4k2 − 2k + 1
→ 0 .

Protože posloupnost cn je omezená, je lim
k→∞

a2k−1 = 0.
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Uvažujme

a2k =
8k2 + 4k + 1
4k2 + 6k + 1

· cos 4π3 k;

cos 4π3 k nabývá hodnot 1 pro k = 3m, −12 pro k = 3m± 1. Tedy z
posloupnosti

(
a2k

)
lze vybrat posloupnosti

(
a6k

)
, která má limitu 2

a
(
a6k±2

)
, která má limitu −1. Hromadné body posloupnosti

(
an

)
jsou tedy −1, 0 a 2.

☛ Přı́klad 4.15.

Najděte všechny hromadné body posloupnosti

1
2

,
1
3

,
2
3

,
1
4

,
2
4

,
3
4

, . . .
1
n

,
2
n

, . . . ,
n− 2

n
,

n− 1
n

, . . . .

Řešenı́. Tato posloupnost obsahuje všechna racionálnı́ čı́sla z in-
tervalu (0, 1), tj. čı́sla

p

q
, kde 0 < p < q jsou přirozená nesoudělná

čı́sla, a to každé dokonce nekonečně krát. Protože každé reálné
čı́slo lze s libovolnou přesnostı́ aproximovat posloupnostı́ raci-
onálnı́ch čı́sel, je množina hromadných bodů posloupnosti

(
an

)
celý interval 〈0, 1〉.
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Definice 14. Necht’ je M množina všech hromadných bodů
posloupnosti

(
an

)
. Čı́slo S = supM , resp. s = infM se

nazývá limes superior, resp. limes inferior, posloupnosti(
an

)
a značı́ se lim sup

n→∞
an nebo lim

n→∞
an, resp. lim inf

n→∞
an nebo

lim
n→∞

an.

☛ Přı́klad 4.16.

Pro posloupnost an = (−1)n je

lim
n→∞
(−1)n = 1, lim

n→∞
(−1)n = −1

Věta. Posloupnost
(
an

)
má limitu tehdy a jen tehdy, když

lim sup
n→∞

an = lim inf
n→∞

an .

Věta. Množina M je kompaktnı́ právě tehdy, pokud lze z každé
posloupnosti

(
an

)
takové, že an ∈ M pro každé n ∈ N, vybrat

konvergentnı́ posloupnost, jejı́ž limita ležı́ v M .
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PŘEDNÁŠKA 5

ČÍSELNÉ ŘADY
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5.1 Pojem čı́selné řady

Definice 1. Necht’ je dána posloupnost
(
an

)
. Posloupnost(

sn

)
, kde sn =

n∑
k=1

ak = a1 + a2 + · · · + ak, se nazývá

posloupnost částečných součtů posloupnosti
(
an

)
.

Existuje-li lim
n→∞

sn = s ∈ R , pak s nazveme součtem řady
∞∑

n=1

an a řekneme, že řada
∞∑

n=1

an je konvergentnı́.

Je-li
(
sn

)
divergentnı́, nazýváme řadu

∞∑
n=1

an divergentnı́.

Je-li lim
n→∞

sn = ±∞, řı́káme, že řada diverguje k ±∞.
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☛ Přı́klad 5.1.

(a) Řada 1 + 1 + 1 + · · · diverguje k +∞, nebot’

sn = 1 + 1 + · · ·+ 1︸ ︷︷ ︸
n-krát

= n , lim
n→∞

n = +∞ .

(b) Řada (−1) + (−1) + (−1) + · · · diverguje k −∞, nebot’

sn = (−1) + · · ·+ (−1)︸ ︷︷ ︸
n-krát

= −n, lim
n→∞
(−n) = −∞.

(c) Řada 1 + (−1) + 1 + (−1) + · · · diverguje (v tomto přı́-
padě se též řı́ká, že osciluje), nebot’ částečné součty tvořı́
posloupnost 1, 0, 1, 0, 1, 0, . . . , která nemá limitu.
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☛ Přı́klad 5.2.

Uvažujme geometrickou řadu

∞∑
n=1

a1q
n−1 = a1 + a1q + · · ·+ a1q

n−1 + · · · , a1 6= 0 , q 6= 1 .

Pro q 6= 1 je posloupnost částečných součtů dána vztahem:

sn = a1
1− qn

1− q
.

(a) Je-li q > 1, pak lim
n→∞

qn = +∞, řada diverguje k ±∞ :

lim
n→∞

sn =

{
+∞ pro a1 > 0 ,

−∞ pro a1 < 0 .

(b) Je-li |q| < 1, pak lim
n→∞

qn = 0, s = lim
n→∞

sn = a1
1
1− q

, řada

konverguje.

(c) Je-li q ≤ −1, pak lim
n→∞

qn neexistuje a řada diverguje.
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☛ Přı́klad 5.3.

Uvažujme řadu

∞∑
n=1

1
n(n+ 1)

=
1
1 · 2

+
1
2 · 3

+
1
3 · 4

+ · · ·+ 1
n(n+ 1)

.

Protože platı́:
1

n(n+ 1)
=
1
n
− 1

n+ 1
,

je

sn =

(
1− 1
2

)
+

(
1
2
− 1
3

)
+

(
1
3
− 1
4

)
+ · · ·

· · ·+
(
1

n− 1
− 1

n

)
+

(
1
n
− 1

n+ 1

)
= 1− 1

n+ 1
,

tedy s = lim
n→∞

sn = 1 , řada konverguje.
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☛ Přı́klad 5.4.

Řada
(1 + (−1)) + (1 + (−1)) + (1 + (−1)) + · · ·

konverguje, jejı́ součet je roven 0 (an = (1 + (−1)) = 0).

Vynecháme-li však závorky, zı́skáme řadu divergentnı́:

1 + (−1) + 1 + (−1) + · · ·

Neboli naopak, přidánı́m vhodných závorek jsme z divergentnı́
řady zı́skali řadu konvergentnı́.

Následujı́cı́ věta řı́ká, že součet řady se přidánı́m závorek ne-
změnı́, je-li řada konvergentnı́ či diverguje-li k ±∞.
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Zavřı́t

Konec

Věta. Necht’
∞∑

n=1

an = s, kde s může být i +∞ nebo −∞ , a

k1 < k2 < k3 < · · · je rostoucı́ posloupnost přirozených čı́sel.
Potom je

(a1 + a2 + · · ·+ ak1) + (ak1+1 + ak1+2 + · · ·+ ak2) + · · ·
· · ·+ (ak2+1 + ak2+2 + · · ·+ ak3) = s .

Věta. Necht’
∞∑

n=1

an = s,
∞∑

n=1

bn = t jsou konvergentnı́ řady,

c, A, B ∈ R . Potom je

∞∑
n=1

can = cs ,
∞∑

n=1

(Aan +Bbn) = As+Bt .
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Nutná podmı́nka konvergence řady:

Věta. Jestliže řada
∞∑

n=1

an konverguje, je

lim
n→∞

an = 0 .

Důkaz. Označme sn = a1+a2+· · ·+an . Protože řada konverguje,

existuje vlastnı́ limita limn→∞ sn = s . Protože an = sn − sn−1 , je

lim
n→∞

an = lim
n→∞

sn − lim
n→∞

an−1 = s− s = 0 .

Poznámka. Pozor, věta řı́ká, že z konvergence řady plyne nu-
lová limita posloupnosti jejı́ch členů, avšak z nulové limity obecně
neplyne konvergence řady!
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☛ Přı́klad 5.5.

Vyšetřujme konvergenci tzv. harmonické řady
∞∑

n=1

1
n

.

1 +
1
2
+
1
3
+
1
4︸ ︷︷ ︸

≥ 2
4 =

1
2

+
1
5
+
1
6
+
1
7
+
1
8︸ ︷︷ ︸

≥ 4 · 18 =
1
2

+
1
9
+ · · ·+ 1

16︸ ︷︷ ︸
≥ 8 · 116 =

1
2

+ · · ·

s2 ≥ 1
2 , s22 ≥ 1

2 +
1
2 =

2
2 , s23 ≥ 1

2 +
1
2 +

1
2 =

3
2 ,

s24 ≥ 1
2 +

1
2 +

1
2 +

1
2 =

4
2 , . . . , s2n ≥ n

2 , . . .

lim
n→∞

s2n = +∞ .

Vybraná posloupnost (s2n) z posloupnosti částečných součtů (sn)
diverguje k+∞ . Protože posloupnost (sn) je rostoucı́, sn = sn−1+
1
n

> sn−1 , jejı́ limita existuje, a to konečná nebo +∞ , a je rovna
limitě jakékoli vybrané posloupnosti. Tedy limn→∞ sn = +∞ .

Řada tedy diverguje k +∞ , i když je limn→∞ an = 0 .
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☛ Přı́klad 5.6.

Vyšetřujme konvergenci řady

∞∑
n=1

1√
n

.

Řešenı́. Zřejmě

sn = 1 +
1√
2
+ · · ·+ 1√

n
> n

1√
n
=
√

n → +∞ pro n →∞,

takže limn→∞ sn = +∞. Řada diverguje k +∞.

☛ Přı́klad 5.7.

Vyšetřujme konvergenci řady
∑∞

n=1(−1)n+1n = 1− 2+3− 4+5−
· · · .

Řešenı́. Máme s1 = 1, s2 = −1, s3 = 2, s4 = −2, s5 = 3, · · · .
Zřejmě limn→∞ sn neexistuje, takže řada diverguje.
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5.2 Řady s nezápornými členy

Věta (srovnávacı́ kritérium konvergence řad).
Jestliže existuje n0 ∈ N takové, že pro všechna n > n0 platı́
nerovnost 0 ≤ an ≤ bn, pak

• z konvergence řady
∞∑

n=1

bn plyne konvergence
∞∑

n=1

an ,

• z divergence řady
∞∑

n=1

an plyne divergence
∞∑

n=1

bn .

☛ Přı́klad 5.8.

Vyšetřujme konvergenci řady
∞∑

n=1

1
(n+ 1)2

.

Řešenı́. Pro každé n ∈ N je (n + 1)2 > n(n + 1), a tedy
0 < 1

(n+1)2 < 1
n(n+1) . Řada vpravo konverguje (viz výše), takže

podle srovnávacı́ho kritéria konverguje též vyšetřovaná řada.
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Zavřı́t

Konec

Věta (odmocninové kritérium).
Jestliže existuje n0 takové, že pro všechna n > n0 je

n
√

an ≤ q < 1 ,

pak řada
∞∑

n=1

an konverguje.

Jestliže pro každé n0 ∈ N existuje n > n0 takové, že

n
√

an ≥ 1 ,

pak řada
∞∑

n=1

an diverguje.

Věta (limitnı́ odmocninové kritérium).

Necht’ an ≥ 0 a lim sup
n→∞

an = q. Je-li q < 1, řada
∞∑

n=1

an konverguje;

je-li q > 1, řada
∞∑

n=1

an diverguje.
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Věta (podı́lové kritérium).
Necht’ je an > 0. Jestliže existuje n0 takové, že pro všechna n > n0
je 0 ≤ an+1

an

≤ q < 1 ,

pak řada
∞∑

n=1

an konverguje.

Jestliže existuje n0 takové, že pro všechna n > n0 je
an+1

an

≥ 1,

pak řada
∞∑

n=1

an diverguje.

Věta (limitnı́ podı́lové kritérium).
Necht’ an > 0 a existuje

lim
n→∞

an+1

an

= q.

Je-li q < 1,
∞∑

n=1

an konverguje, je-li q > 1,
∞∑

n=1

an diverguje.
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Zpět

Fullscreen

Tisk

Zavřı́t
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Věta (Raabeho kritérium).

Necht’ an > 0 a existuje lim
n→∞

n

(
an

an+1
− 1

)
= s. Je-li s > 1, řada

∞∑
n=1

an konverguje, a je-li s < 1 řada
∞∑

n=1

an diverguje.

5.3 Alternujı́cı́ řady

Věta (Leibnizovo kritérium pro alternujı́cı́ řady).
Necht’an ≥ 0 je monotonnı́ posloupnost, pro kterou platı́ lim

n→∞
an =

0. Pak je řada
∞∑

n=0

(−1)nan konvergentnı́.

☛ Přı́klad

Podle Leibnizova kritéria konverguje napřı́klad řada
∞∑

n=1

(−1)n

n
.
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Věta. Jestliže konverguje řada
∞∑

n=1

∣∣an

∣∣ , konverguje i
∞∑

n=1

an .

Definice 2. Jestliže je konvergentnı́ řada
∞∑

n=1

∣∣an

∣∣, nazývá

se řada
∞∑

n=1

an absolutně konvergentnı́.

Je-li řada
∞∑

n=1

an konvergentnı́ a řada
∞∑

n=1

∣∣an

∣∣ divergentnı́,

nazývá se řada
∞∑

n=1

an neabsolutně konvergentnı́.
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PŘEDNÁŠKA 6

FUNKCE
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Zpět

Fullscreen

Tisk

Zavřı́t
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6.1 Pojem zobrazenı́ a funkce
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Uvažujme libovolné neprázdné množiny A, B. Přiřadı́me-li kaž-
dému prvku x ∈ A právě jeden prvek y ∈ B, dostáváme množinu
F uspořádaných dvojic (x, y) ∈ A×B, která se nazývá zobrazenı́
množiny A do množiny B.

Prvku x se řı́ká vzor prvku y, prvku y se řı́ká obraz prvku x

v zobrazenı́ F ; rovněž se použı́vá vyjádřenı́, že y je hodnota
zobrazenı́ F v bodě x a pı́še se y = F (x) nebo x 7→ F (x).
Množina A se nazývá definičnı́ obor zobrazenı́ F a označuje
také symbolem D(F ) či DF . Množina všech obrazů v zobrazenı́
F se nazývá obor hodnot zobrazenı́ F a označuje se H(F ) či
HF ; platı́: H(F ) ⊂ B. Symbolicky se zobrazenı́ F množiny A do
množiny B zapisuje takto:

F : A → B, D(F ) = A
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Zavřı́t

Konec

Speciálnı́ přı́pady zobrazenı́ F množiny A do množiny B

➥ Zobrazenı́ v množině A nebo zobrazenı́ množiny A do
sebe je zobrazenı́ F, kde A = B.

Sem patřı́:

➥ Reálná funkce jedné reálné proměnné je zobrazenı́
v množině všech reálných čı́sel R, tj.

A = B = R.

➥ Geometrická zobrazenı́ v rovině a v prostoru, kde A,

B jsou množiny bodů v téže rovině, popř. v prostoru.
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➥ Prosté zobrazenı́ je takové zobrazenı́ F, ve kterém je každý
prvek y ∈ H(F ) obrazem právě jednoho prvku x ∈ A =
D(F ), neboli každé dva různé vzory x1, x2 majı́ také různé
obrazy F (x1), F (x2).
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➥ Zobrazenı́ množiny A na množinu B je takové zobrazenı́
F, ve kterém je každý prvek množiny B obrazem aspoň
jednoho prvku množiny A, tj. B = H(F ).
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Zpět

Fullscreen

Tisk

Zavřı́t
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➥ Vzájemně jednoznačné zobrazenı́ mezi množinami A, B
je prosté zobrazenı́ množiny A na množinu B.
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Je-li dané zobrazenı́ F prosté, pak k němu existuje právě jedno
prosté zobrazenı́, které ke každému prvku y ∈ H(F ) přiřazuje
jeho vzor x ∈ D(F ); toto zobrazenı́ se nazývá inverznı́ zobra-
zenı́ k zobrazenı́ F a značı́ se symbolem F−1. Platı́: D(F−1) =
H(F ), H(F−1) = D(F ),

x = F−1(y) právě když y = F (x)
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Necht’G a F jsou dvě zobrazenı́, pro která je HF ⊂ DG. Zobrazenı́
H se nazývá kompozicı́ zobrazenı́ F a G, je-li H(x) = G(F (x))
pro všechna x ∈ DF . Kompozice zobrazenı́ F a G (v tomto pořadı́)
se symbolicky zapisuje H = F ◦G.

http://euler.fd.cvut.cz


Home

Obsah

JJ II

J I

Strana 169

Zpět
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Zavřı́t

Konec

6.2 Reálná funkce jedné reálné proměnné

Jak je uvedeno v předchozı́ části, reálnou funkcı́ jedné reálné
proměnné se rozumı́ zobrazenı́ v množině všech reálných čı́sel
R; reálnou funkci budeme zpravidla značit f, vzor x se nazývá
proměnná nebo argument funkce f, obraz y se nazývá funkčnı́
hodnota nebo hodnota funkce f v bodě x a značı́ se f(x).

Názornou představu o vlastnostech funkce poskytuje jejı́ grafické
vyjádřenı́ neboli graf funkce, který sestrojı́me takto:

V rovině zvolı́me pravoúhlou soustavu souřadnic s počátkem O

a osami x, y. Pro každé x ∈ D(f) přiřadı́me v této rovině každé
uspořádané dvojici reálných čı́sel [x, f(x)] bod, který má (v uvede-
ném pořadı́) souřadnice (x, f(x)). Množina všech takových bodů
roviny se nazývá graf funkce f :

graf f = {(x, y) ∈ R2 | x ∈ D(f), y = f(x)}

Obsahuje-li definičnı́ obor D(f) konečný počet hodnot argumentu
x, můžeme sestrojit celý graf přesně, bod po bodu. Obsahuje-li
však definičnı́ obor dané funkce nekonečně mnoho hodnot, je
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nutné graf přibližně dokreslit. Ke správnému nakreslenı́ grafu jsou
nezbytné znalosti různých vlastnostı́ funkce. Proto se v následu-
jı́cı́m podı́váme na základnı́ elementárnı́ funkce a u každé z nich
si připomeneme jejı́ analytické zadánı́, tj. vzorec či rovnici tvaru
y = f(x), kde f(x) je výraz s proměnnou x, a přı́slušné grafické
zobrazenı́.
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6.2.1 Vlastnosti a druhy funkcı́
Některé funkce majı́ určité společné vlastnosti, podle kterých je
nazýváme. Nejdůležitějšı́ z nich jsou následujı́cı́:

➥ Funkce sudé a liché
Necht’má funkce f takovou vlastnost, že pro každé x ∈ D(f)
je také −x ∈ D(f)

➥ Funkce f se nazývá sudá funkce, právě když pro každé
x ∈ D(f) je f(−x) = f(x).

➥ Funkce f se nazývá lichá funkce, právě když pro každé
x ∈ D(f) je f(−x) = −f(x).

(Funkce samozřejmě nemusı́ splňovat ani jednu z pod-
mı́nek, tedy nemusı́ být ani sudá, ani lichá.)
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Zavřı́t

Konec

➥ Funkce periodické
Funkce f se nazývá periodická funkce, právě když existuje
takové reálné čı́slo p 6= 0, že pro každé x ∈ D(f) je také
x± p ∈ D(f) a platı́: f(x± p) = f(x).
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➥ Funkce prosté a funkce k nim inverznı́
Protože funkce je speciálnı́m přı́padem zobrazenı́, použije
se pro ni stejná definice jako pro prosté zobrazenı́ a zobra-
zenı́ k němu inverznı́.

Funkce f se nazývá prostá, jestliže pro každé dva různé
body x1 , x2 ∈ Df , x1 6= x2, je také f(x1) 6= f(x2).
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Je-li funkce f prostá, existuje k nı́ funkce inverznı́ f−1, která
každému prvku y ∈ Hf přiřazuje jeho vzor x ∈ Df :

x = f−1(y) právě když y = f(x).
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Při sestrojovánı́ grafu inverznı́ funkce pak vyneseme proměnou
jako obvykle na osu x a hodnoty na osu y – oproti grafu původnı́
funkce si tak souřadnicové osy „vyměnı́ role“; graf inverznı́ proto
bude symetrický s grafem původnı́ funkce f v osové souměrnosti
podle osy prvnı́ho a třetı́ho kvadrantu.

Uvědomme, že inverznı́ funkce existuje jen pro funkci prostou
– pro funkci, která nenı́ prostá, nebude křivka vzniklá osovou
soměrnostı́ grafem funkce:
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➥ Funkce omezené, zdola omezené, shora omezené
Uvažujme funkci f a podmnožinu M jejı́ho definičnı́ho oboru D(f).

➥ Funkce f se nazývá zdola omezená na množině M, právě
když existuje takové d ∈ R, že pro všechna x ∈ M je f(x) ≥ d.

➥ Funkce f se nazývá shora omezená na množině M, právě
když existuje takové h ∈ R, že pro všechna x ∈ M je f(x) ≤ h.

➥ Funkce f se nazývá omezená na množině M, právě když je
zdola i shora omezená na M.

Je-li M = Df , řekneme, že funkce je omezená (zdola, shora).
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➥ Funkce monotónnı́
Uvažujme funkci f a podmnožinu M ⊂ D(f).

➥ Funkce f se nazývá rostoucı́ na množině M, právě když
pro každé dva prvky x1, x2 ∈ M platı́:
je-li x1 < x2, pak f(x1) < f(x2).

➥ Funkce f se nazývá klesajı́cı́ na množině M, právě když
pro každé dva prvky x1, x2 ∈ M platı́:
je-li x1 < x2, pak f(x1) > f(x2).

➥ Funkce f se nazývá neklesajı́cı́ na množině M, právě když
pro každé dva prvky x1, x2 ∈ M platı́:
je-li x1 < x2, pak f(x1) ≤ f(x2).

➥ Funkce f se nazývá nerostoucı́ na množině M, právě když
pro každé dva prvky x1, x2 ∈ M platı́:
je-li x1 < x2, pak f(x1) ≥ f(x2).

Rostoucı́ a klesajı́cı́ funkce se souhrnně nazývajı́ ryze mono-
tónnı́ (na dané množině); neklesajı́cı́ a nerostoucı́ se souhrnně
nazývajı́ monotónnı́ (na dané množině).
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Definice 1. Řekneme, že funkce f má bodě x0 ∈ D(f)

➥ maximum, jestliže pro každé x ∈ D(f) platı́:

f(x0) ≥ f(x) ,

➥ minimum, jestliže pro každé x ∈ D(f) platı́:

f(x0) ≤ f(x) .

Maxima a minima funkce nazýváme extrémy (globálnı́).

http://euler.fd.cvut.cz


Home

Obsah

JJ II

J I

Strana 181

Zpět
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Definice 2. Necht’ je I ⊂ R interval, f : I → R. Jestliže pro
každé tři body x1, x2, x3 ∈ I, kde x1 < x2 < x3, ležı́ bod
A = [x2, y] přı́mky procházejı́cı́ body

[
x1; f(x1)

]
a

[
x3; f(x3)

]
➥ nad bodem grafu funkce [x2, f(x)] , nazývá se funkce

f konvexnı́ na intervalu I,

➥ pod bodem grafu funkce [x2, f(x)] , nazývá se funkce
f konkávnı́ na intervalu I.
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6.2.2 Základnı́ elementárnı́ funkce

Lineárnı́ funkce

Lineárnı́ funkcı́ nazýváme každou funkci

f : y = ax+ b, D(f) = R. (6.1)

D(f) = R, H(f) = {b}, nerostoucı́ a neklesajı́cı́, nenı́ prostá
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D(f) = R, H(f) = R

nenı́ ani shora, ani zdola omezená

rostoucı́ klesajı́cı́

prostá prostá
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Kvadratická funkce

Kvadratickou funkcı́ nazýváme každou funkci

f : y = ax2 + bx+ c, a 6= 0, D(f) = R.

Grafem každé kvadratické funkce je parabola, která je souměrná
podle osy o rovnoběžné s osou y.

Průsečı́ku osy paraboly s parabolou se řı́ká vrchol paraboly
a přı́mce kolmé k ose paraboly, procházejı́cı́ jejı́m vrcholem, se
řı́ká vrcholová tečna paraboly.
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D(f) = R, H(f) =
〈

c− b2

4a
,+∞

)
D(f) = R, H(f) =

(
−∞, c− b2

4a

〉
zdola omezená, nenı́ shora omezená shora omezená, nenı́ zdola omezená

klesajı́cı́ v
(
−∞,− b

2a

〉
rostoucı́ v

(
−∞,− b

2a

〉
rostoucı́ v

〈
− b

2a
,+∞

)
klesajı́cı́ v

〈
− b

2a
,+∞

)
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Mocninná funkce s přirozeným mocnitelem

Mocninná funkce s přirozeným mocnitelem je funkce

f : y = xn, n ∈ N, D(f) = R.

Je-li speciálně n = 1, je f lineárnı́ funkce; je-li n = 2 je to funkce
kvadratická. Pro n > 1 je grafem parabola n-tého stupně.
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Pomocı́ algebraických operacı́ násobenı́ čı́slem a sčı́tanı́ funkcı́
f(x) = xn zı́skáme polynomy.

Polynomem nazýváme funkci P : R → R definovanou předpisem

P (x) = anx
n + an−1x

n−1 + · · ·+ a1x+ a0, ai ∈ R.

Nenı́-li polynom identicky roven nule, existuje největšı́ n takové,
že an 6= 0. Toto n nazýváme stupeň polynomu. V dalšı́m budeme
předpokládat, že je polynom P (x) nenulový a že má stupeň n.
Nulovým bodem neboli kořenem polynomu P se rozumı́ bod
x0 ∈ R, pro který

P
(
x0

)
= 0.

Je-li x1 nulový bod polynomu P (x) stupně n, ze psát

P (x) = (x− x1)P1(x),

kde P1(x) je polynom stupně (n − 1). Má-li polynom P1(x) kořen
x2, je P1(x) = (x− x2)P2(x), a tedy

P (x) = (x− x1)(x− x2)P2(x),
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kde P2(x) je polynom stupně (n−2). Jestliže pokračujeme uvede-
ným postupem dostaneme nulové body x1, x2, . . . , xN , z nichž se
některé mohou vyskytovat vı́cekrát. Polynom P (x) lze pak zapsat
ve tvaru

P (x) = (x− x1)
k1(x− x2)

k2 . . . (x− xr)
krPN(x),

kde x1, . . . , xr jsou navzájem různé kořeny polynomu P (x), při-
rozená čı́sla ki se nazývajı́ násobnost kořene xi a platı́ pro ně
N = k1 + k2 + · · ·+ kr, a PN(x) je polynom stupně (n−N), který
nemá reálné kořeny.
Obecně lze libovolný polynom stupně n zapsat ve tvaru

P (x) = an

(
x− x1

)k1(x− x2
)k2 . . .

(
x− xr

)kr
(
x2 + p1x+ q1

)m1(
x2 + p2x+ q2

)m2 . . .
(
x2 + psx+ qs

)ms
,

kde polynomy x2 + pix+ qi nemajı́ reálný kořen a

k1 + k2 + · · ·+ kr + 2m1 + · · ·+ 2ms = n.
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Lineárnı́ lomené funkce jsou funkce tvaru

f : f(x) =
ax+ b

cx+ d
kde a, b, c, d ∈ R.

Je-li c = 0, jedná se o lineárnı́ funkci. Proto budeme dále před-
pokládat, že c 6= 0. Protože rovnost cx + d = 0 platı́ pouze pro

x = −d

c
, je definičnı́ obor lineárnı́ lomené funkce R \

{
−d

c

}
.

Lineárnı́ lomenou funkci lze upravit na tvar

f(x) =
a

c
− ad− bc

c2
1

x+ d/c
.

Tedy pro ad− bc = 0 je tato funkce rovna konstantnı́ funkci. Proto
budeme navı́c předpokládat, že ad − bc 6= 0. Obecnou lineárnı́
lomenou funkci lze zı́skat také složenı́m třı́ jednoduššı́ch funkcı́

f = f3 ◦ f2 ◦ f1, kde f1 je lineárnı́ funkce f1(x) = x +
d

c
, funkce

f2 =
1
x

a funkce f3 je opět lineárnı́ funkce f3(x) = −
ad− bc

c2
x+

a

c
.

Z těchto funkcı́ jsme podrobněji nepopsali pouze funkci f2(x) =
1
x

.

Tato funkce vyjadřuje vztah nepřı́mé úměry mezi x a y. Je defi-
nována na intervalech (−∞, 0), kde je klesajı́cı́ a na intervalu
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(0,+∞) kde je také klesajı́cı́. Ale je třeba upozornit, že tato
funkce nenı́ klesajı́cı́ na celém svém definičnı́m oboru. Funkce
je lichá a jejı́ graf je rovnoosá hyperbola se středem v počátku,
jejı́ž asymptoty jsou souřadnicové osy.

Je-li ad− bc > 0 je obecná lineárnı́ lomená funkce f(x) =
ax+ b

cx+ d
klesajı́cı́ na intervalech (−∞,−d/c) a (d/c,+∞). Je-li ad− bc < 0
je funkce na těchto intervalech rostoucı́. Grafem je hyperbola se

středem v bodě
[
−d

c
;
a

c

]
, jejı́ž asymptoty jsou přı́mky x = −d

c
a

y =
a

c
. Graf funkce protı́ná osu Ox v bodě x = − b

a
a osu Ox v

bodě y =
b

d
.

Lineárnı́ lomená funkce y =
ax+ b

cx+ d
je prostá a jejı́ inverznı́ funkce

je opět lineárnı́ lomená funkce y =
dx− b

−cx+ a
.
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Zpět

Fullscreen

Tisk

Zavřı́t
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Racionálnı́ funkce jsou funkce tvaru

f(x) =
P (x)
Q(x)

,

kde P (x), Q(x) jsou polynomy.
Označı́me-li X0 množinu všech reálných nulových bodů poly-
nomu Q(x), je definičnı́ obor Df = R \X0.
Je-li stupeň polynomu P (x), n, většı́ nebo roven stupni m poly-
nomu Q(x), lze dělenı́m zjistit, že tuto funkci je možné zapsat ve
tvaru

f(x) = P1(x) +
R(x)
Q(x)

,

kde P1(x) je polynom stupně (n−m) a stupeň polynomu Q(x) je
menšı́ než stupeň polynomu Q(x).

Funkci f(x) =
P (x)
Q(x)

, kde je stupeň polynomuP (x) menšı́ než

stupeň polynomu Q(x), lze zapsat jako součet jednoduššı́ch ra-
cionálnı́ch funkcı́. Předpokládejme, že

q(x) =
(
x− x1

)k1(x− x2
)k2 · · ·

· · ·
(
x− xr

)kr
(
x2 + p1x+ q1

)m1 . . .
(
x2 + psx+ qs

)ms
,
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kde dvojčleny x2+pix+qi nemajı́ reálné kořeny, tj. platı́ p2i−4qi < 0.

Pak lze racionálnı́ funkci f(x) =
P (x)
Q(x)

psát ve tvaru:

P (x)
Q(x)

=
A11

x− x1
+

A12(
x− x1

)2 + · · ·+ A1k1(
x− x1

)k1
+

+
A21

x− x2
+ · · ·+ A2k2(

x− x2
)k2
+ · · ·+ Ar1

x− xr

+ · · ·+ Arkr(
x− xr

)kr

+
B11x+ C11

x2 + p1x+ q1
+

B12x+ C12(
x2 + p1x+ q1

)2 + · · ·+ B1m1x+ C1m1(
x2 + p1x+ q1

)m1

+ · · ·+

+
Bs1x+ Cs1

x2 + psx+ qs

+
Bs2x+ Cs2(

x2 + psx+ qs

)2 + · · ·+ Bsmsx+ Csms(
x2 + psx+ qs

)ms

Tomuto zápisu se řı́ká rozklad na parciálnı́ zlomky.
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Exponenciálnı́ funkce o základu a

Exponenciálnı́ funkce o základu a je funkce

f : y = ax, a > 0, a 6= 1, D(f) = R.

Je-li základ a > 1, je funkce ax rostoucı́ v R, je-li 0 < a < 1,
je klesajı́cı́ v R; v obou přı́padech je prostá v celém definičnı́m
oboru.
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Logaritmická funkce o základu a

Logaritmická funkce o základu a je zavedena jako funkce in-
verznı́ k exponenciálnı́ funkci o témže základu a. Symbolicky
se zapisuje takto:

f : y = loga x, a > 0, a 6= 1, D(f) = (0,+∞),

přičemž podle definice pro každé x ∈ (0,+∞), y ∈ R, a > 0, a 6=
1 platı́:

y = loga x ⇔ x = ay

Je-li základ a > 1, je funkce loga x rostoucı́ v R, je-li 0 < a < 1,
je klesajı́cı́ v R; v obou přı́padech je prostá v celém definičnı́m
oboru.
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Zpět

Fullscreen

Tisk

Zavřı́t
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Goniometrické funkce

Připomeňme si nejprve pojem orientovaného úhlu a jeho veli-
kosti. Orientovaným úhlem se rozumı́ uspořádaná dvojice polo-
přı́mek V A, V B se společným počátkem. Prvnı́ z této dvojice se
nazývá počátečnı́m ramenem orientovaného úhlu, druhá kon-
covým ramenem orientovaného úhlu; společný počátek obou
polopřı́mek se nazývá vrchol orientovaného úhlu. Pro oriento-
vaný úhel se použı́vá označenı́ ÂV B. Velikostı́ orientovaného
úhlu ÂV B se nazývá každé z reálných čı́sel α+2kπ (v obloukové
mı́ře), resp. α + k · 360◦ (v mı́ře stupňové), kde k ∈ Z a α se určı́
takto:
a) Je-li V A = V B, je α = 0,
b) Je-li V A 6= V B, je α velikost neorientovaného úhlu, který
vznikne otočenı́m počátečnı́ho ramene V A do polohy koncového
ramene V B v kladném smyslu, tj. proti směru hodinových ruči-
ček.
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Zavřı́t

Konec

Je tedy 0 ≤ α < 2π, resp. 0◦ ≤ α < 360◦; této velikosti se řı́ká
základnı́ velikost orientovaného úhlu.

Zvolme kartézskou soustavu souřadnic Oxy. Ke každému reál-
nému čı́slu α lze přiřadit právě jeden orientovaný úhel velikosti
α (v obloukové mı́ře), jehož počátečnı́ rameno je polopřı́mka OI,

kde I je obraz čı́sla 1 na ose x (mı́sto I budeme v grafu psát
přı́mo čı́slo 1); řı́ká se mu orientovaný úhel v základnı́ poloze.
Sestrojı́me jednotkovou kružnici k (tj. kružnici o poloměru 1) se
středem O, jejı́ průsečı́k s koncovým ramenem orientovaného
úhlu α v základnı́ poloze označı́me M .
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Definujeme

Druhou souřadnici bodu M jednotkové kružnice na konco-
vém rameni orientovaného úhlu α v základnı́ poloze na-
zýváme sinus úhlu α a jeho prvnı́ souřadnici nazýváme
kosinus úhlu α; značı́me je sinα, cosα.

sinα = yM , cosα = xM pro každé α ∈ R.

Těmito vztahy je každému reálnému čı́slu x ∈ R přiřazeno právě
jedno reálné čı́slo sin x a právě jedno reálné čı́slo cosx, tj. tyto
vztahy udávajı́ funkčnı́ předpisy funkce sinus a funkce kosinus:

f : y = sinx, D(f) = R, f : y = cos x, D(f) = R.

http://euler.fd.cvut.cz


Home

Obsah

JJ II

J I

Strana 199

Zpět
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Důležité je zejména to, že funkce sinus je lichá, funkce kosinus
sudá a obě funkce jsou periodické s periodou 2π. Obě jsou
rovněž omezené:

−1 ≤ sin x ≤ 1, −1 ≤ cosx ≤ 1.
Ihned z definice také plyne, že pro každé x ∈ R platı́:

sinx = 0 právě když je x = kπ = 2k · π
2 , kde k ∈ Z

cosx = 0 právě když je x = (2k + 1)π2 , kde k ∈ Z
Pro libovolné reálné čı́slo x platı́:

sin2 x+ cos2 x = 1. (6.2)

Funkce tg x, cotg x jsou zavedeny vztahy:

f : y = tg x =
sin x

cosx
, D(f) = R−

⋃
k∈Z

{
(2k + 1)π2

}
f : y = cotg x =

cosx
sin x

, D(f) = R−
⋃

k∈Z {kπ} .
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Nejdůležitějšı́ hodnoty goniometrických funkcı́ můžeme shrnout
do tabulky:

x 0 π
6

π
4

π
3

π
2 π 3

2π 2π

sinα 0 1
2

√
2
2

√
3
2 1 0 -1 0

cosα 1
√
3
2

√
2
2

1
2 0 -1 0 1

tgα 0
√
3
3 1

√
3 nenı́

def.
0 nenı́

def.
0

cotgα
nenı́
def.

√
3 1

√
3
3 0 nenı́

def.
0 nenı́

def.

http://euler.fd.cvut.cz


Home

Obsah

JJ II

J I

Strana 201

Zpět
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Vztahy mezi goniometrickými funkcemi

Součtové vzorce

sin (x± y) = sinx · cos y ± cosx · sin y

cos (x± y) = cosx · cos y ∓ sin x · sin y

tan (x± y) =
tan x± tan y

1∓ tan x · tan y

cotg g (x± y) =
±cotg x · cotg y − 1
cotg x∓ cotg y
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Vztahy pro dvojnásobný úhel

sin 2x = 2 sinx · cosx tan 2x = 2 tanx
1−tan2 x

cos 2x = cos2 x− sin2 x

Vztahy pro polovičnı́ úhel

sin x
2 = ±

√
1−cosx
2 tan x

2 =
1−cosx
sinx

= sinx
1+cosx

cos x
2 = ±

√
1+cosx
2

Znaménko se určı́ podle kvadrantu.
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Součtové věty

sin x+ sin y = 2 · sin x+y
2 · cos x−y

2

sin x− sin y = 2 · cos x+y
2 · sin x−y

2

cosx+ cos y = 2 · cos x+y
2 · cos x−y

2

cosx− cos y = −2 · sin x+y
2 · sin x−y

2

Převody přes liché násobky

sin
(

π
2 − α

)
= cosα tg

(
π
2 − α

)
= cotgα

cos
(

π
2 − α

)
= sinα cotg

(
π
2 − α

)
= tgα
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Cyklometrické funkce

Cyklometrické funkce jsou zavedeny jako inverznı́ funkce k funk-
cı́m goniometrickým. Protože funkce inverznı́ existuje jen pro
prostou funkci, je vždy nejprve třeba omezit definičnı́ obor na
interval, na němž je daná goniometrická funkce prostá.

Funkce arkussinus,

f : y = arcsin x, D(f) = 〈−1, 1〉,

je definovaná jako inverznı́ funkce k funkci sin x na intervalu
〈−π/2, π/2〉. Je tedy určena vztahem

y = arcsinx ⇐⇒ x = sin y, y ∈ 〈−π/2, π/2〉.

Funkce arkuscosinus,

f : y = arccosx, D(f) = 〈−1, 1〉,

je definovaná jako inverznı́ funkce k funkci cosx na intervalu 〈0, π〉.
Je tedy určena vztahem: y = arccosx ⇐⇒ x = cos y, y ∈ 〈0, π〉.
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Zpět

Fullscreen

Tisk

Zavřı́t
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Funkce arkustangens,

f : y = arctg x, D(f) = R ,

je definovaná jako inverznı́ funkce k funkci tg x

na intervalu 〈−π/2, π/2〉. Je tedy určena vztahem

y = arctg x ⇐⇒ x = tg y, y ∈ 〈−π/2, π/2〉.

Funkce arkuskotangens,

f : y = arccotg x, D(f) = R ,

je definovaná jako inverznı́ funkce k funkci cotg x na intervalu
〈0, π〉. Je tedy určena vztahem

y = arccotg x ⇐⇒ x = cotg y, y ∈ 〈0, π〉.
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Hyperbolické funkce

Funkce sinus hyperbolický a kosinus hyperbolický,

f : y = sinhx, D(f) = R,

f : y = cosh x, D(f) = R,

jsou definované vztahy

sinh x =
ex − e−x

2
, coshx =

ex + e−x

2

Z definičnı́ch vztahů plyne, že pro sinh x a coshx platı́:

cosh 2x− sinh 2x = 1,

sinh (x± y) = sinhx cosh y ± coshx sinh y,

cosh (x± y) = coshx cosh y ± sinh x sinh y .
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Funkce tangens hyperbolický a kotangens hyperbolický,

f : y = tghx, D(f) = R,

f : y = cotghx, D(f) = R \ {0},

jsou definované vztahy

tg x =
ex − e−x

ex + e−x
, cotgh x =

ex + e−x

ex − e−x
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Hyperbolometrické funkce

Funkce argument sinus hyperbolický,

f : y = argsinhx, D(f) = R,

je definovaná jako inverznı́ funkce k funkci sinus hyperbolický:

y = argsinh x ⇐⇒ x = sinh y, y ∈ R,

Funkce argument kosinus hyperbolický,

f : y = argcosh x, D(f) = 〈1,∞),

je definovaná jako inverznı́ funkce k funkci kosinus hyperbolický:

y = argcosh x ⇐⇒ x = cosh y, y ∈ 〈0,∞)
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Zpět

Fullscreen

Tisk

Zavřı́t
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Funkce argument tangens hyperbolický,

f : y = tghx, D(f) = (−1, 1),

je definovaná jako inverznı́ funkce k funkci tangens hyperbolický:

y = argtghx ⇐⇒ x = tgh y, y ∈ R

Funkce argument kotangens hyperbolický,

f : y = cotgh x, D(f) = (−∞,−1) ∪ (1,+∞),

je definovaná vztahem

y = argcotgh x ⇐⇒ x = cotgh y, y ∈ R \ {0}
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PŘEDNÁŠKA 7

LIMITA

A SPOJITOST
FUNKCE
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7.1 Spojitost funkce

Definice 1. Řekneme, že funkce f(x) je spojitá v bodě
a ∈ Df , jestliže ke každému ε > 0 existuje δ > 0 takové, že
pro každé x ∈ (a− δ, a+ δ) ∩Df platı́ nerovnost:∣∣f(x)− f(a)

∣∣ < ε.
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Následujı́cı́ funkce nenı́ spojitá, nebot’ pro uvedenou hodnotu ε

existuje v každém okolı́ bodu a takový bod x, pro který je∣∣f(x)− f(a)
∣∣ > ε.
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Definice 2. Řekneme, že funkce f(x) je spojitá zleva
v bodě a ∈ Df , jestliže ke každému ε > 0 existuje δ > 0
takové, že pro každé x ∈ (a− δ, a〉 ∩Df platı́ nerovnost:∣∣f(x)− f(a)

∣∣ < ε.
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Definice 3. Řekneme, že funkce f(x) je spojitá zprava
v bodě a ∈ Df , jestliže ke každému ε > 0 existuje δ > 0
takové, že pro každé x ∈ 〈a, a+ δ) ∩Df platı́ nerovnost:∣∣f(x)− f(a)

∣∣ < ε.
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Zpět

Fullscreen

Tisk

Zavřı́t
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Věta. Funkce f(x) spojitá v bodě a právě tehdy, když je v bodě a

spojitá zleva i zprava.

Důkaz. Přı́mo z definice.

Věta. Necht’ jsou funkce f, g spojité (resp. spojité zleva, resp.
spojité zprava) v bodě a, necht’ k ∈ R je konstanta. Pak jsou
v bodě a spojité (resp. spojité zleva, resp. spojité zprava) také

funkce kf , f + g, f · g a je-li g(a) 6= 0, také funkce
f

g
.

Věta. Necht’ je funkce f(x) spojitá v bodě a a funkce g(y) je
spojitá v bodě f(a). Pak je složená funkce f(g(x)) spojitá v bodě
a.

Poznámka. Důkazy předchozı́ch vět jsou analogické důkazům
obdobných vět pro limity, které jsou uvedeny dále.

http://euler.fd.cvut.cz
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Definice 4. Funkce spojitá na množině X = Df se nazývá
spojitá.

Věta. Necht’ je f : X → R spojitá funkce a X je uzavřená a
omezená podmnožina R. Pak v množině X existujı́ body xM a xm

takové, že pro každé x ∈ X je f
(
xm

)
≤ f(x) ≤ f

(
xM

)
, tj. body,

ve kterých funkce f(x) nabývá svého maxima a minima.
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7.2 Limita funkce a jejı́ vlastnosti

Definice 5. Vlastnı́ limita ve vlastnı́m bodě.
Necht’ je dána funkce f(x), necht’ a ∈ R je hromadný bod
jejı́ho definičnı́ho oboru. Řekneme, že funkce f(x) má
v bodě a limitu A ∈ R, pı́šeme lim

x→a
f(x) = A, jestliže ke

každému ε > 0 existuje δ > 0 takové, že pro každé x ∈ Df ,
pro které je 0 < |x− a| < δ, platı́:

∣∣f(x)− A
∣∣ < ε.
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Jiné vyjádřenı́ výroku lim
x→a

f(x) = A plyne z následujı́cı́ věty.

Věta. Necht’ je dána funkce f(x) a bod a ∈ R, který je hromadným
bodem jejı́ho definičnı́ho oboru. Pak je

lim
x→a

f(x) = A

právě tehdy, když ke každému okolı́ Uε(A) bodu A existuje prs-
tencové okolı́ Pδ(a) takové, že pro každé x ∈ Pδ(a) ∩ Df je
f(x) ∈ Uε(A).

Důkaz. Věta je pouhým přepsánı́m definice limity, nebot’ Pδ(a) = (a−
δ, a) ∪ (a, a+ δ), Uε(A) = (A− ε, A+ ε). �

Tato věta umožňuje jediným způsobem definovat limitu i v přı́-
padě, že bod a nebo bod A je nevlastnı́.

http://euler.fd.cvut.cz
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Zpět

Fullscreen

Tisk

Zavřı́t
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Definice 6. Necht’ je dána funkce f(x) a bod a ∈ R∗, který je
hromadným bodem jejı́ho definičnı́ho oboru. Řekneme, že
funkce f(x) má v bodě a ∈ R∗ limitu A ∈ R∗ právě tehdy,
když ke každému okolı́ U(A) existuje prstencové okolı́ P (a)
takové, že pro každé x ∈ P (a) ∩Df je f(x) ∈ U(A).

Terminologie:

Vlastnı́ limita ve vlastnı́m bodě: a ∈ R, A ∈ R;

Nevlastnı́ limita ve vlastnı́m bodě: a ∈ R, A = ±∞;

Vlastnı́ limita v nevlastnı́m bodě: a = ±∞, A ∈ R;

Nevlastnı́ limita v nevlastnı́m bodě: a = ±∞, A±∞.

http://euler.fd.cvut.cz
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Definice 7. Necht’ je dána funkce f(x) a bod a ∈ R, který je
hromadným bodem množiny

{
x ∈ Df ; x < a

}
. Řekneme,

že funkce f(x) má v bodě a limitu zleva A, pı́šeme

lim
x→a−

f(x) = A,

jestliže ke každému okolı́ U(A) existuje δ > 0 takové, že pro
všechna x ∈ (a− δ, a) ∩Df je f(x) ∈ U(a).

Necht’ je dána funkce f(x) a bod a ∈ R, který je hromadným
bodem množiny

{
x ∈ Df ; x > a

}
. Řekneme, že funkce

f(x) má v bodě a limitu zprava A, pı́šeme

lim
x→a+

f(x) = A,

jestliže ke každému okolı́ U(A) bodu A existuje δ > 0
takové, že pro všechna x ∈ (a, a+ δ) ∩Df je f(x) ∈ U(a).

http://euler.fd.cvut.cz
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Věta. Rovnost lim
x→a

f(x) = A platı́ právě tehdy, když

lim
x→a−

f(x) = lim
x→a+

f(x) = A.

Důkaz. Necht’ je lim
x→a

f(x) = A. Protože je (a−δ, a) ⊂ Pδ(a), (a, a+δ) ⊂
Pδ(a), platı́ lim

x→a−
f(x) = lim

x→a+
f(x) = A.

Naopak, je-li lim
x→a−

f(x) = lim
x→a+

f(x) = A, pak ke každému ε > 0 existujı́

δ− a δ+ taková, že pro každé x ∈ Df , pro které je 0 < a− x < δ− nebo
0 < x− a < δ+ , je f(x) ∈ Uε(A).
K danému okolı́ Uε(A) stačı́ zvolit δ = min

(
δ−, δ+

)
. Je-li totiž x ∈ Df ∩

Pδ(a), je bud’ 0 < a − x < δ ≤ δ− nebo 0 < x − a < δ ≤ δ+, a tedy
f(x) ∈ Uε(A). �

http://euler.fd.cvut.cz


Home

Obsah

JJ II

J I

Strana 232

Zpět
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Věta. Necht’ a ∈ R∗ je hromadným bodem definičnı́ho oboru Df

funkce f(x), necht’ A ∈ R∗ . Pak platı́: lim
x→a

f(x) = A právě tehdy,

když lim
n→∞

f(xn) = A pro každou posloupnost (xn) konvergujı́cı́ k

bodu a, kde xn ∈ Df \ {a} .

Důkaz. Necht’ lim
x→a

f(x) = A a
(
xn

)
je libovolná posloupnost s uvede-

nými vlastnostmi. Necht’ je dáno Uε(A). Pak existuje Pδ(a), že pro každé
x ∈ Df ∩Pδ(a) je f(x) ∈ Uε(A). Protože lim

n→∞
xn = a, existuje n0, že pro

všechna n > n0 je xn ∈ Pδ(a) a tedy f(xn) ∈ Uε(A), tj. lim
n→∞

f(xn) = A.

Naopak, necht’ lim
x→a

f(x) 6= A. Pak existuje Uε(A) takové, že pro každé

δ > 0 existuje x ∈ Df ∩ Pδ(a), pro které je f(x) /∈ Uε(A). Vezměme

toto ε > 0, označme δ = 1/n > 0. Pro každé n ∈ N je množina

Xn =
{
x ∈ Df ∩ P1/n(a) ; f(x) /∈ Uε(A)

}
neprázdná. Z každé množiny

Xn vybereme jeden prvek xn a tak zı́skáme posloupnost
(
xn

)
, kde pro

každé n ∈ N je xn ∈ Df , xn 6= a. Protože pro každé n ∈ N platı́:∣∣a − xn

∣∣ < 1/n, je lim
n→∞

xn = a. Na druhou stranu ale pro každé n ∈ N
je f

(
xn

)
/∈ Uε(A). Tedy lim

n→∞
f
(
xn

)
6= A. �

http://euler.fd.cvut.cz


Home

Obsah

JJ II

J I

Strana 233

Zpět
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Věta. Funkce f(x) má v bodě a nejvýše jednu limitu, rovněž
nejvýše jednu limitu zprava, resp. zleva.

Důkaz. Necht’je lim
x→a

f(x) = A a zároveň lim
x→a

f(x) = B, kde A < B. Pak

existujı́ disjunktnı́ okolı́ UεA(A) a UεB (B), tj. taková okolı́, jejichž průnik
je prázdná množina. Ale protože lim

x→a
f(x) = A a lim

x→a
f(x) = B, existujı́

prstencová okolı́ PδA
(a) a PδB

(a) taková, že pro každé x ∈ Df ∩PδA
(a)

je f(x) ∈ UεA(A) a x ∈ Df ∩ PδB
(a) je f(x) ∈ UεB (B).

Protože a je hromadný bod Df , je pro δ = min
(
δA, δB

)
množina Df ∩

Uδ(a) neprázdná. Tedy pro x ∈ Df ∩Pδ(a) je f(x) ∈ UεA(A)∩UεB (B) =
∅. Ale to je spor, a tedy A = B. �
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Věta. Funkce f(x) je spojitá v bodě a právě tehdy, když je a

izolovaný bod jejı́ho definičnı́ho oboru nebo když existuje vlastnı́
limita

lim
x→a

f(x) = f(a).

Důkaz. Necht’ je funkce f(x) spojitá v bodě a, který je hromadným
bodem Df . Podle definice spojitosti existuje ke každému okolı́ Uε

(
f(a)

)
takové okolı́ Uδ(a) , že pro každé x ∈ Df ∩ Uδ(a) je f(x) ∈ Uε

(
f(a)

)
.

Protože Pδ(a) ⊂ Uδ(a) , platı́ pro každé x ∈ Df∩Pδ(a) : f(x) ∈ Uε

(
f(a)

)
,

tj. lim
x→a

f(x) = f(a).

Naopak, je-li a izolovaným bodem množiny Df , existuje okolı́ Pδ(a)
takové, že Pδ(a) ∩Df = ∅. Protože Df ∩ Uδ(a) = {a}, pro každé okolı́
Uε

(
f(a)

)
platı́, že pro všechna x ∈ Df ∩ Uδ(a) = {a} je f(x) = f(a) ∈

Uε

(
f(a)

)
.

Je-li bod a hromadným bodem Df a lim
x→a

f(x) = f(a), pak ke každému

okolı́ Uε

(
f(a)

)
existuje Pδ(a) takové, že pro každé x ∈ Df ∩ Pδ(a) je

f(x) ∈ Uε

(
f(a)

)
. Ale protože Uδ(a) = Pδ(a) ∪ {a} a f(a) ∈ Uε

(
f(a)

)
, je

f(x) spojitá v bodě a. �
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☛ Přı́klad 7.1.

Funkce f(x) = 2x je spojitá v každém bodě. Budeme-li hledat
limitu napřı́klad v bodě 3, pak podle předchozı́ věty je lim

x→3
f(x) =

f(3) = 6.

☛ Přı́klad 7.2.

Funkce g(x) definovaná vztahem g(3) = 2, g(x) = 2x pro x 6= 3,
se pro x 6= 3 shoduje s funkcı́ f(x), tedy

lim
x→3

g(x) = lim
x→3

f(x) = 6.

Protože g(3) = 2 6= 6, nenı́ funkce g(x) v bodě 3 spojitá.
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Věta. Funkce f(x) je spojitá zleva, resp. spojitá zprava v bodě
a právě tehdy, když

lim
x→a+

f(x) = f(a) , resp. lim
x→a−

f(x) = f(a) .

Věta. Je-li lim
x→a

f(x) = A ∈ R, pak existuje okolı́ Pδ(a) takové, že

je funkce f(x) v tomto okolı́ omezená.

Důkaz. Zvolme ε = 1. Pak existuje prstencové okolı́ Pδ(a) takové, že
pro každé x ∈ Pδ(a) je A− 1 < f(x) < A+ 1. �

Věta. Necht’ je dána funkce f(x) a bod a, který je hromad-
ným bodem jejı́ho definičnı́ho oboru. Pak existuje konečná limita
funkce f(x) v bodě a tehdy a jen tehdy, když je splněna Cauchy–
Bolzanova podmı́nka: Ke každému ε > 0 existuje δ > 0 takové,
že pro každé dva body x1, x2 ∈ Df , pro které 0 <

∣∣x1 − a
∣∣ < δ a∣∣x2 − a

∣∣ < δ, platı́:
∣∣f(x1)− f(x2)

∣∣ < ε.
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Zavřı́t

Konec

Věta. Necht’ existujı́ vlastnı́ limity lim
x→a

f(x) = A , lim
x→a

g(x) = B .

Potom platı́: lim
x→a

(
f +g

)
(x) = A+B, lim

x→a

(
f ·g

)
(x) = AB . Je-li

navı́c B 6= 0, pak lim
x→a

(
f

g

)
(x) =

A

B
.

Důkaz. 1) Protože
∣∣f(x) + g(x) − A − B

∣∣ ≤ ∣∣f(x) − A
∣∣ + ∣∣g(x) − B

∣∣,
stačı́ k danému ε > 0 uvažovat takové Pδ(a) , aby pro každé x ∈ Pδ(a)
bylo f(x) ∈ Uε/2(A) , g(x) ∈ Uε/2(B) .

2) Protože má f(x) konečnou limitu, existuje okolı́ P∆(a), na němž je
f(x) omezená, tedy existuje takové K > 0, že pro každé x ∈ P∆(a) je∣∣f(x)∣∣ < K. Protože

∣∣f(x)g(x)−AB
∣∣ = ∣∣f(x)(g(x)−B

)
+B

(
f(x)−A

)∣∣ ≤∣∣f(x)∣∣·∣∣g(x)−B
∣∣+|B|·∣∣f(x)−A

∣∣ < K ·
∣∣g(x)−B

∣∣+|B|·∣∣f(x)−A
∣∣ , stačı́

zvolit Pδ(a) ⊂ P∆(a), kde vhodně odhadneme
∣∣f(x)−A

∣∣ a
∣∣g(x)−B

∣∣.
3) Existuje okolı́ P∆(a) takové, že pro každé x ∈ P∆(a) je g(x) > |B|/2
a funkce 1/g(x) má smysl. Pro každé x ∈ P∆(a) pak platı́:

∣∣∣ 1g(x) −
1
B

∣∣∣ =∣∣B−g(x)
∣∣∣∣Bg(x)
∣∣ <

2
∣∣B−g(x)

∣∣
B2

. K danému ε > 0 stačı́ zvolit Pδ(a) ⊂ P∆(a) takové,

aby pro každé x ∈ Pδ(a) bylo
∣∣B − g(x)

∣∣ < B2

2 ε. �
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Poznámka: Předchozı́ věta platı́ i v přı́padě, kdy A, B ∈ R∗, a
přı́slušné operace jsou v R∗ definovány.

Věta. Předpokládejme, že lim
x→a

f(x) = A , lim
y→A

g(y) = B . Necht’

existuje okolı́ P∆(a) takové, že pro každé x ∈ Df ∩ P∆(a) je
f(x) 6= A. Pak je lim

x→a
g(f(x)) = B .

Důkaz. Necht’ je dáno okolı́ Uε(B). Pak existuje prstencové okolı́ Pη(A)
bodu A takové, že pro každé y ∈ Dg∩Pη(A) je g(y) ∈ Uε(B). Ale protože
je lim

x→a
f(x) = A, existuje prstencové okolı́ Pδ1(a) takové, že pro každé

x ∈ Df ∩ Pδ1(a) je f(x) ∈ Uη(A). Necht’ je Pδ(a) prstencové okolı́ bodu
a takové, že Pδ(a) ⊂ P∆(a)∩Pδ1(a). Pak pro každé x ∈ Df ∩Pδ(a) platı́
f(x) ∈ Uη(A) \ {A} = Pη(A). Tedy pro taková x je h(x) = g

(
f(x)

)
∈

Uε(B). �

☛ Přı́klad 7.3.

Necht’f(x) = 0 a g(x) = 0 pro x 6= 0 , g(0) = 1. Pak je lim
x→0

g(x) = 0,

ale lim
x→0

g
(
f(x)

)
= 1, protože pro každé x ∈ R je g

(
f(x)

)
= 1. Před-

poklad existence P∆(a) v předcházejı́cı́ větě je tedy podstatný.
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Věta. Necht’ jsou dány funkce f(x), g(x), necht’ existuje takové
okolı́ P∆(a) že pro všechna x ∈ Df ∩ P∆(a) je

f(x) ≤ g(x) .

Existujı́-li limity lim
x→a

f(x) a lim
x→a

g(x), pak platı́:

lim
x→a

f(x) ≤ lim
x→a

g(x) .

Důkaz. Předpokládejme, že lim
x→a

f(x) = A > lim
x→a

g(x) = B. Pak existujı́

okolı́ UεA(A) , UεB (B), pro která je UεA(A) ∩ UεB (B) = ∅. Proto pro
každé yA ∈ Uε(A), yB ∈ UεB (B) je yA > yB. Zároveň však existuje
okolı́ Pδ(a) ⊂ P∆(a) takové, že pro každé x ∈ Uδ(a) je f(x) ∈ UεA(A) ,
g(x) ∈ UεB (B). Z toho plyne f(x) > g(x), což je spor. �
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Poznámka. I když je f(x) < g(x), může platit:

lim
x→a

f(x) = lim
x→a

g(x) .

☛ Přı́klad 7.4.

Uvažujme funkce f(x) = −2x, g(x) = 2x . V každém P∆(0) platı́:

f(x) < g(x),

přitom je
lim
x→0

f(x) = 0 = lim
x→0

g(x) .
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Věta. Necht’ lim
x→a

f(x) = lim
x→a

h(x) = A , necht’ existuje P∆(a) ta-

kové, že pro všechna x ∈ P∆(a) platı́: f(x) ≤ g(x) ≤ h(x) . Potom
je také lim

x→a
g(x) = A.

Důkaz. Necht’ je dáno Uε(A). Pak existujı́ Pδf
(a) a Pδh

(a) taková, že
pro každé x ∈ Pδf

(a) je f(x) ∈ Uε(a) a pro každé x ∈ Pδh
(a) je h(x) ∈

Uε(A). Označme Pδ(a) = Pδf
(a) ∩ Pδh

(a). Pro každé x ∈ Pδ(a) zřejmě
platı́: A− ε < f(x) ≤ g(x) ≤ h(x) < A+ ε. �
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Důsledek. Necht’ existuje čı́slo δ > 0 tak, že pro každé x ∈ Pδ(a)
platı́

(i) |g(x)| ≤ h(x) , lim
x→a

h(x) = 0. Pak je lim
x→a

g(x) = 0.

(ii) f(x) ≤ g(x) , lim
x→a

f(x) =∞. Pak je lim
x→a

g(x) =∞.

(iii) g(x) ≤ h(x) , lim
x→a

h(x) = −∞. Pak je lim
x→a

g(x) = −∞.

Věta. Existuje-li lim
x→a

f(x) , pak platı́: lim
x→a

|f(x)| = | lim
x→a

f(x)| .

Důkaz. Plyne přı́mo z definice limity. �

Věta. lim
x→a

f(x) = 0 právě tehdy, když lim
x→a

∣∣f(x)∣∣ = 0.
Důkaz. Přepsánı́ definice obou limit. �
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Věta. Necht’ lim
x→a

f(x) = 0 a existuje okolı́ P∆(a) takové, že funkce

g(x) je omezená na P∆(a) . Pak je lim
x→a

f(x) · g(x) = 0 .

Důkaz. Protože je funkce g(x) omezená na P∆(a), existuje K > 0
takové, že pro všechna x ∈ P∆(a) je

∣∣g(x)∣∣ < K. Na tomto okolı́ tedy
platı́:

∣∣f(x) · g(x)∣∣ < K
∣∣f(x)∣∣.

Protože je lim
x→a

f(x) = 0, existuje ke každému ε > 0 takové okolı́ Pδ(a) ⊂
P∆(a), že pro každé x ∈ Pδ(a) je

∣∣f(x)∣∣ < ε/K. Pro všechna x ∈ Pδ(a)

tedy platı́:
∣∣f(x) · g(x)∣∣ < K

ε

K
= ε .

☛ Přı́klad 7.5.

lim
x→∞

1
x
sin x = 0, nebot’ lim

x→∞

1
x
= 0, | sin x| ≤ 1.
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Věta. Necht’ lim
x→a

f(x) = 0 a necht’ existuje okolı́ P∆(a) tak, že pro

každé pro x ∈ P∆(a) platı́:

(i) f(x) > 0 . Pak lim
x→a

1
f(x)

=∞ .

(ii) f(x) < 0 . Pak lim
x→a

1
f(x)

= −∞ .

Důkaz. K danému ε > 0 existuje δ > 0 tak, že pro každé x ∈ Pδ(a)

je |f(x)| < ε. Pak platı́ 1/|f(x)| > ε a odtud plynou obě dokazovaná

tvrzenı́.

Věta. Jestliže lim
x→a

|f(x)| =∞, pak lim
x→a

1
f(x)

= 0 .

Důkaz. Analogicky s důkazem předchozı́ věty.
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Zpět

Fullscreen

Tisk

Zavřı́t
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Věta. Necht’ existuje lim
x→a

f(x) = A 6= 0. Pak existuje takové okolı́

Pδ(a) , že platı́:

(i) je-li A > 0 , pak je f(x) > 0 pro všechna x ∈ Pδ(a) ,

(ii) je-li A < 0 , pak je f(x) < 0 pro všechna x ∈ Pδ(a) .

Důkaz. (i) Uvažujme ε = A/2 > 0. Pak existuje takové δ > 0, že pro
všechna x ∈ Pδ(a) je

0 <
A

2
= A− A

2
= A− ε < f(x) .

(ii) Analogicky: uvažujme ε = −A/2 > 0. Pak existuje takové δ > 0, že
pro všechna x ∈ Pδ(a) je

f(x) < A+ ε = A− A

2
=

A

2
< 0 .

Poznámka. Uvedené věty platı́ i pro limity zleva a zprava.
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☛ Přı́klad 7.6.

Vypočı́tejme limitu funkce

f(x) =
x3 − 5x2 + 8x− 6

x2 − 9
v bodě a = 1 .

Řešenı́. 1 ∈ Df , funkce f(x) je v tomto bodě spojitá, limita je rovna
funkčnı́ hodnotě:

lim
x→3

x3 − 5x2 + 8x− 6
x2 − 9

=
−2
−9
=
1
4

.
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☛ Přı́klad 7.7.

Vypočı́tejme limitu funkce

f(x) =
x3 − 5x2 + 8x− 6

x2 − 9
v bodě a = 3 .

Řešenı́. 3 nepatřı́ do Df , je však jeho hromadným bodem. Při hledánı́
limity pracujeme vždy s prstencovým okolı́m daného bodu, kde můžeme
psát:

x3 − 5x2 + 8x− 6
x2 − 9

=
(x− 3)(x2 − 2x+ 2)
(x− 3)(x+ 3)

=
(x2 − 2x+ 2)
(x+ 3)

.

Vzniklá funkce je v bodě 3 spojitá a jejı́ limita, která je rovna limitě
původnı́ funkce, je rovna 5/6.
V takovýchto přı́padech můžeme psát přı́mo:

lim
x→3

x3 − 5x2 + 8x− 6
x2 − 9

= lim
x→3

(x− 3)(x2 − 2x+ 2)
(x− 3)(x+ 3)

=

= lim
x→3

(x2 − 2x+ 2)
(x+ 3)

=
5
6
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☛ Přı́klad 7.8.

Vypočı́tejme limitu funkce

f(x) =
3x3 − 5x2 + 8x− 6
2x3 + 4x2 − 9x+ 3

v bodě a = +∞ .

Řešenı́. +∞ je hromadným bodem Df ; postup je stejný jako při hledánı́
limit posloupnostı́:

lim
x→+∞

x3 − 5x2 + 8x− 6
x2 − 9

= lim
x→+∞

x3
(
3− 5

x
+
8
x2

− 6
x

)
x3

(
2 +
4
x
− 9

x2
+
3
x

) = 3
2
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☛ Přı́klad 7.9.

Vypočı́tejme limitu funkce

f(x) =

√
x+ 4− 2
3x

v bodě a = 0 .

Řešenı́. Bod a = 0 nepatřı́ do Df , ale je jeho hromadným bodem.

lim
x→0

f(x) = lim
x→0

√
x+ 4− 2
3x

=

= lim
x→0

(
√

x+ 4− 2)(
√

x+ 4 + 2)

3x(
√

x+ 4 + 2)
= lim

x→0

x+ 4− 4
3x(

√
x+ 4 + 2)

=

= lim
x→0

x

3x(
√

x+ 4 + 2)
= lim

x→0

1

3
(√

x+ 4 + 2
) = 1

6
.
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☛ Přı́klad 7.10.

Vypočı́tejme limitu funkce

f(x) = x
(√

x2 + 4− x
)

v bodě a = +∞ .

Řešenı́. Bod a = +∞ je hromadným bodem Df .

lim
x→+∞

f(x) = lim
x→0

x
(√

x2 + 4− x
)
=

= lim
x→+∞

x
(√

x2 + 4− x
) (√

x2 + 4 + x
)

√
x2 + 4 + x

=

= lim
x→+∞

x
(
x2 + 4− x2

)
√

x2 + 4 + x
= lim

x→+∞

4x

x
(√
1 + 4

x2
+ 1

) =
= lim

x→+∞

4√
1 + 4

x2
+ 1
=
4
2

.
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PŘEDNÁŠKA 8

DERIVACE

FUNKCE
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8.1 Pojem derivace

Definice 1. Derivace funkce v bodě.
Necht’ je dána funkce f : Df ⊂ R → R a bod x0 , který je
vnitřnı́m bodem definičnı́ho oboru Df . Existuje-li limita

f ′(x0) = lim
x→x0

f(x)− f(x0)
x− x0

,

nazveme ji derivace funkce f(x) v bodě x0 .

Poznámka. Pro derivaci funkce f(x) v bodě x0 se rovněž použı́vá
označenı́

df
dx
(x0) .

Označı́me-li h = x − x0, pak můžeme definičnı́ vztah přepsat ve
tvaru:

f ′(x0) = lim
h→0

f(a+ h)− f(a)
h

.
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Směrnice sečny s : −−−→
x→x0

Směrnice tečny t :

tg β =
f(x)− f(x0)

x− x0
f ′(x0) = tgα = lim

x→x0

f(x)− f(x0)
x− x0
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Tečna a normála ke grafu funkce
Derivace funkce f(x) v bodě x0 udává směrnici tečny ke grafu
funkce f(x) procházejı́cı́ bodem (x0, f(x0). Pro souřadnice libo-
volného bodu této tečny proto platı́:

kt = f ′(x0) =
y − f(x0)
x− x0

neboli y − f(x0) = f ′(x0)(x− x0) .
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Zpět

Fullscreen

Tisk

Zavřı́t
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Normála ke grafu funkce f(x) v bodě (x0, f(x0) je kolmá na tečnu,
jejı́ směrnice je proto

kn = − 1
kt

= − 1
f ′(x0)

a pro libovolný bod normály platı́: kn = − 1
f ′(x0)

=
y − f(x0)
x− x0

.

Zı́skali jsme tedy rovnici tečny a normály ke grafu funkce f(x) v
bodě (x0, f(x0)) :

tečna t : y − f(x0) = f ′(x0)(x− x0)

normála n : y − f(x0) = − 1
f ′(x0)

(x− x0)
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Definice 2. Necht’ je dána funkce f : Df ⊂ R → R a bod
x0 , který je vnitřnı́m bodem definičnı́ho oboru Df . Jestliže
existuje A ∈ R takové, že

f(x0 + h) = f(x0) + Ah+ hτ(h), kde lim
h→0
= τ(h) ,

nazývá se lineárnı́ funkce

df(x0, h) = Ah

diferenciál funkce f(x) bodě x0 .

Má-li funkce f(x) diferenciál v bodě x0, řı́káme, že je
diferencovatelná v bodě x0.

Jinými slovy, funkce f(x) je diferencovatelná v bodě x0 ∈ Df

právě tehdy, když ji lze v okolı́ bodu x0 aproximovat lineárnı́ funkcı́
ve výše zmı́něném smyslu: f(x0 + h)

.
= f(x0) + Ah .
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Věta. Funkce f je diferencovatelná v bodě x0 právě tehdy,
když existuje konečná derivace f ′(x0). V takovém přı́padě je
df(x0;h) = f ′(x0)h.

Důkaz. Necht’ je funkce f(x) diferencovatelná v bodě x0. Pak
existuje konstanta A ∈ R taková, že

lim
h→0

τ(h) = lim
h→0

f(x0 + h)− f(x0)− Ah

h
= 0 ,

tj. lim
h→0

(
f(x0 + h)− f(x0)

h
− A

)
= f ′(x0)− A = 0 .

Proto df(x0, h) = f ′(x0)h .

Naopak, necht’ existuje f ′(x0). Označme

τ(h) =
f(x0 + h)− f(x0)− f ′(x0)h

h
. Pak je

lim
h→0

τ(h) = lim
h→0

f(x0 + h)− f(x0)− f ′(x0)h
h

= f ′(x0)− f ′(x0) = 0 .
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8.2 Fyzikálnı́ aplikace derivace

Značı́-li s(t) dráhu, kterou urazil po přı́mce se pohybujı́cı́ hmotný
bod v čase t od okamžiku, kdy jsme začali čas měřit, pak podı́l

vp =
s(t)− s(t0)

t− t0

představuje průměrnou rychlost tohoto pohybu mezi časovými
okamžiky t0 a t. Výraz

v(t0) = lim
x→t0

s(t)− s(t0)
t− t0

potom udává okamžitou rychlost pohybu v čase t0.

Podobně

a(t0) = lim
x→t0

v(t)− v(t0)
t− t0

udává okamžité zrychlenı́ pohybu v čase t0.
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8.3 Ekonomické aplikace derivace

• Označme symbolem TC celkové náklady (total cost) , které
jsou funkcı́ určitého vstupu, resp. výrobnı́ho faktoru F. Průměrné
rychlosti budou odpovı́dat průměrné náklady AC (average cost)
a okamžité rychlosti budou odpovı́dat meznı́ náklady MC (mar-
ginal cost):

MC =
dTC

dF
.

• Označme symbolem TP celkový produkt (total product) , který
je funkcı́ určitého vstupu F. Průměrné rychlosti bude odpovı́dat
průměrný produkt AP (average product) a okamžité rychlosti
bude odpovı́dat meznı́ produkt MP (marginal cost):

MP =
dTP

dF
.

• Označme symbolem TU celkový užitek (total utility) , který je
funkcı́ množstvı́ spotřebovávaného statku Q. Okamžité rychlosti
bude odpovı́dat meznı́ užitek MU (marginal utility):

MU =
dTU

dQ
.
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Definice 3. Jednostranné derivace.
Necht’ je dána funkce f : Df ⊂ R → R a takový bod x0 , že
pro nějaké δ > 0 je 〈x0, x0 + δ) ⊂ Df . Existuje-li limita

f ′(x0) = lim
x→x0+

f(x)− f(x0)
x− x0

,

nazveme ji derivace zprava funkce f(x) v bodě x0 .

Je-li pro nějaké δ > 0 : (x0 − δ, x0〉 ⊂ Df a existuje-li limita

f ′(x0) = lim
x→x0−

f(x)− f(x0)
x− x0

,

nazveme ji derivace zleva funkce f(x) v bodě x0 .
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Definice 4. Derivace na intervalu.
Má-li funkce f derivaci v každém bodě otevřeného intervalu
(a, b), pak funkci f ′, která každému bodu x ∈ (a, b) přiřazuje
hodnotu derivace f ′(x), nazýváme derivacı́ funkce f na
otevřeném intervalu (a, b).

Má-li funkce f derivaci na otevřeném intervalu (a, b) a má-
li obě jednostranné derivace f ′(a+), f ′(b−), pak funkci f ′,
definovanou předpisem

f ′(x) =


f ′(a+) pro x = a ,

f ′(x) pro x ∈ (a, b) ,

f ′(b−) pro x = b

nazýváme derivacı́ funkce f na uzavřeném intervalu
〈a, b〉.
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Zpět

Fullscreen

Tisk

Zavřı́t
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8.4 Vlastnosti derivace

Věta (Vztah mezi spojitostı́ a derivacı́).

Má-li funkce f derivaci v bodě x0, pak je v tomto bodě spojitá.

Důkaz. Existuje-li v bodě x0 derivace funkce f(x) , pak

lim
x→x0

f(x) = lim
x→x0

[
f(x0) +

f(x)− f(x0)
x− x0

(x− x0)

]
=

= f(x0) + lim
x→x0

f(x)− f(x0)
x− x0

lim
x→x0
(x− x0) =

= f(x0) + f ′(x0) · 0 = f(x0) .

Funkce f(x) je tedy v bodě x0 spojitá.

Poznámka. Obrácené tvrzenı́ neplatı́, nebot’ napřı́klad funkce
f(x) = |x| je spojitá v bodě 0, ale nemá v něm derivaci.
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Věta (Algebraické operace s derivacemi).

Majı́-li funkce f a g derivace v bodě x0, pak v tomto bodě existujı́
i derivace funkcı́ kf, kde k ∈ R, f ± g a fg a platı́:

(kf)′(x0) = kf ′(x0) , (8.1)

(f ± g)′(x0) = f ′(x0)± g′(x0) , (8.2)

(fg)′(x0) = f ′(x0)g(x0) + f(x0)g
′(x0) . (8.3)

Je-li navı́c g(x0) 6= 0, má také funkce
f

g
derivaci v bodě x0 a platı́

(
f

g

)′

(x0) =
f ′(x0)g(x0)− f(x0)g′(x0)

[g(x0)]2
. (8.4)

Stejné vztahy platı́ pro derivace funkcı́ na intervalu.
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Důkaz.

(kf)′(x0) = lim
h→0

kf(x0 + h)− kf(x0)
h

=

= lim
h→0

k
f(x0 + h)− f(x0)

h
= kf ′(x0)

(f ± g)′(x0) = lim
h→0

(f(x0 + h)± g(x0 + h))− (f(x0)± g(x0))
h

=

= lim
h→0

(f(x0 + h)− f(x0))± (g(x0 + h)− g(x0))
h

=

= lim
h→0

f(x0 + h)− f(x0)
h

± lim
h→0

g(x0 + h)− g(x0)
h

=

= f ′(x0)± g′(x0)
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(fg)′(x0) = lim
h→0

f(x0 + h)g(x0 + h)− f(x0)g(x0)
h

=

= lim
h→0

f(x0 + h)g(x0 + h)− f(x0)g(x0 + h) + f(x0)g(x0 + h)− f(x0)g(x0)
h

=

= lim
h→0

f(x0 + h)− f(x0)
h

g(x0 + h) + lim
h→0

f(x0)
(g(x0 + h)− g(x0))

h
=

= f ′(x0)g(x0)± f(x0)g′(x0)
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(
f

g

)′

(x0) = lim
h→0

f(x0 + h)
g(x0 + h)

− f(x0)
g(x0)

h
=

= lim
h→0

f(x0 + h)g(x0)− f(x0)g(x0 + h)
g(x0 + h)g(x0)

h
=

= lim
h→0

f(x0 + h)g(x0)− f(x0)g(x0) + f(x0)g(x0)− f(x0)g(x0 + h)
g(x0 + h)g(x0)h

=

= lim
h→0

1
g(x0 + h)g(x0)

(
f(x0 + h)− f(x0)

h
g(x0)− f(x0)

g(x0 + h)− g(x0)
h

)
=

=
f ′(x0)g(x0)− f(x0)g′(x0)

[g(x0)]2
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Věta (Derivace složené funkce).

Existuje-li derivace funkce g v bodě x0 a derivace funkce f v bodě
g(x0) , pak existuje také derivace složené funkce h = f ◦ g v bodě
x0 a platı́:

h′(x0) = (f ◦ g)′(x0) = f ′(g(x0)) · g′(x0) . (8.5)

Věta (Derivace inverznı́ funkce).

Necht’ funkce x = f(y) je ryze monotónnı́ v intervalu J a necht’
má derivaci f ′(y0) 6= 0 v bodě y0 ∈ J . Pak také inverznı́ funkce
y = f−1(x) má derivaci v bodě x0 = f(y0) ∈ I = f(J) a platı́:

(f−1)′(x0) =
1

f ′(y0)
≡ 1

f ′(f−1(x0))
. (8.6)

Důkaz. Dokazované tvrzenı́ plyne limitnı́m přechodem v rovnosti

f−1(x− x0)− f−1(x0)
x− x0

=
1

x− x0
f−1(x)− f−1(x0)

=
1

f(y)− f(y0)
y − y0

.
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8.5 Derivace elementárnı́ch funkcı́

(i) Derivace konstatntnı́ funkce f(x) = c je v každém bodě
rovna nule, (c)′ = 0 pro každé x ∈ R .

(c)′ = lim
h→0

f(x+ h)− f(x)
h

= lim
h→0

c− c

h
= 0

(ii) (x)′ = 1 pro každé x ∈ R .

(x)′ = lim
h→0

(x+ h)− x

h
= lim

h→0

h

h
= 1
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Zavřı́t

Konec

(iii) (x2)′ = 2x pro každé x ∈ R .

(x2)′ = lim
h→0

(x+ h)2 − x2

h
= lim

h→0

x2 + 2xh+ h2 − x2

h
=

lim
h→0

(2x+ h)h
h

= lim
h→0
2x+ h = 1

(iv) (xn)′ = nxn−1 pro každé x ∈ R , n ∈ N .

(xn)′ = lim
h→0

(x+ h)n − xn

h
=

= lim
h→0

xn +

(
n

1

)
xn−1h+

(
n

1

)
xn−2h2 + · · ·+ hn − xn

h
=

= lim
h→0

(
nxn−1 + n(n−1)

2 xn−2h+ · · ·+ hn−1
)

h

h
=

= lim
h→0

(
nxn−1 +

n(n− 1)
2

xn−2h+ · · ·+ hn−1
)
= nxn−1
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(v) (sinx)′ = cos x pro každé x ∈ R .

(sinx)′ = lim
h→0

sin(x+ h)− sin x

h
=

= lim
h→0

sin
(
x+ h

2 +
h
2

)
− sin

(
x+ h

2 −
h
2

)
h

=

=
2 cos

(
x+ h

2

)
sin

(
h
2

)
h

= cos

(
x+

h

2

)
sin

(
h
2

)
h
2

Tı́mto způsobem je možné odvodit derivace všech základnı́ch
elementárnı́ch funkcı́ – uved’me zde jejich přehled.
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(c)′ = 0, x ∈ R , f(x) = c ;

(xn)′ = nxn−1 , n ∈ N , x ∈ R ;

n ∈ Z , x ∈ R \ {0} ;

n ∈ R , x > 0;

(ex)′ = ex , x ∈ R;

(ax)′ = ax ln a; x ∈ R, a ∈ (0;∞);

(ln |x|)′ =
1
x
; x ∈ R \ {0};

(loga |x|)′ =
1

x ln a
; x ∈ R \ {0}; a ∈ (0, 1) ∪ (1,∞);
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(sinx)′ = cosx; x ∈ R;

(cosx)′ = − sin x; x ∈ R;

(sinhx)′ = coshx; x ∈ R;

(coshx)′ = sinhx; x ∈ R;

(tg x)′ =
1
cos2 x

; x 6= (2k + 1)π
2
, k ∈ Z;

(cotg x)′ =
−1
sin2 x

; x 6= kπ; k ∈ Z;

(tghx)′ =
1

cosh 2x
; x ∈ R;

(cotghx)′ =
−1
sinh 2x

; x ∈ R− {0};
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(arcsinx)′ =
1√
1− x2

; x ∈ (−1, 1);

(arccos x)′ =
−1√
1− x2

; x ∈ (−1, 1);

(arctg x)′ =
1

1 + x2
; x ∈ R;

(arccotg x)′ =
−1
1 + x2

; x ∈ R;

(argsinhx)′ =
1√

x2 + 1
; x ∈ R;

(argcoshx)′ =
1√

x2 − 1
; x ∈ (1,∞);

(argtghx)′ =
1

1− x2
; x ∈ (−1, 1);

(argcotghx)′ =
1

1− x2
; x ∈ (−∞,−1) ∪ (1,∞).

http://euler.fd.cvut.cz


Home

Obsah

JJ II

J I

Strana 275

Zpět

Fullscreen

Tisk

Zavřı́t

Konec

☛ Přı́klad 8.1.

(a) f(x) = 5x6 + 2x4 + 7x3 − 4x2 + 3x+ 12

f ′(x) = 5 · 6x5 + 2 · 4x3 + 7 · 3x2 − 4 · 2x+ 3 + 0 =

= 30x5 + 8x3 + 21x2 − 8x+ 3

(b) f(x) =
x4 − 2
3x2 − 12

, x ∈ R \ {−2, 2}

f ′(x) =
4x3(3x2 − 12)− (x4 − 2)6x

(3x2 − 12)2
=
6x5 − 48x3 + 12x
9x4 − 72x2 + 144
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(c) f(x) = 5
√

x

f ′(x) =
(
x
1
5

)′
=
1
5
x−

4
5 =
1
5
5
√

x4

(d) f(x) = sin(x5 + 3x)

f ′(x) = cos(x5 + 3x) · (5x4 + 3) = (5x4 + 3) cos(x5 + 3x)

(e) f(x) = (sin(x5 + 3x))4

f ′(x) = 4 (sin(x5 + 3x))3 · cos(x5 + 3x) · (5x4 + 3)
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(f) f(x) = (sinx)cosx

f ′(x) =
(
eln(sinx)cos x)′

=
(
ecosx ln sinx

)′
=

= ecosx ln sinx · (− sin x ln sinx+ cosx
1
sin x

cosx) =

= (sin x)cosx (− sin x ln sinx+
cos2 x
sin x

)

(g) f(x) = arctg
1

1 + x2

f ′(x) =
1

1 +

(
1

1 + x2

)2 (
1

1 + x2

)′

=
−2x

x4 + 2x2 + 2
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PŘEDNÁŠKA 9

DERIVACE

VYŠŠÍCH

ŘÁDŮ
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9.1 Derivace a diferenciály vyššı́ch řádů

Definice 1. Má-li funkce f ′ derivaci v každém bodě intervalu
I, pak jejı́ derivaci

f ′′(x) =
d2f
dx2
(x) = (f ′)′(x)

nazýváme druhou derivacı́ funkce f na intervalu I.

Je-li n ∈ N , n = 2, 3, · · · , pak n-tou derivaci funkce f na
intervalu I definujeme rekurentně vztahem

f (n)(x) =
dnf

dxn
(x) =

d
dx

f (n−1)(x) , x ∈ I ,

pokud tyto derivace na I existujı́. Hovořı́me též o derivaci
n-tého řádu na intervalu I.

Je-li I = Df , hovořı́me o derivaci n-tého řádu funkce f .

Pro sjednocenı́ symboliky zavádı́me označenı́ f (0) ≡ f .
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☛ Přı́klad 9.1.

Nalezněte třetı́ derivaci funkce

f(x) = 2x5 − 3x4 + 5x3 + 3x2 + 5x− 1 .

Řešenı́.
f ′(x) = 10x4 − 12x3 + 15x2 + 6x+ 5

f ′′(x) = 40x3 − 36x2 + 30x+ 6

f ′′′(x) = 120x3 − 72x+ 30

Definice 2. Má-li funkce f v bodě x0 n-tou derivaci f (n)(x0),
pak mocninnou funkci proměnné h ∈ R definovanou vzta-
hem

dnf(a;h) = f (n)(a)hn

nazýváme diferenciál n-tého řádu funkce f v bodě x0.

http://euler.fd.cvut.cz


Home

Obsah

JJ II

J I

Strana 281

Zpět
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Věta (Leibnizovo pravidlo)

Necht’ majı́ funkce f, g v bodě x0 derivaci až do řádu n včetně.
Pak pro každé n ∈ N platı́

(
f · g

)(n)
(x0) =

n∑
k=0

(
n

k

)
f (k)(x0) · g(n−k)(x0) ,

kde
(

n

k

)
=

n!
k!(n− k)!

..

Poznámka. Napřı́klad:

(uv)′ = uv′ + u′v

(uv)′′ = uv′′ + 2u′v′ + u′′v

(uv)′′′ = uv′′′ + 3u′v′′ + 3u′′v′ + u′′′v

Důkaz. Indukcı́: pro n = 1 se jedná o derivaci součinu.
Necht’ vztah platı́ pro n. Jeho derivacı́ dostaneme
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(
f(x)g(x)

)(n+1)
=

((
f(x)g(x)

)(n))′
=

=
(∑n

k=0

(
n
k

)
f (k)(x)g(n−k)(x)

)′
=

=
∑n

k=0

(
n
k

)
f (k+1)(x)g(n−k)(x) +

∑n
k=0

(
n
k

)
f (k)(x)g(n−k+1)(x) =

=
∑n+1

k=1

(
n

k−1

)
f (k)(x)g(n−k+1)(x) +

∑n
k=0

(
n
k

)
f (k)(x)g(n−k+1)(x) =

= f (n+1)(x)g(x) +
∑n

k=1

[(
n

k−1

)
+

(
n
k

)]
f (k)(x)g(n−k+1)(x)+

+f(x)g(n+1)(x) =

=
∑n+1

k=0

(
n+1

k

)
f (k)(x)g(n+1−k)(x) .
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Poznámka: Množinu všech funkcı́ f : X → R, které majı́ na
množině X spojité derivace řádu n (a tedy i všechny derivace
nižšı́ho řádu) budeme značit Cn(X).

Pro funkce spojité na množině X se použı́vá označenı́ C0(X).

Množina všech funkcı́ f : X → R, které majı́ na množině X spojité
derivace všech řádů se značı́ C∞(X).
Pro každé n ∈ N platı́ inkluze:

C∞(X) ⊂ · · · ⊂ Cn(X) ⊂ Cn−1(X) ⊂ · · · ⊂ C1(X) ⊂ C0(X)
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9.2 Taylorův polynom

Definice 3. Necht’ má funkce f(x) v bodě x0 derivace až
do řádu n včetně. Taylorovým polynomem n-tého stupně
funkce f v bodě x0 nazýváme polynom:

Tnf(x0;h) = f(x0) + f ′(x0)h+
f ′′(x0)
2!

h2 + · · ·+ f (n)(x0)
n!

hn

Dı́ky následujı́cı́ větě lze Taylorův polynom použı́t k aproximaci
funkce.
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Věta (Taylor).

Necht’ funkce f(x) je definovaná v intervalu 〈a, b〉 a v intervalu
(a, b) má spojité derivace všech řádů. Pak pro každé dva body
x, x0 ∈ 〈a, b〉 existuje bod ξ mezi body x a x0 takový, že platı́ tzv.
Taylorův vzorec:

f(x) = f(x0) + f ′(x0)(x− x0) +
1
2!

f ′′(x0)(x− x0)
2 + · · ·

· · ·+ 1
n!

f (n)(x0)(x− x0)
n +Rn+1(x), (9.1)

kde

Rn+1(x) =
1

(n+ 1)!
f (n+1)(ξ)(x− x0)

n+1 (9.2)

Čı́slo Rn+1(x) se nazývá zbytek v Lagrangeově tvaru.
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☛ Přı́klad 9.2.

Nalezněte Taylorův vzorec pro funkci f(x) = ex v bodě x = 0.

Řešenı́.

Pro každé k ∈ N, x ∈ R : f (k)(x) = (ex)(k) = ex, f (k)(0) = 1 .

Proto

ex = 1 + x+
x2

2!
+ · · ·+ xn

n!
+Rn+1(x), Rn+1(x) =

eξ

(n+ 1)!
xn+1 ,

kde bod ξ ležı́ mezi body 0 a x.

Podobně lze odvodit vzorce:

sin x = x− x3

3!
+

x5

5!
− · · ·+ (−1)n−1 x2n−1

(2n− 1)!
+

+ (−1)n cos ξ
(2n+ 1)!

x2n+1 , x ∈ R
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cosx = 1− x2

2!
+

x4

4!
− · · ·+ (−1)n x2n

(2n)!
+

+ (−1)n+1 cos ξ
(2n+ 2)!

x2n+2 , x ∈ R

ln(x+ 1) = x− x2

2
+

x3

3
− · · ·+ (−1)n−1x

n

n
+

(−1)n 1
(n+ 1)(ξ + 1)n+1

xn+1 , x > −1
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PŘEDNÁŠKA 10

MONOTONIE

A EXTRÉMY

FUNKCÍ
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10.1 Monotonie funkce

Necht’ má funkce f derivaci v intervalu I = (a, b).

Věta. Je-li f ′(x) > 0 pro všechna x ∈ I, pak je funkce f rostoucı́
v intervalu I.

Důkaz. Uvažujme x1, x2 ∈ I, x1 < x2. Máme dokázat, že f(x1) <
f(x2). Z Lagrangeovy věty plyne existence bodu ξ ∈ (x1, x2) , pro
který

f(x2)− f(x1) = f ′(ξ)(x2 − x1). (10.1)

Z předpokladů x2 > x1 a f ′(ξ) > 0 plyne, že na pravé straně
rovnosti (10.1) je kladné čı́slo. Platı́ tedy f(x2) > f(x1).

Důsledek. Je-li funkce f klesajı́cı́ nebo nerostoucı́ v intervalu I

a má tam derivaci, pak f ′(x) ≤ 0.
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Analogicky lze dokázat:

Věta. Je-li f ′(x) ≥ 0 pro všechna x ∈ I, pak je funkce f neklesa-
jı́cı́ v intervalu I.

Věta. Jestliže f ′(x) < 0 pro všechna x ∈ I, pak je funkce f

klesajı́cı́ v intervalu I.

Důkaz. Necht’ x1, x2 ∈ I, x1 < x2. Máme dokázat, že pak je
f(x1) > f(x2). Podle Lagrangeovy věty existuje ξ ∈ (x1, x2) , pro
které platı́ (10.1). Protože x2 > x1 a f ′(ξ) < 0, je na pravé straně
rovnosti (10.1) záporné čı́slo, tj. f(x2) < f(x1).

Důsledek. Je-li funkce f rostoucı́ nebo neklesajı́cı́ v intervalu I a
má tam derivaci, pak f ′(x) ≥ 0.

Věta. Je-li f ′(x) ≤ 0 pro všechna x ∈ I, pak je funkce f nerostoucı́
v intervalu I.
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☛ Přı́klad 10.1.

Určete intervaly monotonie funkce

f(x) = 12x− 2x2 .

Řešenı́.

f ′(x) = 12− 4x = 4(3− x) = 0 pro x = 3 ;

f(x) > 0 pro x < 3; f(x) < 0 pro x > 3.

Funkce je rostoucı́ v intervalu (−∞, 3) , klesajı́cı́ v (3,∞).
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10.2 Lokálnı́ extrémy funkce

Definice 1. Řekneme, že funkce f má v bodě x0 ∈ Df

lokálnı́ maximum, resp. lokálnı́ minimum, právě tehdy,
když existuje prstencové okolı́ P (x0) takové, že pro každé
x ∈ P (x0) je f(x) ≤ f(x0), resp. f(x) ≥ f(x0).

Nahradı́me-li neostré nerovnosti nerovnostmi ostrými, mlu-
vı́me o ostrém lokálnı́m maximu, resp. ostrém lokálnı́m
minimu.

Lokálnı́ maxima a minima nazýváme lokálnı́ extrémy,
ostrá maxima a minima ostré lokálnı́mi extrémy funkce f .
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Věta. Necht’x0 ∈ Df nenı́ hraničnı́m bodem definičnı́ho oboru Df

funkce f . Je-li f ′(a) 6= 0, nemá funkce f v bodě x0 lokálnı́ extrém.

Důkaz. Necht’ f ′(x0) = A 6= 0. Pak ke každému ε > 0 existuje
δ > 0 takové, že pro všechna x ∈ Pδ(x0) je

A− ε <
f(x)− f(a)

x− a
< A+ ε .

Předpokládejme napřı́klad, že A > 0 a zvolme ε =
A

2
. Pak pro

všechna x ∈ Pδ(x0) platı́:

0 <
A

2
<

f(x)− f(a)
x− a

.

Pro x > a je f(x) > f(a) a pro x < a je f(x) < f(a), funkce f tedy
nemá v bodě x0 lokálnı́ extrém.
Přı́pad A < 0 vyřešı́me obdobně. �
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Poznámka. Z toho, že f ′(x0) > 0 nebo f ′(x0) < 0, neplyne, že
existuje okolı́ bodu x0 takové, že je na něm funkce f(x) rostoucı́,
resp. klesajı́cı́.

☛ Přı́klad 10.2.

Uvažujme funkci f(x) = x+ πx2 sin
1
x

pro x 6= 0 ; f(0) = 0.
Platı́ f ′(0) = 1, ale funkce nenı́ na žádném okolı́ bodu x = 0
rostoucı́, protože pro dostatečně velká n ∈ N je

f

(
1

(2n+ 1/2)π

)
> f

(
1

(2n− 1/2)π

)
.
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Věta. Necht’ f je diferencovatelná funkce, necht’ f ′(x0) = 0.
Existuje-li prstencové okolı́ Pδ(x0) bodu x0 takové, že pro všechna
x ∈ Pδ(x0), x < a, je f ′(x) > 0 a pro x > x0 je f ′(x) < 0, má funkce
f v bodě x0 ostré lokálnı́ maximum.
Existuje-li prstencové okolı́ Pδ(x0) bodu x0 takové, že pro všechna
x ∈ Pδ(x0), x < x0, je f ′(x) < 0 a pro x > x0 je f ′(x) > 0, má
funkce f v bodě x0 ostré lokálnı́ minimum.
Existuje-li prstencové okolı́ Pδ(x0) bodu x0 takové, že pro všechna
x ∈ Pδ(x0) je f ′(x) < 0 nebo f ′(x) > 0, nemá funkce f v bodě x0
lokálnı́ extrém.

Důkaz. Je-li f ′(x) > 0 pro x ∈ (x0 − δ, x0) a f ′(x) < 0 pro x ∈
(x0, x0 + δ), je funkce f na intervalu (x0 − δ, x0) rostoucı́, a tedy
f(x) < f(x0), a na intervalu (x0, x0+δ) klesajı́cı́, tedy f(x) < f(x0).
To znamená, že funkce f(x)má v bodě x0 ostré lokálnı́ maximum.
Přı́pad, kdy f ′(x) < 0 pro x < x0 a f ′(x0) > 0 pro x > x0, se
dokáže podobně.
Je-li f ′(x) > 0 pro každé x ∈ Pδ(x0), je funkce f rostoucı́ v Pδ(x0)
a nemá v bodě x0 lokálnı́ extrém. Podobně v přı́padě, že f ′(x) < 0
pro všechna x ∈ Pδ(x0). �
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☛ Přı́klad 10.3.

Nalezněte lokálnı́ extrémy funkce

f(x) = 12x− 2x2 .

Řešenı́.

f ′(x) = 12− 4x = 4(3− x) = 0 pro x = 3 ;

f(x) > 0 pro x < 3; f(x) < 0 pro x > 3.

Funkce je rostoucı́ v intervalu (−∞, 3) , klesajı́cı́ v (3,∞), v bodě
3 proto má ostré lokálnı́ maximum, a to 18 .
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10.3 Globálnı́ extrémy

Někdy je třeba nalézt globálnı́ extrémy na kompaktnı́, tj. ome-
zené a uzavřené množině M . Jak již vı́me, je-li funkce f(x) spo-
jitá, existujı́ v množině M body, ve kterých nabývá funkce f(x)
své největšı́ a nejmenšı́ hodnoty. Je zřejmé, že pokud nenı́ bod x

hraničnı́m bodem množiny M a existuje v tomto bodě nenulová
derivace, nemá funkce f(x) v tomto bodě globálnı́ extrém. Zbývá
nám tedy vyšetřit ostatnı́ body množiny M :

• hraničnı́ body množiny M

• body, v nichž je derivace rovna nule

• body, ve kterých derivace neexistuje

Je-li těchto bodů pouze konečný počet, stačı́ pro nalezenı́ ex-
trémů vybrat body, ve kterých je největšı́ a nejmenšı́ hodnota
funkce f(x).
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Zavřı́t

Konec

☛ Přı́klad 10.4.

Nalezněte globálnı́ extrémy funkce

f(x) = |x3 − 3x| , x ∈ 〈−2
√
3,
√
3〉 .

Řešenı́. Funkce f je spojitá na kompaktnı́m intervalu 〈−2
√
3,
√
3〉,

má proto na tomto intervalu globálnı́ maximum i minimum.

Podezřelé body:

• Krajnı́ body intervalu, tj. −2
√
3 a

√
3

• f ′(x) neexistuje pro −
√
3, 0 a

√
3

• f ′(x) = 0 pro −1, 1

Nynı́ stačı́ nalézt funkčnı́ hodnoty v podezřelých bodech:

f(−2
√
3) = 18

√
3 , f(

√
3) = f(−

√
3) = f(0) = 0 ,

f(−1) = f(1) = 2 .

Funkce f nabývá globálnı́ho maxima 18
√
3 v bodě −2

√
3 a glo-

bálnı́ho minima 0 v bodech −
√
3,
√
3 a 0.
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PŘEDNÁŠKA 11

PRŮBĚH

FUNKCE
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Zavřı́t

Konec

11.1 Konvexnost a konkávnost funkce,
inflexnı́ body

Definice 1. Necht’ funkce f má derivaci v bodě x0. Řı́káme,
že f je konvexnı́, resp. konkávnı́ v bodě x0 právě tehdy,
když existuje takové okolı́ U(x0; δ) bodu x0, že graf funkce f

pro x ∈ U(x0; δ) ležı́ nad, resp. pod tečnou grafu v bodě x0.

Řı́káme, že funkce f je konvexnı́, resp. konkávnı́ v inter-
valu (a, b) právě tehdy, když je konvexnı́, resp. konkávnı́
v každém bodě intervalu (a, b).

Řı́káme, že bod x0 ∈ Df je inflexnı́m bodem funkce f

právě tehdy, když v bodě
(
x0, f(x0)

)
existuje tečna ke grafu

funkce y = f(x) a funkce se v tomto bodě měnı́ z konvexnı́
na konkávnı́ nebo obráceně.
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Věta. Podmı́nky pro konvexnost a konkávnost funkce.
Necht’ funkce f : (a, b) → R má derivaci v intervalu (a, b). Pak
platı́: (i) Je-li f ′ rostoucı́ v intervalu (a, b), je funkce f

konvexnı́ v intervalu (a, b).

(ii) Je-li f ′ klesajı́cı́ v intervalu (a, b), je funkce f

konkávnı́ v intervalu (a, b).

(iii) Má-li funkce f ′ v bodě x0 ∈ (a, b) lokálnı́ extrém, je x0
inflexnı́m bodem funkce f .

Odtud pak plyne:

Věta. Necht’ funkce f : (a, b)→ R má druhou derivaci v intervalu
(a, b). Pak platı́:

(i) Je-li f ′′(x) > 0 pro všechna x ∈ (a, b), je funkce f

konvexnı́ v intervalu (a, b).

(ii) Je-li f ′′(x) < 0 pro všechna x ∈ (a, b), je funkce f

konkávnı́ v intervalu (a, b).

(iii) Je-li f ′′(x0) = 0 a derivace f ′′ měnı́ v bodě x0 ∈ (a, b)
znaménko, má funkce f v bodě x0 inflexnı́ bod.
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Zpět

Fullscreen

Tisk

Zavřı́t
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☛ Přı́klad 11.1.

Nalezněte inflexnı́ body funkce

f(x) =
1
2
x4 − 3x2 + 2x+ 2 , x ∈ R

a určete intervaly konvexnosti a konkávnosti.
Řešenı́. f ′′(x) = 6x2 − 6 = 6(x2 − 1) = 0 pro x = −1 a x = 1.
Dále platı́, že f ′′(x) > 0 pro x ∈ (−∞,−1) ∪ (1,∞) a f ′′(x) < 0
pro x ∈ (−1, 1):

x (−∞,−1) −1 (−1, 1) 1 (1,∞)
f ′′(x) + − +

f(x) ^ inf. bod _ inf. bod ^

Daná funkce je tedy konvexnı́ v intervalech (−∞,−1) a (1,∞),
konkávnı́ v intervalu (−1, 1). Druhá derivace měnı́ znaménko v
bodech x = −1 a x = 1, takže funkce má dva inflexnı́ body, a to
x = −1 a x = 1.
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11.2 Asymptoty grafu funkce

Definice 2. Řı́káme, že funkce f má v bodě x0 svislou
(vertikálnı́) asymptotu x = x0 právě tehdy, když alespoň
jedna jednostranná limita je v tomto bodě nevlastnı́.

Řı́káme, že funkce f má v bodě ∞, resp. −∞ vodorovnou
(horizontálnı́) asymptotu y = b právě tehdy, když

lim
x→∞

f(x) = b , resp. lim
x→−∞

f(x) = b .

Řı́káme, že funkce f má v bodě ∞, resp. −∞ šikmou
asymptotu y = kx + q , k, q ∈ R , k 6= 0 , právě tehdy,
když

lim
x→∞
(f(x)− kx− q) = 0 , resp. lim

x→−∞
(f(x)− kx− q) = 0.
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Věta. Má-li funkce f v bodě∞ šikmou asymptotu y = kx+q, pak
platı́

lim
x→∞

f(x)
x
= k , lim

x→−∞
(f(x)− kx) = q .

Důkaz. Rovnost pro výpočet k plyne ze vztahu

lim
x→∞

f(x)− kx− q

x
= lim

x→∞

f(x)
x

− k − lim
x→∞

q

x
= 0.

Rovnost pro výpočet q plyne přı́mo z definice šikmé asymptoty.
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☛ Přı́klad 11.2.

Nalezněte všechny asymptoty grafu funkce

f(x) =
2x2 + x+ 1

x
, x ∈ R.

Řešenı́. Funkce f nenı́ definovaná v okolı́ bodu x = 0 ; Protože

lim
x→0−

2x2 + x+ 1
x

= −∞ , lim
x→0+

2x2 + x+ 1
x

=∞ ,

je přı́mka x = 0 svislou asymptotou grafu funkce f .

lim
x→∞

f(x)
x
= lim

x→∞

2x2 + x+ 1
x2

= 2 = k

lim
x→∞
[f(x)− kx] = lim

x→∞

[
2x2 + x+ 1

x
− 2x

]
=

= lim
x→∞

2x2 + x+ 1− 2x2

x
= 1 = q .

Jelikož obě limity jsou vlastnı́, má graf dané funkce v bodě∞ šik-
mou asymptotu y = 2x+ 1 . Stejná přı́mka je šikmou asymptotou
grafu funkce f také v bodě −∞.
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☛ Přı́klad 11.3.

Nalezněte všechny asymptoty grafu funkce

f(x) =
x

1− x2
, x ∈ (−∞,−1) ∪ (−1, 1) ∪ (1,∞).

Řešenı́. Nejdřı́ve vyšetřı́me chovánı́ funkce v okolı́ bodů x = −1
a x = 1, v nichž funkce nenı́ definovaná:

lim
x→−1−

f(x) = lim
x→1−

f(x) =∞ , lim
x→−1+

f(x) = lim
x→1+

f(x) = −∞ .

Přı́mky o rovnicı́ch x = −1 a x = 1 jsou tedy svislými asymptotami
grafu dané funkce.
Dále je

lim
x→∞

f(x) = lim
x→−∞

f(x) = 0,

takže funkce f má v bodech ±∞ vodorovnou asymptotu

y = 0 .
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☛ Přı́klad 11.4.

Nalezněte všechny asymptoty grafu funkce

f(x) = lnx− 5x , x ∈ (0,∞).

Řešenı́. Nejdřı́ve vyšetřı́me chovánı́ funkce v pravém okolı́ bodů
x = 0, který ležı́ na hranici definičnı́ho oboru. Platı́ limx→0+ f(x) =
−∞ , takže přı́mka o rovnici x = 0 je svislou asymptotou grafu
dané funkce. Dále je limx→∞ f(x) = ∞, takže by funkce mohla
mı́t v bodě ∞ šikmou asymptotu. Budeme tedy hledat limity:

lim
x→∞

f(x)
x
= lim

x→∞

lnx− 5x
x

= lim
x→∞

lnx

x
− 5 = −5.

lim
x→∞
(f(x)− kx) = lim

x→∞
(lnx− 5x+ 5x) = lim

x→∞
lnx =∞.

Druhá limita je nevlastnı́, funkce proto šikmou asymptotu nemá.
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11.3 Vyšetřovánı́ průběhu funkce
Při vyšetřovánı́ průběhu funkce postupně hledáme:

• Definičnı́ obor funkce, body nespojitosti, nulové body funkce,
intervaly, kde je funkce kladná a kde je záporná

• Zvláštnı́ vlastnosti funkce, např. sudost, lichost, periodič-
nost, prostota, omezenost.

• Limity (jednostranné) v bodech nespojitosti funkce a v kraj-
nı́ch bodech definičnı́ho oboru.

• Intervaly monotonie

• Stacionárnı́ body, lokálnı́ extrémy funkce.

• Intervaly konvexnosti a konkávnosti, inflexnı́ body.

• Asymptoty grafu funkce.

• Graf funkce sestrojujeme na základě takto zı́skaných infor-
macı́ a pomocı́ dalšı́ch údajů jako jsou např.

– hodnoty funkce v některých význačných bodech (nu-
lové body prvnı́ a druhé derivace dané funkce);

– průsečı́ky grafu funkce s osami souřadnic;
– tečny v inflexnı́ch bodech funkce.
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☛ Přı́klad 11.5.

Vyšetřete průběh funkce

f(x) =
x3

2(x+ 1)2
.

Řešenı́.

Df = (−∞,−1) ∪ (−1,∞) = R \ {−1}

Funkce nenı́ ani sudá, ani lichá, nebot’ neplatı́ žádná z rovnostı́
f(−x) = f(x) nebo f(−x) = −f(x) pro všechna x ∈ Df . Dále pro
žádné c 6= 0 neplatı́ rovnost f(x + c) = f(x) pro všechna x ∈ Df ,
funkce proto nenı́ ani periodická. Žádnou z takových speciálnı́ch
vlastnostı́ tedy nebudeme moci při konstrukci grafu využı́t.

Bod x = −1 je bodem nespojitosti a pro jednostranné limity funkce
v tomto bodě platı́

lim
x→−1+

f(x) = lim
x→−1−

f(x) = −∞.
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Pro limity ve zbývajı́cı́ch dvou bodech hranice definičnı́ho oboru
platı́:

lim
x→−∞

f(x) = −∞ , lim
x→∞

f(x) =∞.

Na intervalech (−∞,−1), (−1,∞) je funkce spojitá. Pro x zá-
porná nabývá záporné hodnoty, pro x kladná kladné hodnoty.
Graf protı́ná obě souřadnicové osy v počátku.

Derivace

f ′(x) =
x2(x+ 3)
2(x+ 1)3

má dva nulové body x = −3 a x = 0, takže funkce má dva
stacionárnı́ body x = −3 a x = 0. Je f(0) = 0 a f(−3) = −27/8.
Derivace f ′(x) je kladná pro x ∈ (−∞,−3) ∪ (−1, 0) ∪ (0,∞) a
záporná pro x ∈ (−3,−1), takže funkce je v intervalech (−∞,−3)
a (−1,∞) rostoucı́, v intervalu(−3,−1) klesajı́cı́. Tedy v bodě x =
−3 je lokálnı́ maximum f(−3) = −27/8.

Druhá derivace

f ′′(x) =
3x

(x+ 1)4
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má jeden nulový bod x = 0. Pro x záporná nabývá záporné hod-
noty, pro x kladná kladné hodnoty. Funkce f je tedy v intervalech
(−∞,−1) a (−1, 0) konkávnı́ a v intervalu (0,∞) konvexnı́. Bod
x = 0 je inflexnı́m bodem.

Z hodnot limit v bodě −1 plyne, že přı́mka x = −1 je svislou
asymptotou grafu funkce f . Jelikož funkce má v nevlastnı́ch
bodech limity ±∞, má smysl pokoušet se najı́t rovnici šikmé
asymptoty. Vypočteme nejdřı́ve limitu

lim
x→∞

f(x)
x
= lim

x→∞

x2

2(x+ 1)2
=
1
2
= k

a limitu

lim
x→∞
[f(x)− kx] = lim

x→∞

[
x3

2(x+ 1)2
− x(x+ 1)2

2(x+ 1)2

]
= −1 = q .

Jelikož obě limity jsou vlastnı́, má graf dané funkce v bodě ∞
šikmou asymptotu o rovnici y = x/2− 1 . Stejná přı́mka je šikmou
asymptotou grafu funkce f také v bodě −∞.
Údaje o funkci, zı́skané během výpočtu, můžeme zanést do ta-
bulky, která může mı́t např. takovýto tvar:
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x (−∞,−3) −3 (−3,−1) −1 (−1, 0) 0 (0,∞)
f(x) −∞← − 278 → −∞ N −∞← 0 →∞
f ′(x) + 0 − + 0 +

f(x) ↗ lok. max ↘ ↗ ↗
f ′′(x) − − − +

f(x) _ _ _ inf. bod ^

asym. y = x
2 − 1 x = −1 y = x

2 − 1
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Zavřı́t

Konec

PŘEDNÁŠKA 12

NEURČITÝ

INTEGRÁL
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Zavřı́t

Konec

12.1 Primitivnı́ funkce

Definice 1. Necht’ je dána funkce f definovaná v otevře-
ném (omezeném nebo neomezeném) intervalu (a, b) . Kaž-
dou funkci F , pro kterou platı́:

F ′(x) = f(x) pro každé x ∈ (a, b) ,

nazveme primitivnı́ funkcı́ k funkci f v intervalu (a, b) .

☛ Přı́klad 12.1.

(a) F (x) = 1
4x
4 je primitivnı́ funkcı́ k funkci f(x) = x3 v inter-

valu (−∞,+∞) .

(b) F (x) = −x−1 je primitivnı́ funkcı́ k funkci f(x) = x−2 v in-
tervalu (−∞, 0) a v intervalu (0,+∞) , nikoli však např. v
intervalu (−1, 5) , kde ležı́ bod 0 6∈ Df .
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Poznámka. Je-li F primitivnı́ funkce k funkci f v intervalu (a, b),
pak zřejmě i každá funkce tvaruG(x) = F (x)+c , kde c ∈ R je libo-
volná konstanta, je primitivnı́ funkcı́ k funkci f v (a, b). Následujı́cı́
věta řı́ká, že tı́mto jsou již všechny primitivnı́ funkce vyčerpány:

Věta. Jsou-li F,G dvě primitivnı́ funkce k funkci f v intervalu (a, b),
pak existuje konstanta c ∈ R, že pro všechna x ∈ (a, b) platı́:

G(x) = F (x) + c .

Definice 2. Má-li funkce f nějakou primitivnı́ funkci na
intervalu (a, b), pak množinu všech jejı́ch primitivnı́ch
funkcı́ v (a, b) nazýváme neurčitým integrálem funkce f

v intervalu (a, b). Pro neurčitý integrál funkce f použı́váme
symbol

∫
f nebo

∫
f(x) dx . Symbol

∫
se nazývá inte-

gračnı́ znak, funkce f se nazývá integrand. Proměnná x

se nazývá integračnı́ proměnná (nezáležı́ na tom, jaký
symbol použijeme k označenı́ integračnı́ proměnné).
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Poznámka. Je-li funkce F primitivnı́ k funkci f v intervalu (a, b),
pak pı́šeme ∫

f(x) dx = F (x) + c .

Konstanta c se nazývá integračnı́ konstanta. Chceme-li z inte-
grálu zı́skat jednu primitivnı́ funkci, musı́me pevně zvolit hodnotu
integračnı́ konstanty.

Věta (Aditivita integrálu vzhledem k integračnı́mu oboru).

1. Má-li funkce f integrál v intervalu (a, b) a je-li I otevřený
podinterval intervalu (a, b), pak funkce f má integrál také
v intervalu I.

2. Má-li funkce f integrál v intervalech I1, I2, · · · , Im a je-li jejich
sjednocenı́ I = I1 ∪ I2 ∪ · · · ∪ Im interval, pak má funkce f

integrál také v intervalu I .

Poznámka. Tvrzenı́ 2 se použı́vá i v přı́padech, kdy sjednocenı́
I integračnı́ch oborů In nenı́ interval. Tuto skutečnost ilustruje
následujı́cı́ přı́klad.

http://euler.fd.cvut.cz


Home

Obsah

JJ II

J I

Strana 317

Zpět
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☛ Přı́klad 12.2.

x ∈ (0,∞) : (lnx)′ = 1/x ;
x ∈ (−∞, 0) : (ln(−x))′ = 1/x .

Je tedy ∫
1/x dx = ln x+ c v intervalu (0,∞) ;∫
1/x dx = ln(−x) + c v intervalu (−∞, 0) .

Funkce ln |x| je tedy primitivnı́ funkcı́ k funkci 1/x jak v intervalu
(−∞, 0), tak i v intervalu (0,∞). Proto obvykle pı́šeme:∫

1
x
dx = ln |x|+ c v M = (−∞, 0) ∪ (0,∞).

Je třeba si uvědomit, že tento zápis nenı́ zcela korektnı́: mno-
žina M je sjednocenı́m dvou disjunktnı́ch intervalů, integračnı́
konstantu c proto může být zvolena libovolně na každém z obou
intervalů.
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Věta (Linearita integrálu).

1. Necht’ funkce F , resp.G je primitivnı́ funkce k funkci f , resp.
g v intervalu (a, b) a necht’ r je čı́slo. Pak funkce F + G je
primitivnı́ funkce k funkci f + g a funkce rF je primitivnı́
funkce k funkci rf v intervalu (a, b).

2. Necht’ funkce f, g majı́ neurčité integrály v intervalu (a, b)
a necht’ r je čı́slo. Pak také funkce f + g a funkce rf má
neurčitý integrál v intervalu (a, b) a platı́:∫

(f(x) + g(x)) dx =
∫
f(x) dx+

∫
g(x) dx ,∫

rf(x) dx = r
∫
f(x) dx .

3. Necht’ funkce f1, f2, · · · , fm majı́ neurčité integrály v (a, b) a
necht’ r1, r2, · · · , rm jsou konstanty. Pak také funkce r1f1 +
r2f2 + · · ·+ rmfm má integrál v intervalu (a, b) a platı́:∫
(r1f1(x) + r2f2(x) + · · ·+ rnfn(x)) dx =

= r1
∫
f1(x) dx+ r2

∫
f2(x) dx+ · · ·+ rn

∫
fn(x) dx.
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12.2 Základnı́ integračnı́ vzorce

Známé vzorce z diferenciálnı́ho počtu nám dávajı́ následujı́cı́ vý-
sledky (c je integračnı́ konstanta):

1)
∫
xn dx =

xn+1

n+ 1
+ c, x ∈ R pro n ∈ Z, n > 0;

x ∈ R \ {0} pro n ∈ Z, n < −1,
x > 0 pro n ∈ R, n /∈ Z.

2)
∫
dx
x
= ln |x|+ c, x ∈ R \ {0} .

3)
∫
ex dx = ex + c; x ∈ R.

4)
∫
ax dx =

ax

ln a
+ c, x ∈ R, a > 0, a 6= 1.

5)
∫
sin x dx = − cosx+ c, x ∈ R.

6)
∫
cosx dx = sinx+ c, x ∈ R.
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7)
∫

1
cos2 x

dx = tg x+ c,

x ∈ ((2k − 1)π
2
, (2k + 1)

π

2
), k ∈ Z.

8)
∫

1

sin2 x
dx = −cotg x+ c,

x ∈ (2kπ, (2k + 1)π), k ∈ Z.

9)
∫

1√
1− x2

dx =

{
arcsinx+ c,

− arccos x+ c,
x ∈ (−1, 1).

10)
∫

1
1 + x2

dx =

{
arctg x+ c,

−arccotg x+ c,
x ∈ R.

11)
∫
coshx dx = sinhx+ c; x ∈ R.

12)
∫
sinh x dx = cosh x+ c; x ∈ R.
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☛ Přı́klad 12.3.

Vypočı́tejte následujı́cı́ integrály:

(a) I =
∫
(5x4 − 2x3 − 3x+ 7) dx

Řešenı́. Podle věty o linearitě integrálu lze psát:

I =
∫
(5x4 − 2x3 − 3x+ 7) dx =

= 5
∫
x4 dx− 2

∫
x3 dx− 3

∫
x dx+ 7

∫
1 dx =

= 5

(
x5

5
+ c1

)
− 2

(
x4

4
+ c2

)
− 3

(
x2

2
+ c4

)
+ 7(x+ c5) =

= x5 − 1
2
x4 − 3

2
x2 + 7x+ c , x ∈ R .
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Zavřı́t

Konec

(b) I =
∫
2x3 − 3

√
x+ 5

x
dx

Řešenı́. Po vydělenı́ čitatele integrandu jmenovatelem
stačı́ opět využı́t základnı́ vzorce:

I =
∫
2x3 − 3

√
x+ 5

x
dx =

∫
(2x2 − 3x− 12 + 5x−1) dx =

= 2
∫
x2 dx− 3

∫
x−

1
2 dx+ 5

∫
x−1 dx =

= 2

(
x3

3
+ c1

)
− 3

(
x
1
2

1
2

+ c2

)
+ 5 (ln |x|+ c3) =

=
2
3
x3 − 6

√
x+ ln |x|+ c , x ∈ (0,+∞) .
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(c) I =
∫
e4x dx

Řešenı́. Uvědomme si, že (e4x)′ = 4e4x, proto abychom při
zpětné derivaci primitivnı́ funkce zı́skali funkci zadanou,
musı́ být:

I =
∫
e4x dx =

e4x

4
+ c , x ∈ R .

(d) I =
∫
cos (3x− 2) dx

Řešenı́. Protože (cos (3x− 2))′ = 3 sin (3x− 2), bude:

I =
∫
cos (3x− 2) dx = sin (3x− 2)

3
+ c , x ∈ R .
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Zpět

Fullscreen

Tisk

Zavřı́t
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12.3 Metoda integrace per partes

Věta (Itegrace per partes). Necht’ funkce u, v jsou spojitě dife-
rencovatelné v intervalu (a, b). Pak platı́:∫

u′(x)v(x) dx = u(x)v(x)−
∫
u(x)v′(x) dx . (12.1)

Důkaz. Z věty o derivovánı́ součinu plyne:

(uv)′ = u′v + uv′ v intervalu (a, b),

proto v intervalu (a, b) platı́:∫
(uv)′ =

∫
(u′v + uv′)

uv + c =
∫
u′v +

∫
uv′∫

u′v = uv −
∫
uv′ + c

Poslednı́ rovnost je ekvivalentnı́ s dokazovaným vztahem.
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Využitı́ metody per partes ke zjednodušenı́
integrované funkce

☛ Přı́klad 12.4.

Vypočı́tejte integrál
∫
x cosx dx .

Řešenı́. Abychom integrovanou funkci skutečně zjednodušili, je
dobré zvolit pro derivovánı́ funkci x (v opačném přı́padě by v se
integrandu objevilo x2, což by bylo ještě komplikovanějšı́):

∫
x cosx dx =

∣∣∣∣∣ u
′ = cos x , u = sinx

v = x , v′ = 1

∣∣∣∣∣ =
= x sin x−

∫
sin x dx = x sin x+ cosx+ c , x ∈ R .
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Zpět

Fullscreen

Tisk

Zavřı́t
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☛ Přı́klad 12.5.

Vypočı́tejte integrál
∫
x2 sin x dx .

Řešenı́. Postupným derivovánı́m funkce x2 zjednodušı́me inte-
grand na jedinou goniometrickou funkci:

∫
x2 sinx dx =

∣∣∣∣∣ u
′ = sinx , u = − cosx

v = x2 , v′ = 2x

∣∣∣∣∣ =
= x2(− cosx)−

∫
2x(− cosx) dx = −x2 cosx+ 2

∫
x cosx dx =

=

∣∣∣∣∣ u
′ = cos x , u = sinx

v = x , v′ = 1

∣∣∣∣∣ = −x2 cosx+ 2 (x sinx− ∫ sin x dx) =
= −x2 cosx+ 2x sinx+ 2 cosx+ c , x ∈ R .
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☛ Přı́klad 12.6.

Vypočı́tejte integrál
∫
x3e5x dx .

Řešenı́. Integrand postupně zjednodušı́me:

∫
x3e5x dx =

∣∣∣∣∣ u
′ = e5x , u = 1

5e
5x

v = x3 , v′ = 3x2

∣∣∣∣∣ =
= 1
5x
3e5x − 3

5

∫
x2e5x dx =

∣∣∣∣∣ u
′ = e5x , u = 1

5e
5x

v = x2 , v′ = 2x

∣∣∣∣∣ =
= 1
5x
3e5x − 3

5

(
1
5x
2e5x − 2

5

∫
xe5x dx

)
=

∣∣∣∣∣ u
′ = e5x , u = 1

5e
5x

v = x , v′ = 1

∣∣∣∣∣ =
= 1
5x
3e5x − 3

25x
2e5x + 6

25

(
1
5xe

5x − 1
5

∫
e5x dx

)
=

= 1
5x
3e5x − 3

25x
2e5x + 6

125xe
5x − 6

125e
5x + c , x ∈ R .
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☛ Přı́klad 12.7.

Vypočı́tejte integrál
∫
x5 lnx dx .

Řešenı́. Tentokrát si uvědomı́me, že ke zjednodušenı́ dojde,
budeme-li derivovat funkci lnx :

∫
x5 lnx dx =

∣∣∣∣∣∣∣∣
u′ = x5 , u =

x6

6

v = ln x , v′ =
1
x

∣∣∣∣∣∣∣∣ =
1
6x
6 lnx− 1

6

∫ x6
x
dx =

= 1
6x
6 lnx− 1

6

∫
x5 dx = 1

6x
6 lnx− 1

36x
6 + c , x ∈ R .
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☛ Přı́klad 12.8.

Vypočı́tejte integrál
∫
lnx dx .

Řešenı́. Na prvnı́ pohled integrand nenı́ součinem dvou funkcı́,
přesto lze metodu per partes s úspěchem použı́t. Při integraci
by nám velmi pomohlo, kdybychom mohli funkci lnx nahradit jejı́
derivacı́ 1/x . K tomu si stačı́ zadaný integrand představit jako
součin 1 lnx :

∫
1 lnx dx =

∣∣∣∣∣∣
u′ = 1 , u = x

v = ln x , v′ =
1
x

∣∣∣∣∣∣ =
= x lnx−

∫ x
x
dx = x lnx−

∫
1 dx = x lnx− x+ c , x ∈ R .
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Nepřı́mé nalezenı́ neurčitého integrálu:
per partes vedoucı́ na řešenı́ rovnice

V některých situacı́ch se přı́mé integraci vyhneme tı́m, že opa-
kovánı́m metody per partes dospějeme k rovnici obsahujı́cı́ na
obou stranách hledaný neurčitý integrál. Rovnici pak stačı́ vyře-
šit, aniž bychom prováděli integraci celého integrandu (typickým
přı́kladem je součin funkcı́ ex, sin x, cosx, které se při derivovánı́
či integrovánı́ bud’ neměnı́, nebo se po určité době opakujı́):

I = h(x) + kI .

V následujı́cı́m přı́kladu aplikujeme metodu per partes dvakrát,
čı́mž obdržı́me na pravé straně opět původnı́ integrál.
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☛ Přı́klad 12.9.

Vypočı́tejte integrál
∫
ex cosx dx .

Řešenı́.

∫
ex cosx dx =

∣∣∣∣∣ u
′ = ex , u = ex

v = cos x , v′ = − sin x

∣∣∣∣∣ =
= ex cosx+

∫
ex sin x dx =

∣∣∣∣∣ u
′ = ex , u = ex

v = sinx , v′ = cos x

∣∣∣∣∣ =
= ex cosx+

(
ex sin x−

∫
ex cosx dx

)
Tı́m jsme zı́skali rovnici, kterou snadno vyřešı́me:∫

ex cosx dx = ex cosx+ ex sin x−
∫
ex cosx dx

2
∫
ex cosx dx = ex cosx+ ex sin x∫
ex cosx dx =

1
2
(ex cosx+ ex sin x)
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12.4 Substitučnı́ metoda integrovánı́

Věta (Prvnı́ věta o substituci v neurčitém integrálu) Necht’
v intervalu J existuje integrál na levé straně rovnosti∫

f(x) dx =
∫
f(ϕ(t))ϕ′(t) dt (12.2)

a rovná se F (x). Necht’ funkce x = ϕ(t) je diferencovatelná v in-
tervalu I takovém, že ϕ(I) ⊂ J . Pak v intervalu I existuje integrál
na pravé straně rovnosti (12.2) a rovná se F

(
ϕ(t)

)
.

Důkaz. Necht’ F je primitivnı́ funkce k funkci f v intervalu J .
Protože funkce ϕ zobrazuje interval I do intervalu J , jsou složené
funkce F (ϕ(t)) a f(ϕ(t)) definované v intervalu I a podle věty
o derivaci složené funkce platı́

d
dt
F (ϕ(t)) = F ′(ϕ(t))ϕ′(t) = f(ϕ(t))ϕ′(t) , t ∈ I.

Odtud plyne dokazované tvrzenı́.
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Zavřı́t

Konec

Poznámka. Prvnı́ věta o substituci je užitečná v přı́padech, kdy
je integrál „připravený“ ve tvaru∫

f(ϕ(t))ϕ′(t) dt .

Pak stačı́ ověřit, že jsou splněny předpoklady věty.

☛ Přı́klad 12.10.

Vypočı́tejte integrál
∫
e5t+3 dt .

Řešenı́. Integrand je spojitý v R , integrál proto existuje. Označme:

x = ϕ(t) = 5t+ 3, dx = ϕ′(t) dt = 5dt .

Všechny předpoklady věty jsou splněny a lze psát:∫
e5t+3 dt = 1

5

∫
e5t+35 dt = 1

5

∫
ex dx = 1

5e
x + c =

= 1
5e
5t+3 + c , t ∈ R .
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☛ Přı́klad 12.11.

Vypočı́tejte integrál
∫

et

(et + 2)3
dt .

Řešenı́. Integrand je spojitý v R , integrál proto existuje v R ,.
Postupujme podobně jako v předchozı́m přı́kladu:

∫
et

(et + 2)3
dt =

∣∣∣∣∣ x = e
t + 2

dx = et dt

∣∣∣∣∣ =
∫
1
x3
dx =

∫
x−3 dx =

=
x−4

−4
+ c = − 1

4x4
+ c = − 1

4(et + 2)4
+ c , t ∈ R .

Poznámka. Samozřejmě nezáležı́ na tom, jakými pı́smeny jsou
jednotlivé proměnné označeny.
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☛ Přı́klad 12.12.

Vypočı́tejte integrál
∫
(lnx)

√
(5 + ln2 x)3

x
dx v intervalu I = (0,+∞).

Řešenı́.∫
(lnx)

√
(5 + ln2 x)3

x
dx =

∫
1√

(5 + ln2 x)3
(lnx)

1
x
dx =

=
1
2

∫
1√

(5 + ln2 x)3
(2 lnx)

1
x
dx =

∣∣∣∣∣∣
t = 5 + ln2 x

dt = (2 ln x)
1
x
dx

∣∣∣∣∣∣ =
=
1
2

∫
1√
t3
dt =

1
2

∫
t−

3
2 dt =

t−
1
2

−12
+ c = −2

√
t+ c =

= −2
√
5 + ln2 x+ c , x ∈ (0,+∞) .
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Věta (Druhá věta o substituci v neurčitém integrálu) Necht’
v intervalu I existuje integrál na levé straně rovnosti∫

f(ϕ(t))ϕ′(t) dt =
∫
f(x) dx (12.3)

a rovná se F (t), necht’ funkce x = ϕ(t) má nenulovou derivaci
v každém bodě intervalu I a necht’ zobrazuje interval I na interval
J = ϕ(I). Pak v intervalu J existuje integrál na pravé straně
rovnosti (12.3) a rovná se F

(
ψ(x)

)
, kde ψ(x) je inverznı́ funkce k

funkci x = ϕ(t).

Důkaz. Funkce ϕ je podle předpokladu prostá v intervalu I.
Označme t = ψ(x) funkci inverznı́ k funkci ϕ. Tato funkce zobra-
zuje interval J na interval I.
Podle předpokladu existuje funkceG, diferencovatelná v I taková,
že G′(t) = f(ϕ(t))ϕ′(t) , t ∈ I . Označme

F (x) = G(ψ(x)) .

Podle věty o derivaci složené funkce existuje v intervalu J deri-
vace F ′ a platı́ F ′(x) = G′(ψ(x))ψ′(x) = G′(t)ψ′(x) = f(ϕ(t))ϕ′(t)·
1/ϕ′(t) = f(x), x ∈ J .
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Poznámka. Mı́sto předpokladu ϕ′(t) 6= 0 pro všechna t ∈ I stačı́
požadovat, aby funkce ϕ byla ryze monotónnı́ a aby bylo ϕ′(t) = 0
pro nejvýše konečný počet bodů t ∈ I.

☛ Přı́klad 12.13.

Vypočı́tejte integrál
∫ 5√
1− x2

dx , x ∈ (−1, 1).

Řešenı́. Integrand je spojitý v intervalu J = (−1, 1), takže integrál
v tomto intervalu existuje. Abychom odstranili odmocninu v inte-
grandu, využijeme identitu cos2 t = 1− sin2 t a substituci:

x = ϕ(t) = sin t ; ϕ(t) zobrazuje (−π/2, π/2) na (−1, 1) ;
dx = cos t dt ; ϕ′(t) = (sin t)′ = cos t 6= 0 ;√
1− x2 = | cos t| = cos t > 0 ;

t = arcsin x

∫ 5√
1− x2

dx =
∫
5
cos t

cos t dt = 5
∫
1 dt = 5t+ c =

= 5arcsin x+ t, x ∈ (−1, 1) .
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12.5 Integrace racionálnı́ch funkcı́

Věta (Rozkladu na součet parciálnı́ch zlomků)

Necht’R(x) =
P (x)
Q(x)

je racionálnı́ lomená funkce a necht’ jmeno-

vatel Q(x) lze psát ve tvaru

Q(x) = a(x−x1)k1 ·. . .·(x−xr)
kr ·(x2+2p1x+q1)l1 ·. . .·(x2+2psx+qs)

ls ,

kde polynomy x2 + 2pix + qi, i = 1, . . . , s, jsou v reálném oboru
nerozložitelné. Potom lze R(x) vyjádřit – až na pořadı́ sčı́tanců –
právě jednı́m způsobem ve tvaru

R(x) =
P (x)
Q(x)

= p(x) +
r∑

i=1

ki∑
j=1

Aij

(x− xi)j
+

s∑
i=1

lk∑
j=1

Bijx+ Cij

(x2 + 2pix+ qi)j
,

kde p(x) je polynom, Aij, Bij, Cij jsou reálné konstanty; rovnost
platı́ pro všechna x ∈ DR, tj. pro všechna reálná x různá od kořenů
polynomu Q(x) ve jmenovateli.
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Zpět

Fullscreen

Tisk

Zavřı́t

Konec

☛ Přı́klad 12.14.

Rozložte funkci na součet parciálnı́ch zlomků:

R(x) =
3x+ 5

x2 − 3x+ 2

Řešenı́. Polynom ve jmenovateli má kořeny 1 a 2, proto:

R(x) =
3x+ 5

x2 − 3x+ 2
=

3x+ 5
(x− 1)(x− 2)

=
A

x− 1
+

B

x− 2
.

Při hledánı́ koeficientů A,B převed’me oba zlomky vpravo na
společného jmenovatele. Aby byl výsledek identický s původnı́
zadanou funkcı́, musı́ být v čitateli identické funkce, tj. koeficienty
u všech mocnin proměnné x musı́ být shodné.
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3x+ 5
(x− 1)(x− 2)

=
A(x− 2) +B(x− 1)
(x− 1)(x− 2)

3x+ 5 = (A+B)x+ (−2A−B)

x1 . . . 3 = A+B

x0 . . . 5 = −2A−B

A = −8, B = 11

Celkem je tedy

R(x) =
3x+ 5

x2 − 3x+ 2
= − 8

x− 1
+
11

x− 2
.
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☛ Přı́klad 12.15.

Rozložte funkci na součet parciálnı́ch zlomků:

R(x) =
3x+ 5

(x− 1)2(x− 2)
Řešenı́.

R(x) =
3x+ 5

(x− 1)2(x− 2)
=

A

x− 1
+

B

(x− 1)2
+

C

x− 2

3x+ 5
(x− 1)2(x− 2)

=
A(x− 1)(x− 2) +B(x− 2) + C(x− 1)2

(x− 1)(x− 2)

3x+ 5 = A(x2 − 3x+ 2) +B(x− 2) + C(x2 − 2x+ 1)

3x+ 5 = (A+ C)x2 + (−3A+B − 2C)x+ (2A− 2B + C)
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Aby byly funkce na obou stranách rovnice identické, musı́ platit:

x2 . . . 0 = A+ C (→ A = −C)

x1 . . . 3 = −3A+B − 2C

x0 . . . 5 = 2A− 2B + C

3 = −A+ B

5 = A− 2B

B = −8, A = −11, C = 11

Celkem je tedy

R(x) =
3x+ 5

(x− 1)2(x− 2)
= − 11

x− 1
− 8
(x− 1)2

+
11

x− 2
.
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Poznámka. Uvědomme si, že pokud bychom hledali rozklad pouze
ve tvaru

R(x) =
3x+ 5

(x− 1)2(x− 2)
=

A

(x− 1)2
+

B

x− 2
,

zı́skali bychom podmı́nku

3x+ 5 = A(x− 2) +B(x− 1)2

3x+ 5 = A(x− 2) +B(x2 − 2x+ 1)

3x+ 5 = Bx2 + (A− 2B)x+ (−2A+B)

a přı́slušnou soustavu rovnic, která nemá řešenı́ (máme jen dvě
proměnné a tři rovnice, z nichž žádná nenı́ lineárnı́ kombinacı́
ostatnı́ch):

x2 . . . 0 = B

x1 . . . 3 = A− 2B

x0 . . . 5 = −2A+B

B = 0, A = 3 ∧ A = −5
2
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Výpočet integrálu racionálnı́ funkce

Danou racionálnı́ funkci nejprve rozložı́me na součet parciálnı́ch
zlomků. Nenı́-li stupeň polynomu v čitateli menšı́ než stupeň po-
lynomu ve jmenovateli, provedeme nejprve částečné dělené po-
lynomů. Poté stačı́ zintegrovat jednotlivé zlomky.

☛ Přı́klad 12.16.

Vypočı́tejte integrál
∫

dx
2− 3x

.

Řešenı́.∫
dx
2− 3x

= −1
3

∫
1

2− 3x
(−3) dx = −1

3
ln |2− 3x|+ c.
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☛ Přı́klad 12.17.

Vypočı́tejte integrál
∫

dx
(2x+ 5)3

.

Řešenı́.∫
dx

(2x+ 5)3
=
1
2

∫
1

(2x+ 5)3
2 dx =

1
2

∫
(2x+ 5)−3 2 dx =

=
1
2
· (2x+ 5)

−2

−2
+ c = − 1

4(2x+ 5)2
+ c .
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☛ Přı́klad 12.18.

Vypočı́tejte integrál I =
∫

3x+ 5
(x− 1)2(x− 2)

dx .

Řešenı́. Po rozkladu na parciálnı́ zlomky obdržı́me:

I =
∫ (

− 11
x− 1

− 8
(x− 1)2

+
11

x− 2

)
dx =

= −11 ln |x− 1| − 8(x− 1)
−1

−1
+ 11 ln |x− 2|+ c =

= 11 ln

∣∣∣∣x− 2x− 1

∣∣∣∣+ 8
x− 1

+ c .
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☛ Přı́klad 12.19.

Vypočı́tejte integrál I =
∫

dx
2 + x2

.

Řešenı́. Polynom ve jmenovateli je v reálném oboru nerozloži-
telný. Integrace povede na arctg :

I =
∫

dx
x2 + 2

=
∫

dx

2

(
x2

2
+ 1

) =

=

√
2
2

∫
1(

x√
2

)2
+ 1

1√
2
dx =

√
2
2
arctg

x√
2
+ c .
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☛ Přı́klad 12.20.

Vypočı́tejte integrál I =
∫

dx
3x2 + 2

.

Řešenı́.

I =
∫

dx
3x2 + 2

=
∫

dx

2

(
3x2

2
+ 1

) =

=

√
2

2
√
3

∫
1(

x

√
3
2

)2
+ 1

√
3
2
dx =

1√
6
arctg

(
x

√
3
2

)
+ c .
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☛ Přı́klad 12.21.

Vypočı́tejte integrál I =
∫

dx
2x2 − 3x+ 6

.

Řešenı́.

I =
∫

dx
2x2 − 3x+ 6

=
1
2

∫
dx

x2 − 3
2
x+ 3

=

=
1
2

∫
dx(

x− 3
4

)2
− 9
16
+ 3

=
1
2

∫
dx(

x− 3
4

)2
+
39
16

=

16
2 · 39

√
39
4

∫
1(

4√
39
(x− 3

4
)

)2
+ 1

4√
39
dx =

=
1
2
4√
39
arctg

4√
39

(
x− 3
4

)
+ c =

2√
39
arctg

4x− 3√
39
+ c.
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12.6 Převedenı́ integrandu na racionálnı́
funkci

Pomocı́ druhé věty o substituci lze řadu integrálů převést na in-
tegrály racionálnı́ funkce. Přehled substitucı́ užitečných v jednot-
livých přı́padech je uveden ve skriptech na str. 103–110.

http://euler.fd.cvut.cz


Home

Obsah

JJ II

J I

Strana 351

Zpět
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PŘEDNÁŠKA 13

URČITÝ

INTEGRÁL
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13.1 Riemannův integrál

Definice 1. Necht’ I = 〈a, b〉 omezený interval v R.
Dělenı́m D intervalu 〈a, b〉 nazveme každou konečnou po-
sloupnost bodů

x0 = x ≤ x1 ≤ x2 ≤ · · · < xn−1 ≤ xn = b .

Definice 2. Řekneme, že dělenı́ D′ intervalu 〈a, b〉 je
zjemněnı́m dělenı́ D právě tehdy, když je každý dělı́cı́ bod
dělenı́ D dělı́cı́m bodem dělenı́ D′.
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Definice 3. Necht’ je funkce f omezená na intervalu 〈a, b〉.
Označme

mi = inf
x∈〈xi−1,xi〉

f(x) , Mi = sup
x∈〈xi−1,xi〉

f(x) .

Pro každé dělenı́ D intervalu 〈a, b〉 sestrojme součty

sD =
n∑

i=1

mi ·
(
xi − xi−1

)
, SD =

n∑
i=1

Mi ·
(
xi − xi−1

)
.

Čı́slo sD se nazývá dolnı́ Riemannův součet a SD hornı́
Riemannův součet funkce f(x) přı́slušný k dělenı́ D.

Poznámka. Protože pro každé i je mi ≤ Mi, platı́ nerovnost

sD ≤ SD.
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Geometrická interpretace

Dolnı́ součet představuje obsah vepsaného obrazce složeného z
obdélnı́ků, který je pro každé dělenı́ menšı́ nebo roven obsahu
plochy vymezené osou x a grafem funkce na daném intervalu.
Hornı́ součet udává velikost plochy opsaného obrazce, a je tedy
pro každé dělenı́ většı́ nebo roven obsahu uvedené plochy.
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Označme symbolem D množinu všech dělenı́ intervalu 〈a, b〉 ,

M = sup
x∈〈a,b〉

f(x) , m = inf
x∈〈a,b〉

f(x) .

Věta. Je-li D′ zjemněnı́m dělenı́ D, platı́ nerovnosti:

m(b− a) ≤ sD ≤ sD′ ≤ SD′ ≤ SD ≤ M(b− a) .
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Věta. Pro libovolná dvě dělenı́ D1 a D2 intervalu 〈a, b〉 platı́ ne-
rovnost sD1 ≤ SD2.

Množina {sD;D ∈ D} je shora omezená, napřı́klad čı́slem M(b−
a) , a zdola omezená, napřı́klad čı́slem m(b − a) . Proto existujı́
čı́sla

s = sup
D∈D

sD ∈ R a S = inf
D∈D

SD ∈ R .

Definice 4. Čı́slo s = sup
D∈D

sD se nazývá dolnı́ Riemannův

integrál funkce f na intervalu 〈a, b〉 , čı́slo S = inf
D∈D

SD se

nazývá hornı́ Riemannův integrál funkce f na intervalu
〈a, b〉 .
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Definice 5. Necht’ je I = 〈a, b〉 omezený interval v R a
funkce f(x) je omezená na I. Jestliže platı́ s = S, kde s je
dolnı́ a S hornı́ Riemannův integrál funkce f(x) na intervalu
I, nazýváme tuto společnou hodnotu Riemannovým
integrálem funkce f(x) na intervalu 〈a, b〉 a značı́me ji

symbolem
∫ b

a

f(x) dx.

Existuje-li Riemannův integrál funkce f(x) na intervalu
〈a, b〉, řı́káme, že funkce f(x) je integrovatelná na in-
tervalu 〈a, b〉. Vedle názvu Riemannův integrál se běžně
použı́vá také název určitý integrál funkce f na intervalu
〈a, b〉.

Poznámka. Uvědomme si, že Riemannův integrál je definován
pouze pro omezené funkce na omezeném intervalu, v jiném přı́-
padě nemá výše uvedená definice smysl.
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Poznámka.
V našı́ geometrické interpretaci představujı́ dolnı́ a hornı́ Rie-
mannovy součty aproximace obsahu rovinné oblasti vymezené
grafem dané funkce a osou x na daném intervalu 〈a, b〉, přičemž
hodnota dolnı́ho součtu je vždy menšı́ nebo rovna obsahu uve-
dené plochy, hodnota hornı́ho součty je vždy většı́ nebo rovna
tomuto obsahu.

Viděli jsme, že při zjemňovánı́ dělenı́ se dolnı́ součet zvětšuje
nebo zůstává konstantnı́, hornı́ součet se naopak zmenšuje, přı́-
padně zůstává konstantnı́, a oba se ”přibližujı́” k obsahu oblasti
pod grafem funkce. Aby mělo smysl hovořit o obsahu tohoto ob-
razce, nemělo by záležet na tom, budeme-li jej aproximovat zdola
nebo shora, což nastává tehdy, když se dolnı́ Riemannův integrál
rovná hornı́mu. V tomto přı́padě je tedy obsah uvedeného ob-

razce roven Riemannovu integrálu
∫ b

a

f(x) dx.
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Věta. Je-li funkce f monotonnı́ na intervalu 〈a, b〉, pak je na tomto
intervalu integrovatelná.

Věta. Je-li funkce f spojitá na intervalu 〈a, b〉, pak je na tomto
intervalu integrovatelná.

Věta. Funkce f je integrovatelná na intervalu 〈a, b〉 právě tehdy,
když je pro každé c ∈ (a, b) funkce integrovatelná na obou inter-
valech 〈a, c〉 a 〈c, b〉. Přitom platı́ rovnost:∫ b

a

f(x) dx =
∫ c

a

f(x) dx+
∫ b

c

f(x) dx .
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Poznámka. Riemannův integrál
∫ b

a

f(x) dx jsme definovali pro

b ≥ a. Předcházejı́cı́ věta nám umožňuje rozšı́řit definici integrálu
pro b ≤ a vztahem∫ b

a

f(x) dx = −
∫ a

b

f(x) dx .

Uvědomme si, že tato definice nenı́ ve sporu s přı́padem b = a,

kdy je Riemannův integrál roven nule. Pro takto rozšı́řené inte-
grály platı́ rovnost:∫ b

a

f(x) dx =
∫ c

a

f(x) dx+
∫ b

c

f(x) dx

za předpokladu, že alespoň dva integrály existujı́.
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Prozatı́m jsme definovali Riemannův integrál pro funkce, které
byly definovány na omezeném intervalu 〈a, b〉. Nynı́ rozšı́řı́me de-
finici Riemannova integrálu na funkce, které jsou definovány na
omezené množině M ⊂ R.

Definice 6. Necht’ je funkce f :M → R definována na ome-
zené množině M ⊂ R a necht’ I je omezený uzavřený inter-
val takový, že M ⊂ I. Riemannovým integrálem funkce f

přes množinu M rozumı́me integrál

∫ b

a

f̃(x) dx , kde f̃(x) =

f(x) pro x ∈ M,

0 pro x ∈ I \M.

Integrál funkce f přes množinu M budeme značit∫
M

f(x) dx.
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Věta. Necht’ jsou funkce f1 , f2 integrovatelné na intervalu 〈a, b〉
a c1, c2 jsou reálné konstanty. Pak platı́:∫ b

a

(
c1f1(x) + c2f2(x)

)
dx = c1

∫ b

a

f1(x) dx+ c2

∫ b

a

f2(x) dx .

Věta. Necht’ jsou funkce f, g integrovatelné na intervalu 〈a, b〉.
Pak jsou na 〈a, b〉 integrovatelné také funkce f 2 a f · g.

Poznámka. Je třeba upozornit, že obecně neplatı́ rovnost∫ b

a

f(x)g(x) dx =
∫ b

a

f(x) dx ·
∫ b

a

g(x) dx .

Věta. Necht’ je funkce f integrovatelná na intervalu 〈a, b〉 a pro
každé x ∈ 〈a, b〉 je k ≤ f(x) ≤ K. Pak je

k(b− a) ≤
∫ b

a

f(x) dx ≤ K(b− a).
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Věta. Je-li integrovatelná funkce f(x) ≥ 0 na intervalu 〈a, b〉, pak

platı́:
∫ b

a

f(x) dx ≥ 0.

Věta. Jsou-li funkce f, g integrovatelné na intervalu 〈a, b〉 a pro
každé x ∈ 〈a, b〉 platı́ nerovnost f(x) ≤ g(x), pak platı́ nerovnost:∫ b

a

f(x) dx ≤
∫ b

a

g(x) dx .

Věta. Je-li funkce f integrovatelná na intervalu 〈a, b〉, pak platı́:∣∣∣∣∫ b

a

f(x) dx

∣∣∣∣ ≤ ∫ b

a

∣∣f(x)∣∣ dx.
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13.2 Integrál jako funkce hornı́ meze

Necht’ je funkce f integrovatelná na intervalu 〈a, b〉, kde a < b. Pak
pro každý bod x ∈ 〈a, b〉 existuje integrál

∫ x

a
f(t) dt. Protože hod-

nota tohoto integrálu je určena jednoznačně, můžeme definovat
funkci F : 〈a, b〉 → R předpisem

F (x) =
x∫
a

f(t) dt , x ∈ 〈a, b〉 .

Integrál v této rovnosti je tedy funkcı́ hornı́ meze. Analogicky je
možné definovat integrál jako funkci dolnı́ meze

G(x) =
b∫

x

f(t) dt , x ∈ 〈a, b〉 .

Pro body x, x+ h ∈ 〈a, b〉 je

F (x+ h) =
x+h∫
a

f(t) dt =
x∫
a

f(t) dt+
x+h∫
x

f(t) dt = F (x) +
x+h∫
x

f(t) dt.
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Věta. Necht’ je funkce f integrovatelná na intervalu 〈a, b〉, kde

a < b. Pak má funkce F (x) =
x∫
a

f(t) dt , x ∈ 〈a, b〉 následujı́cı́

vlastnosti:

(i) je spojitá v intervalu 〈a, b〉 ;

(ii) je-li funkce f spojitá v bodě x0 ∈ (a, b), pak je F ′(x0) =
f(x0). Je-li x0 = a, resp. x0 = b, pak je F ′(a+) = f(a+),
resp. F ′(b−) = f(b−);

(iii) má-li funkce f v bodě x0 ∈ (a, b) nespojitost 1. druhu,
pak je F ′(x0+) = f(x0+), F ′(x0−) = f(x0−).
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13.3 Věty o střednı́ hodnotě
pro Riemannův integrál

Věta. Necht’ jsou f , a g integrovatelné funkce na intervalu 〈a, b〉,
g(x) ≥ 0 a k ≤ f(x) ≤ K. Pak platı́ nerovnost:

k

∫ b

a

g(x) dx ≤
∫ b

a

f(x)g(x) dx ≤ K

∫ b

a

g(x) dx .

Je-li navı́c funkce f(x) na intervalu 〈a, b〉 spojitá, existuje ξ ∈ (a, b)
takové, že

∫ b

a
f(x)g(x) dx = f(ξ)

∫ b

a
g(x) dx .

Věta. Necht’ je funkce f spojitá na intervalu 〈a, b〉 a g monotonnı́
funkce, která má na intervalu 〈a, b〉 spojitou derivaci. Pak existuje
bod ξ ∈ (a, b) takový, že platı́:∫ b

a

f(x)g(x) dx = g(b)
∫ b

ξ

f(x) dx+ g(a)
∫ ξ

a

f(x) dx .
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13.4 Newton–Leibnizova formule

Věta. Necht’ je funkce f spojitá na intervalu 〈a, b〉 a F je jejı́
primitivnı́ funkce. Pak platı́:∫ b

a

f(x) dx = F (b)− F (a).

Poznámka. Newton–Leibnizova formule se obvykle zapisuje po-
mocı́ hranaté závorky ve tvaru

b∫
a

f(x) dx = F (b)− F (a) = [F (x)]ba.

Zřejmě platı́:

[F (x)±G(x)]ba = [F (x)]
b
a ± [G(x)]ba, [cF (x)]ba = c[F (x)]ba

pro každé dvě funkce F, G a libovolné reálné čı́slo c.
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Newton–Leibnizova formule je velice užitečná, nebot’ nám ko-
nečně poskytuje návod, jak Riemannův integrál nalézt. Navı́c nám
umožňuje využı́t všechny početnı́ metody, které jsme použı́vali při
hledánı́ primitivnı́ funkce: jakmile nalezneme pro danou funkci f

jejı́ primitivnı́ funkci F, stačı́ dosadit do Newton–Leibnizovy for-
mule.

Poznámka. Při použı́vánı́ Newton–Leibnizovy formule nezáležı́
na tom, kterou z funkcı́ primitivnı́ch v intervalu 〈a, b〉 k funkci f

použijeme. Jsou-li F , G dvě primitivnı́ funkce k funkci f v intervalu
〈a, b〉, existuje konstanta C tak, že G(x) = F (x) + C pro všechna
x ∈ 〈a, b〉, a tedy

G(b)−G(a) = (F (b) + C)− (F (a) + C) = F (b)− F (a) .

Definice 7. Necht’ je funkce f(x) definována na intervalu
〈a, b〉. Je-li F (x) primitivnı́ funkce k funkci f(x) na intervalu
〈a, b〉, nazýváme čı́slo F (b) − F (a) Newtonovým určitým
integrálem funkce f(x) od bodu a do bodu b.

http://euler.fd.cvut.cz


Home

Obsah

JJ II

J I

Strana 369

Zpět
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☛ Přı́klad 13.1.

Uvažujme funkci

f(x) =


1
n

pro x =
m

n
∈ Q , n ∈ N, m ∈ Z nesoudělná čı́sla,

0 pro x ∈ R \Q .

Lze ukázat, že pro tuto funkci existuje Riemannův integrál∫ 1

0
f(x) dx = 0.

Ale k této funkci neexistuje žádná na intervalu 〈0, 1〉 primitivnı́
funkce. Proto nemá tato funkce Newtonův integrál.
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13.5 Integrace per partes

Věta. Necht’ jsou f, g spojitě diferencovatelné funkce na intervalu
〈a, b〉. Pak platı́:∫ b

a

f ′(x)g(x) dx = f(b)g(b)− f(a)g(a)−
∫ b

a

f(x)g′(x) dx .

Důkaz. Funkce

F (x) =
∫ x

a

f ′(t)g(t) dt , F̃ (x) = f(x)g(x)−f(a)g(a)−
∫ x

a

f(t)g′(t) dt

jsou primitivnı́ funkce k integrovatelné funkci f ′(x)g(x) na intervalu
〈a, b〉. Mohou se tedy lišit pouze o aditivnı́ konstantu. Ale pro x = a

platı́ F (a) = F̃ (a) = 0. Tedy pro každé x ∈ 〈a, b〉 platı́ rovnost:∫ x

a

f ′(t)g(t) dt = f(x)g(x)− f(a)g(a)−
∫ x

a

f(t)g′(t) dt .

Pro x = b odtud plyne tvrzenı́ věty. �
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13.6 Substitučnı́ metoda pro Riemannův
integrál

Věta. Necht’ je funkce f(x) spojitá na intervalu 〈a, b〉 a funkce
ϕ : 〈α, β〉 → 〈a, b〉má spojitou derivaci a platı́ ϕ(α) = a a ϕ(β) = b.
Pak platı́ rovnost∫ β

α

f
(
ϕ(t)

)
· ϕ′(t) dt =

∫ b

a

f(x) dx .

Důkaz. Je-li F (x) na intervalu 〈a, b〉 primitivnı́ funkce k funkci f(x),
pak je podle věty o substituci pro neurčitý integrál funkce Ψ(t) =
F

(
ϕ(t)

)
primitivnı́ funkcı́ k funkci f(

(
ϕ(t)

)
·ϕ′(t) na intervalu 〈α, β〉.

Proto je integrál vlevo roven∫ β

α

f
(
ϕ(t)

)
· ϕ′(t) dt = Ψ(β)−Ψ(α) = F

(
ϕ(β)

)
− F

(
ϕ(α)

)
=

= F (b)− F (a) =
∫ b

a

f(x) dx .

http://euler.fd.cvut.cz


Home

Obsah

JJ II

J I

Strana 372

Zpět
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Věta. Necht’ je f(x) spojitá funkce na intervalu 〈a, b〉 a funkce ϕ :
〈α, β〉 → 〈a, b〉 je spojitá diferencovatelná funkce, která zobrazuje
interval 〈α, β〉 na interval 〈a, b〉, a necht’ je ϕ′(t) 6= 0. Pak platı́∫ b

a

f(x) dx =
∫ β

α

f
(
ϕ(t)

)
· ϕ′(t) dt .

Důkaz. Necht’ je Ψ(t) primitivnı́ funkce k funkci f
(
ϕ(t)

)
· ϕ′(t) na

intervalu 〈α, β〉. Pak je integrál vpravo roven Ψ(β) − Ψ(α). Ale
předpoklady věty zaručujı́, že existuje inverznı́ funkce t = ϕ−1(x)
k funkci x = ϕ(t) a že funkce F (x) = Ψ

(
ϕ−1(x)

)
je primitivnı́

funkce k funkci f(x). Proto platı́∫ b

a

f(x) dx = F (b)− F (a) = Ψ
(
ϕ−1(b)

)
−Ψ

(
ϕ−1(a)

)
=

= Ψ(β)−Ψ(α) =
∫ β

α

f
(
ϕ(t)

)
· ϕ′(t) dt .
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Poznámka. Povšimněme si, že podobně jako v přı́padě neurči-
tých integrálů se v obou větách objevuje tvar∫ b

a

f(x) dx =
∫ β

α

f
(
ϕ(t)

)
· ϕ′(t) dt .

Ovšem předpoklady se lišı́ podle toho, zda pomocı́ známého in-
tegrálu na levé nebo pravé straně hledáme druhý z integrálů v
této rovnosti.
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13.7 Integrál sudé, liché nebo periodické
funkce

Věta. Je-li funkce f sudá a integrovatelná v intervalu 〈−b, b〉, pak

platı́:
b∫

−b

f(x) dx = 2
b∫
0

f(x) dx.

Věta. Je-li funkce f lichá a integrovatelná v intervalu 〈−b, b〉, platı́:
b∫

−b

f(x) dx = 0.
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Věta. Necht’ funkce f je periodická s periodou T , necht’ a, a′ jsou
reálná čı́sla. Existuje-li jeden z následujı́cı́ch integrálů, existuje i
druhý z nich a platı́

a+T∫
a

f(x) dx =
a′+T∫
a′

f(x) dx.

Volně řečeno, integrál přes integračnı́ obor délky periody je stejný
bez ohledu na to, kde je integračnı́ obor umı́stěn.
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PŘEDNÁŠKA 14

APLIKACE

INTEGRÁLNÍHO

POČTU
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14.1 Aplikace Riemannova integrálu
v geometrii

Předpokládejme, že derivace funkcı́, které se ve vzorcı́ch vysky-
tujı́, jsou spojité na celém integračnı́m oboru.

Výpočet obsahu části roviny

1. Obsah S části roviny ohraničené grafy funkcı́ y = f(x) a y =
g(x), spojitých na intervalu 〈a, b〉 a splňujı́cı́ch nerovnost f(x) ≥
g(x) pro všechna x ∈ 〈a, b〉 a přı́slušnými úsečkami na přı́mkách
x = a, x = b je dán vztahem

S =
b∫

a

(f(x)− g(x)) dx.

Speciálně pro g(x) = 0 platı́

S =
b∫

a

f(x) dx.
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2. Obsah S části roviny ohraničené grafem funkce dané parame-
tricky rovnicemi x = ϕ(t) a y = ψ(t) spojitých na intervalu 〈α, β〉 a
splňujı́cı́ch podmı́nky ϕ̇(t) > 0 a ψ(t) ≥ 0 pro všechna t ∈ 〈α, β〉 a
přı́slušnými úsečkami na ose x a na přı́mkách x = ϕ(α), x = ϕ(β)
je dán vztahem

S =
β∫
α

ψ(t)ϕ̇(t) dt.

3. Obsah S části roviny ohraničené grafem spojité a nezáporné
funkce dané v polárnı́ch souřadnicı́ch rovnicı́ % = f(ϕ) a průvodiči
pro ϕ1 a ϕ2 s délkami %1 = f(ϕ1) a %2 = f(ϕ2), kde 0 ≤ ϕ1 ≤ ϕ ≤
ϕ2 ≤ 2π je dán vztahem

S =
ϕ2∫
ϕ1

1
2%
2 dϕ.

Tento vztah se nazývá Leibnizův vzorec pro rovinnou výseč.
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Zpět

Fullscreen

Tisk

Zavřı́t
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Výpočet délky křivky

1. Délka s rovinné křivky dané jako graf funkce y = f(x), x ∈
〈a, b〉, s krajnı́mi body (a, f(a)), (b, f(b)) je dána vztahem

s =
b∫

a

√
1 + (f ′(x))2 dx .

2. Délka s rovinné křivky, která je popsaná parametricky rovni-
cemi x = ϕ(t) , y = ψ(t) , t ∈ 〈α, β〉, s krajnı́mi body (ϕ(α), ψ(α)),
(ϕ(β), ψ(β)), je dána vztahem

s =
β∫
α

√
ϕ̇2(t) + ψ̇2(t) dt .

3. Délka s prostorové křivky zadané parametrickými rovnicemi
x = ϕ(t) , y = ψ(t) , z = χ(t) , t ∈ 〈α, β〉, s krajnı́mi body
(ϕ(α), ψ(α), χ(α)), (ϕ(β), ψ(β), χ(β)), je dána vztahem

s =
β∫
α

√
ϕ̇2(t) + ψ̇2(t) + χ̇2(t) dt .
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Výpočet obsahu pláště rotačnı́ho tělesa

1. Obsah Q pláště rotačnı́ho tělesa, které vznikne rotacı́ křivky,
vytvořené jako graf spojité nezáporné funkce y = f(x) , x ∈ 〈a, b〉,
kolem osy x je dán vztahem

Q = 2π
b∫

a

f(x)
√
1 + (f ′(x))2 dx .

2. Obsah Q pláště rotačnı́ho tělesa, které vznikne rotacı́ rovinné
křivky, která je popsaná parametricky rovnicemi x = ϕ(t) , y =
ψ(t) , t ∈ 〈α, β〉, splňujı́cı́ch podmı́nky ϕ̇(t) > 0 a ψ(t) ≥ 0 pro
všechna t ∈ 〈α, β〉 s krajnı́mi body

(
ϕ(α), ψ(α)

)
,

(
ϕ(β), ψ(β)

)
kolem osy x je dán vztahem

Q = 2π
β∫
α

ψ(t)
√
ϕ̇2(t) + ψ̇2(t) dt .

http://euler.fd.cvut.cz


Home

Obsah

JJ II

J I

Strana 381

Zpět
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Výpočet objemu rotačnı́ho tělesa

1. Objem V rotačnı́ho tělesa, které vznikne rotacı́ křivky, vytvo-
řené jako graf spojité nezáporné funkce y = f(x) , x ∈ 〈a, b〉,
kolem osy x je dán vztahem

V = π
b∫

a

(f(x))2 dx.

2. Objem V rotačnı́ho tělesa, které vznikne rotacı́ rovinné křivky,
která je popsaná parametricky rovnicemi x = ϕ(t) , y = ψ(t) , t ∈
〈α, β〉, splňujı́cı́ch podmı́nky ϕ̇(t) > 0 a ψ(t) ≥ 0 pro všechna
t ∈ 〈α, β〉 s krajnı́mi body

(
ϕ(α), ψ(α)

)
,
(
ϕ(β), ψ(β)

)
kolem osy x

je dán vztahem

V = π
β∫
α

ψ2(t)ϕ̇(t) dt.
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14.2 Použitı́ Riemannova integrálu
ve fyzice a technice

Výpočet statických momentů

1. Statický moment Sx, resp. Sy oblouku homogennı́ rovinné
křivky vzhledem k ose x, resp. y pro křivku zadanou jako graf
spojité funkce y = f(x), x ∈ 〈a, b〉 je dán vztahem

Sx =
b∫

a

f(x)
√
1 + (f ′(x))2 dx , resp. Sy =

b∫
a

x
√
1 + (f ′(x))2 dx .

2. Statický moment Sx, resp. Sy oblouku homogennı́ rovinné
křivky vzhledem k ose x, resp. y pro křivku popsanou parame-
tricky rovnicemi x = ϕ(t), y = ψ(t), t ∈ 〈α, β〉, s krajnı́mi body(
ϕ(α), ψ(α)

)
,
(
ϕ(β), ψ(β)

)
, je dán vztahem

Sx =
β∫
α

ψ(t)
√
ϕ̇2(t) + ψ̇2(t) dt , resp. Sy =

β∫
α

ϕ(t)
√
ϕ̇2(t) + ψ̇2(t) dt .

3. Statický moment Sxy, resp. Sxz, resp. Syz oblouku homogennı́
prostorové křivky vzhledem k rovině xy, resp. xz, resp. yz pro
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Zpět

Fullscreen

Tisk

Zavřı́t
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křivku popsanou parametricky rovnicemi x = ϕ(t), y = ψ(t), z =
χ(t), t ∈ 〈α, β〉, s krajnı́mi body

(
ϕ(α), ψ(α), χ(α)

)
,
(
ϕ(β), ψ(β), χ(β)

)
,

je dán vztahem

Sxy =
β∫
α

χ(t)g(t) dt, Sxz =
β∫
α

ψ(t)g(t) dt, Syz =
β∫
α

ϕ(t)g(t) dt,

kde g(t) =
√
ϕ̇2(t) + ψ̇2(t) + χ̇2(t).

4. Statický moment Sx, resp. Sy homogennı́ho rovinného obrazce
ohraničeného grafem spojité nezáporné funkce y = f(x) , x ∈
〈a, b〉 a přı́slušnými úsečkami na ose x a na přı́mkách x = a,
x = b, vzhledem k ose x, resp. y je dán vztahem

Sx =
1
2

b∫
a

(f(x))2 dx, resp. Sy =
b∫

a

xf(x) dx.

5. Statický moment Sx, resp. Sy homogennı́ho rovinného obrazce
ohraničeného grafy spojitých funkcı́ y = f(x) a y = g(x) takových,
že f(x) ≥ g(x) pro všechna x ∈ 〈a, b〉 a přı́slušnými úsečkami na
ose x a na přı́mkách x = a, x = b, vzhledem k ose x, resp. y je
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dán vztahem

Sx =
1
2

b∫
a

(
(f(x))2−(g(x))2

)
dx, resp. Sy =

b∫
a

x
(
f(x)−g(x)

)
dx.

6. Statický moment Syz homogennı́ rotačnı́ plochy vytvořené při
rotaci grafu spojité nezáporné funkce y = f(x), x ∈ 〈a, b〉, kolem
osy x vzhledem k rovině yz je dán vztahem

Syz = 2π
b∫

a

xf(x)
√
1 + (f ′(x))2 dx .

V tomto přı́padě je Sxy = Sxz = 0.

7. Statický moment Syz homogennı́ho rotačnı́ho tělesa, jehož
plášt’se vytvořı́ při rotaci grafu spojité nezáporné funkce y = f(x),
x ∈ 〈a, b〉, kolem osy x a které má podstavy v rovinách x = a,
x = b, vzhledem k rovině yz, je dán vztahem

Syz = π
b∫

a

x(f(x))2 dx,
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Výpočet souřadnic těžiště

1. Souřadnice xT , yT těžiště oblouku homogennı́ rovinné křivky

jsou dány vztahy xT =
Sy

s
, yT =

Sx

s
, kde s je délka uvažovaného

oblouku a Sx , Sy jsou přı́slušné statické momenty.

2. Souřadnice xT , yT , zT těžiště oblouku homogennı́ prostorové

křivky jsou dány vztahy xT =
Syz

s
, yT =

Sxz

s
, zT =

Sxy

s
, kde

s je délka uvažovaného oblouku a Sxy , Sxz , Syz jsou přı́slušné
statické momenty.

3. Souřadnice xT , yT těžiště homogennı́ho rovinného obrazce

jsou dány vztahy xT =
Sy

S
, yT =

Sx

S
, kde S je obsah uvažovaného

rovinného obrazce a Sx , Sy jsou přı́slušné statické momenty.

4. Souřadnice xT těžiště homogennı́ho rotačnı́ho tělesa, jehož
plášt’ se vytvořı́ při rotaci grafu spojité nezáporné funkce y =
f(x) , x ∈ 〈a, b〉, kolem osy x a které má podstavy v rovinách x =

a, x = b, je dána vztahem xT =
Syz

V
, kde V je objem uvažovaného

tělesa a Syz je přı́slušný statický moment. Zde je yT = zT = 0.
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Výpočet momentů setrvačnosti

1. Momenty setrvačnosti Ix, resp. Iy, resp. Iz oblouku homogennı́
rovinné křivky vzhledem k ose x, resp. y, resp. k počátku pro
křivku zadanou jako graf spojité nezáporné funkce y = f(x) , x ∈
〈a, b〉, jsou dány vztahy

Ix =
b∫

a

(f(x))2g(t) dt, Iy =
b∫

a

x2g(t) dt, Iz =
b∫

a

(x2+(f(x))2)g(t) dt,

kde g(t) =
√
1 + (f ′(x))2.

2. Momenty setrvačnosti Ix, resp. Iy, resp. Iz oblouku homogennı́
rovinné křivky vzhledem k ose x, resp. y, resp. k počátku pro
křivku popsanou parametrickými rovnicemi x = ϕ(t), y = ψ(t), t ∈
〈α, β〉, s krajnı́mi body

(
ϕ(α), ψ(α)

)
,
(
ϕ(β), ψ(β)

)
, je dán vztahem

Ix =
β∫
α

(
ψ(t)

)2
g(t) dt, Iy =

β∫
α

(
ϕ(t)

)2
g(t) dt,

Iz =
β∫
α

(
(ϕ(t))2 + (ψ(t))2

)
g(t) dt, kde g(t) =

√
ϕ̇2(t) + ψ̇2(t).
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3. Momenty setrvačnosti Ix, resp. Iy, resp. Iz oblouku homogennı́
prostorové křivky vzhledem k ose x, resp. y, resp. z pro křivku
popsanou parametricky rovnicemi x = ϕ(t), y = ψ(t), z = χ(t),
t ∈ 〈α, β〉, s krajnı́mi body

(
ϕ(α), ψ(α), χ(α)

)
,
(
ϕ(β), ψ(β), χ(β)

)
,

jsou dány vztahy

Ix =
β∫
α

(
(ψ(t))2+(χ(t))2

)
g(t) dt, Iy =

β∫
α

(
(ϕ(t))2+(χ(t))2

)
g(t) dt,

Iz =
β∫
α

(
(ϕ(t))2 + (ψ(t))2

)
g(t) dt,

kde g(t) =
√
ϕ̇2(t) + ψ̇2(t) + χ̇2(t).
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4. Momenty setrvačnosti Ix, resp. Iy, resp. Iz homogennı́ho ro-
vinného obrazce ohraničeného grafem spojité nezáporné funkce
y = f(x), x ∈ 〈a, b〉 a přı́slušnými úsečkami na ose x a na přı́m-
kách x = a, x = b, vzhledem k ose x, resp. y, resp. počátku jsou
dány vztahy

Ix = 1
3

b∫
a

(
f(x)

)3
dx, Iy =

b∫
a

x2f(x) dx,

Iz =
b∫

a

(
1
3

(
f(x)

)3
+ x2f(x)

)
dx.
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5. Momenty setrvačnosti Ix, resp. Iy, resp. Iz homogennı́ho ro-
vinného obrazce ohraničeného grafy spojitých funkcı́ y = f(x)
a y = g(x) takových, že f(x) ≥ g(x) pro všechna x ∈ 〈a, b〉 a
přı́slušnými úsečkami na ose x a na přı́mkách x = a, x = b,
vzhledem k ose x, resp. y, resp. počátku jsou dány vztahy

Ix = 1
3

b∫
a

((
f(x)

)3 − (
g(x)

)3)
dx, Iy =

b∫
a

x2
(
f(x)− g(x)

)
dx,

Iz = Ix + Iy.

6. Moment setrvačnosti Ix homogennı́ rotačnı́ plochy vytvořené
při rotaci grafu spojité nezáporné funkce y = f(x), x ∈ 〈a, b〉,
kolem osy x vzhledem k ose x je dán vztahem

Ix = 2π
b∫

a

(
f(x)

)3√
1 +

(
f ′(x)

)2
dx .
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Zpět

Fullscreen

Tisk

Zavřı́t
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7. Moment setrvačnosti Ix homogennı́ho rotačnı́ho tělesa, jehož
plášt’se vytvořı́ při rotaci grafu spojité nezáporné funkce y = f(x),
x ∈ 〈a, b〉, kolem osy x a které má podstavy v rovinách x = a,
x = b, vzhledem k ose x, je dán vztahem

Ix =
π

2

b∫
a

(
f(x)

)4
dx.
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2001.

[2] Nagy, J.; Taufer, J.: Algebra. ČVUT, Praha, 1997.
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