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1.1 Zakladni poznatky o mnozinach

MnoZzinou budeme rozumét souhrn libovolnych objektd. MnoZinu
povaZujeme za urcenou, je-li mozno o kazdém objektu jedno-
znacné rozhodnout, zda do ni patfi, ¢i nikoli. Kazdy z objektd,
ktery patfi do dané mnoziny, se nazyva jejim prvkem (elemen-
tem). Mnoziny budeme znacit velkymi pismeny latinské abecedy,
napf. A, B, M, apod., prvky mnoZin budeme znacit malymi pis-
meny, napf. a, b, z, apod. SkuteCnost, ze a je prvkem (elemen-
tem) mnoziny A, vyjadfujeme zapisem a € A. Neni-li ur€ity objekt
b prvkem mnoziny A, piSeme b £ A.

Obsahuje-li dana mnoZina alespon jeden prvek, nazyva se ne-
prazdna mnoZzina; neobsahuje-liZadny prvek, nazyva se prazdna
mnozina a znaci se symbolem (). Mnozina, ktera ma konec¢ny po-
¢et prvkd (tj. mnozina, ktera je prazdna, nebo je pocet jejich prvki
dan pfirozenym Cislem - viz ¢ast 1.1.2), se nazyva konecna mno-
Zina; kazda mnozina, ktera neni konecna, se nazyva nekonecna.
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Je-li mnoZina A kone¢na, mlzeme ji urcit vyctem jejich prvkd,
které bez ohledu na poradi vypiSeme a uzavieme do sloZzenych
zavorek { }, napfiklad A = {1,3,5,7}.

Konec¢nou i nekonec¢nou mnozinu miZeme dale urcit charakte-
ristickou vlastnosti, tj. takovou vlastnosti, kterou maji pravé jen
prvky zadavané mnoziny. ZjiStovani uvaZzované vlastnosti se pfi-
tom provadi v tzv. zakladni (univerzalni) mnoziné U, ktera obsa-
huje vSechny objekty, které nas v dané situaci zajimaji. Budeme
napfiklad psat:

A={zxeU; V(z)}

a fikat: ,A je mnozina vSech = z mnoziny U, pro ktera plati (ktera
maji vlastnost) V' (x).”
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Mnozinové vztahy a operace
Mnozina B se hazyva podmnoZinou mnoziny A, je-li kazdy prvek
mnoZziny B prvkem mnoziny A; piSeme B C A.

Napfiklad mnozina B = {3,5,7,9} je podmnoZinou mnoziny A =
{1,3,5,7,9,11,13}; mnozina vSech pravouhlych trojuhelnikll je
podmnozinou mnoZiny vSech trojihelnikd, apod.

Uvédomme si, Ze kazda mnoZina je podmnoZinou sebe sama,
tj. pro kazdou mnozinu A plati A C A. Rovnéz plati, Ze prazdna
mnoZzina je podmnozinou kazdé mnoziny, tj. pro kazdou mno-
Zinu A plati: 0 C A.
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Mnoziny A, B povaZzujeme za sobé rovné (piSeme A = B), pravé
kdyZ A C B a zaroven B C A, tj. skladaji-li se z tychz prvka.
Sjednoceni A U B mnozin A, B je mnozina vSech prvkl, které
patfi alespori do jedné z mnozin A, B. Z definice ihned plyne, Ze
sjednoceni libovolné mnoZiny A s prazdnou mnoZinou je mnozina
A L. AUD=A.

Priinik A N'B mnozin A, B je mnoZina v8ech prvkU, které patfi
zaroven do obou mnoZin. Priinik kaZzdé mnoziny A s prazdnou
mnoZinou je zfejmé prazdna mnoZina, A N () = (). Mnoziny A, B,
pro které plati A N B = (), se nazyvaji disjunktni.
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O Priklad

e Sjednoceni mnoZzin:
{2,3,4,5,6,7,8}U{1,3,5,7,9,11,13} = {1,2,3,4,5,6,7,8,9,11,13}

e Prinikmnozin: {2,3,4,5,6,7,8}n{1,3,5,7,9,11,13} = {3,5,7}

Rozdil A\ B mnozin A, B je mnoZina vSech prvkli mnoZiny A,
které nejsou prvky mnoziny B. Je-li specialné B C A, hovofime
o dopliiku mnoziny B v mnoZiné A a piseme B),.

A
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0O Priklad
o Rozdil mnozin:

{2,3,4,5,6,7,84\ {1,3,5,7,9,11,13} = {2,4,6,8}

e Doplnék mnoZziny
B =1{3,5,7,9} vmnoziné A ={1,3,5,7,9,11,13}:

B = {1,11,13}.
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1.2 Druhy Cisel

Zopakujme si, Ze jsme se jiz setkali s nasledujicimi druhy cisel:

Komplexni ¢isla

C

Imaginarni ¢isla Realna ¢isla
Racionalni ¢isla Tracionalni ¢isla

Q R\Q

N

Cela &isla Necela racionalni ¢isla
Prirozena cisla Nula Cela zaporna ¢isla

N 0 Z.
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7+3i

1/2

3/4 5-2i

-1,75

Q R C

NCZcQcRcC
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1.2.1 Mnozina pfirozenych cisel

N={1,23, ...}, No=1{0,1,2,3,...}

Pfirozena Cisla slouZi k vyjadreni poétu osob, zvifat, predmétl
aj., obecnéji poétu prvkl koneénych neprazdnych mnozin. Pfiro-
zené Cislo - uvaZzujme napriklad ¢islo 3 - miZeme chéapat jako
spole€nou vlastnost nasledujicich mnozin:

Ty

Obor pfirozenych Cisel je uzavieny na scitani a nasobent, neni
v8ak uzavieny na odcitani (ne vzdy je rozdil dvou pfirozenych
Cisel pfirozené €islo, napf. 2—5 = —3) ani na déleni (napf. 2 : 5 =
0, 40 neni pfirozené €islo). V oboru pfirozenych Cisel k Zadnému
Cislu neexistuje Cislo opacné ani prfevracene.
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Pfirozena Cisla jsme zvykli zapisovat v pozi¢ni Ciselné soustave
0 zakladu deset, neboli v desitkové soustavé. K tomu pouZi-
vame deset Cislic: 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, jejichZ vyznam zavisi
na jejich umisténi & pozici. Cislice zapisujeme za sebe v poradi
zprava doleva a postupné tak udavame, kolik dané Cislo obsa-
huje jednotek, desitek, stovek, tisicl, desetitisicl, statisict, mili-
onl, ..., tedy nultych, prvnich, druhych, ..., Sestych, ... mocnin
Cisla 10. Jisté vite, Ze napfiklad skupina Cislic

87956

vyjadfuje Cislo obsahujici 6 jednotek, 5 desitek, 9 stovek, 7 tisic
a 8 desetitisic:

8-10000 + 7-1000 + 9-100 4+ 5-10 + 6-1

= 8-104 + 7-100 + 9-102 4+ 5-100 + 6-10°

Pravé uvedeny vyraz se nazyva rozvinuty zapis daného Cisla
v desitkové soustavé, zapis 387 956 se nazyva zkraceny.
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Obecné Ize kaZzdé prirozené Cislo a vyjadrit pravé jednim zplso-
bem ve tvaru

a=ap-10"+ap_1 10" - +a;-10" 4 qo - 10°,
neboli ve zkraceném zapisu
a4 = UpQp—-1...010G0,

kde n je pfirozené Cislo nebo nula, a,,, a,,_1, . . ., a1, ag jsSou néktera
z Cisel 0, 1, ..., 9, pficemz a, # 0. Cislo a; se nazyva Cislice
(cifra) fadu i ¢isla a, €islo 10° se nazyva jednotka radu i.

Kromé desitkové soustavy se Casto setkavame i se soustavou
Sedesatkovou, dvojkovou a prFilezitostné i s nékterymi dalSimi.
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Axiom matematické indukce.

Necht je U C N takova, ze 1 € U.
Jestlize z vlastnosti n € U plyne (n+ 1) € U, pak U = N.

leU 2 3 oo nelU n+leU

L N
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O Priklad 1.1.
DokaZte, Ze pro kazdé n € N plati rovnost

1)(2n+1
I e S (ks )6(n+ 3 (1.1)

Reseni. Oznaéme U = {n € N | pro n plati (1.1)}.

1.2-3
6

2.krok: neU= (n+1)eU:

1.krok: 1eU: 12

P42+ 40+ (n+1)7=
_n(n+1)2n+1)
B 6

(n+1)(n+2)(2n + 3)
6 )

+(n+1)" =

to je pravé vztah (L.1)pron =n+ 1.0
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1.2.2 Mnozina celych ¢isel

zZ={.,6-2,-1,01,2 ...}

Mnozina celych Cisel je rozSifenim mnoziny Ny 0 mnozinu vSech
feSeni rovnic tvaru

ni+x=ny, kde ny, nyeN.

1.2.3 Mnozinaracionalnich Cisel

Q:{%, kdezeZ,neN}

Mnozina racionalnich Cisel je rozSifenim mnoZziny Z o mnoZinu
vSech feSeni rovnic tvaru

20T =zy, kde zi, 2o €Z.
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1.2.4 Mnozinarealnych cisel

R ={ap.a1as...a,..., ap € Z,a, €40, ...,9} prok > 1} ,
kde ke kazdému ng € N existuje n > n, takové, ze a,, # 9.
Mnozina realnych Cisel je tedy zavedena jako mnozZina vSech

desetinnych rozvojll, které nejsou zakonéeny samymi devitkami
— jinak by napf. ¢islo 1 mélo dva rlizné rozvoje,

1.000. .. a 0.999...,

a jeho vyjadreni by nebylo jednoznacné:

9 9 9 9 9 1
T T G

= . —— =1,
10 ' 100 ' 1000 10" 10 1—1/10
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Racionalni Cisla predstavuji pouze periodické desetinné roz-
voje, kde existuje ny € N a k € N takoveé, Ze pro kazdé pfirozené
n > ng je a,ix = a, (jistd skupina Cisel se neustale opakuje).
Cisla, ktera neodpovidaji periodickym desetinnym rozvojiim, se
nazyvaji iracionalni c¢isla.

Usporadani na mnoziné R.

Rekneme, Ze realné &islo

r=T9.T1T2...Tp-1TnLpt1 .- -
je mensi nez realné Cislo

Y="Yo-Y1Y2 - -Yn—1YnYn+1---,

piSeme = < y, pravé tehdy, kdyZz existuje n € N, takové, Ze
T =Y Prok <nax, < y,.

Chceme-li vyjadfit, Ze a < b nebo a = b, piSeme a < b; je-lia > b
nebo a = b, piSeme a > b.

Realna Cislaa > 0 se nazyvaji kladna Cisla, a < 0 zaporna Cisla,
a > 0 nezaporna €isla a a < 0 nekladna cisla.
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Vlastnosti uspofadani

0 Pro kazda dvé realna ¢isla a, b plati pravé jeden ze vztahd:
a <b, a =b, a >b.

O Pro kazda tfi realna Cisla a, b, c plati:
e Je-lia <bazarovenb < c,paka < c.
o Je-lia<b paka+c<b+ec.

e Je-lia < bazaroven c > 0, pak ac < be.

0 Pro kazda Ctyfi reélna Cisla a, b, ¢, d plati:

Je-lia < bazaroveh c <0, pak ac > be.

Je-lia <bazaroveh c < d,paka+c>b+d.

Je-li0 <a<bazaroven 0 < ¢ < d, pak ac < bd.

Je-li0<a<b pakl/a<1/b.
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Geometricka reprezentace mnoziny realnych cisel

Reéln4 cisla jsme zvykli znazorfiovat pomoci Ciselné osy. To
nam umoZziuje nasledujici tvrzeni:

Tvrzeni 1. Existuje zobrazeni mnoZiny R na pfimku, které méa
tyto vlastnosti:

e Je vzajemné jednoznacné, tj. obrazem kazdého realného
Cisla je prave jeden bod pfimky a naopak, kazdy bod pfimky
je obrazem prave jednoho realného cisla.

e Jsou-lia, b, clibovolna realna Cisla, pro kteraplatia < b < ¢,
pak obraz Cisla b leZi na pfimce mezi obrazy Cisel a, c.
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Grafické znazornéni realnych Cisel na Ciselné ose

Zvolme pfimku z a na ni dva rlizné body, z nichz jeden prohlasime
za obraz Cisla 0, oznacime jej stejnym symbolem a nazveme jej
pocatkem, druhy zvolime za obraz Cisla 1, ozna¢ime jej rovnéz
symbolem 1 a nazveme jej jednotkovym bodem. Pfimce x se
pak fika Ciselna osa; jeji poloha se obvykle voli vodorovna a bod
1 se na ni voli vpravo od pocatku 0.

Kazdému realnému Cislu a se na Ciselné ose pfifazuje bod zvany
obraz cisla a, ktery budeme znacit stejné. Kladné cCislo a se
pfitom zobrazuje na polopfimku '01’ tak, Ze vzdalenost obrazu od
pocatku je rovna Cislu a (. a krat velikost jednotkové Usecky '01’),
obraz zaporného Cisla b leZi na polopfimce opacné k polopfimce
'01’ a jeho vzdalenost od pocatku 0 je rovna Cislu —b. Polopfimka
'01’ se proto nazyva kladna poloosa (obvykle je opatfena Sip-
kou), polopfimka opacna k polopfimce ‘01’ se nazyva zaporna
poloosa. Pro jednoduchost se o realnych Cislech ¢asto hovofi
pfimo jako o bodech Ciselné osy.



http://euler.fd.cvut.cz

Absolutni hodnota realného ¢isla a je definovana takto:

a, je-li a>0,

la| =
—a, je-li a<0.
|b|=|-a|=|a| |a
~ " ~ " ~ R
b=—a<0 0 1 a>0

Absolutni hodnota nezaporného cisla je tedy dané cislo samo,
absolutni hodnota zaporného cisla je Cislo k nému opacné.



http://euler.fd.cvut.cz

Vzdalenost realnych Cisel
Uvédomme si, Ze pro libovolna z, y, z € R plati:
1. |z —y| >0,
2. [x—y|=0<=z =y,
3. |z —z| <|x—y|+ |y — 2| (trojuhelnikov& nerovnost).

V grafickém znazornéni realnych €isel na €iselné ose predstavuje
absolutni hodnota |a | vzdalenost obrazu cisla a od pocatku;
|a — b| pak pfedstavuje vzdalenost obraz( ¢isel a, b.

Obecné bychom mohli vzdalenost dvou realnych Cisel zavést
jako libovolnou funkci p : R x R — R splfiujici podminky 1.-3.
Nebude-li vSak fe€eno jinak, budeme vzdalenosti rozumét abso-
lutni hodnotu.
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RozSifeni mnoZiny realnych ¢isel 0 +o0o a —oo

Mnohdy je vyhodné rozSifit mnozinu realnych Cisel o dva symboly,
+00 a —oo, pro které plati: —oco < x < 400 pro kazdé x € R.

v

Takto rozsSifenou mnozinu budeme znacit jako R* a pfirozené na
ni rozSifime nékteré algebraické operace:

}:I:oo|:—|—oo, +o00+ 2 = Focoprokazdé r € R,
+00 + (400) = 400, —00 — (—00) = —o0,
x - (£o0) = £oo prokazdé z > 0,

x - (+00) = Foo pro kazdé = < 0,

+ +
;.O::I:ooprox>07 ;.O::Foopr0$<0,
€T Xz

T

— =0 R.

oo prox €

Nelze definovat: +oo + (—o0), 0-(£o0), 0/0, =oo/£o0.
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Interval je podmnoZina mnoZiny v3ech reélnych cisel, ktera se
na Ciselné ose zobrazi jako Usecka, polopfimka nebo pfimka, pfi-
c¢emz krajni body Usecky a pocatecni bod polopfimky k ni mohou,
ale nemusi patfit.

[J Interval omezeny (na Ciselné ose znazornén useckou)

O Uzavfeny: (a,b) = {r e Rja <z < b}

a b x
0 Polouzavfieny:

(a,b) ={x € Rja <z <b}, (a,b) ={r € Rja <z < b}

a B T a l; i

O Otevieny: (a,b) ={r e Rja <z < b}

O

a b T
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[0 Neomezeny (znazornén pfimkou nebo polopfimkou)
0 Neomezeny zprava:

(a,4+00) ={z € Ryxz > a}, (a,400) ={z € Rjx > a}

0 Neomezeny zleva:

(—o0,b) ={x € R;z < b}, (—o0,b) ={x € R;z < b}

>
8
>
8

0 Oboustranné neomezeny: (—oo,+oc0) =R
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1.2.5 Mnozina komplexnich cCisel

C={..,-2-1012 ...}

Rovnice 22 + 1 = 0 nema v mnoziné R feSeni. Snaha o vytvo-
feni takového oboru Cisel, v némz by kazdéa algebraicka rovnice
meéla feSeni, vedla k vytvoreni mnoziny komplexnich Cisel, kterou
budeme znacit symbolem C.

MnoZinu reélnych Cisel R rozSifime na mnoZinu komplexnich ¢i-
sel C takto. Nejdfive pfidame k mnoziné R Cislo, které budeme
znacit ¢ a které definujeme pozadavkem, aby splhovalo rovnost
i2 = —1. Cislo i budeme nazgyvat imaginarni jednotkou. Pak pFi-
dame vSechna Cisla tvaru x + iy, kde z, y jsou realna Cisla a i je
imaginarni jednotka. Takto utvofena Cisla budeme nazyvat kom-
plexnimi &isly. Cislo = nazyvame realnou ¢asti komplexniho
Cisla z = = + iy a znaCime je Rz; Cislo y nazyvame imaginarni
casti komplexniho Cisla z = = + iy a znaCime je $z. Komplexni
Cislo, jehoZ realnéa Cast je rovna nule, nazyvame ryze imaginar-
nim ¢&islem. Cislem komplexné& sdruzenym ke komplexnimu
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Cislu z = = + iy nazyvame Cislo z = x — iy. (Realné &asti obou
i

v

Cisel jsou si rovny, imaginarni se liSi ve znaménku.)

Rovnost dvou komplexnich Cisel se definuje tak, Zze dvé kom-

plexni €isla jsou sirovna prave tehdy, kdyZ se rovnaji jejich realné
i jejich imaginarni Casti.

Pro imaginarni jednotku zfejmé plati rovnosti

4k — 1 -4k+1 — -4k+2 — _1

i i, i = i keZ. (1.2

?

Kazdé komplexni Cislo z = x + iy je jednoznacné urfeno uspo-
Fadanou dvojici realnych Cisel (x,y). Tato dvojice ur€uje v roviné
R? s kartézskou soustavou soufadnic pravé jeden bod, ktery ma
soufadnice (z,y). Také obracené, kazdé usporadané dvojici (z, y)
soufadnic né&jakého bodu roviny R? mizeme pfifadit pravé jedno
komplexni Cislo z = x + iy. Dostali jsme tak vzajemné jedno-
znacny vztah mezi rovinou R? a mnozinou komplexnich ¢isel C.
Budeme proto i komplexni Cisla chapat jako body v roviné a tuto
rovinu budeme nazyvat rovinou komplexnich ¢isel, nebo také
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komplexnirovinou C. Pfimku
{zeC|32=0}, resp. {zeC|Rz=0}

nazyvame realnou, resp. imaginarni osou komplexni roviny C.
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Modul komplexniho Cisla
Cislo

2] = V22 = /22 + 12 (1.3)

je tzv. modul (absolutni hodnota) komplexniho Cisla z = = + iy.
Zfejmé je |z| € (0,00). Kazdé komplexni €islo, jehoZ modul je
roven 1, se nazyva komplexni jednotka.

Hlavni hodnota argumentu

Dalezitou roli v celé analyze komplexni promé&nné ma velikost
orientovaného Ghlu, ktery svira kladna realna poloosa a privodic¢
bodu = # 0 v komplexni roviné. Toto Cislo se obvykle znaci sym-
bolem ¢ a zpravidla se pozZaduje, aby leZelo v intervalu (—m, 7).
Tento Uhel ¢, ktery je pfifazen kazdému nenulovému komplex-
nimu €islu z, nazyvame hlavni hodnota argumentu komplex-
niho Cisla z. Nékdy se misto intervalu (—, 7) voli interval (0, 27).
Pro hlavni hodnotu ¢ argumentu komplexniho €isla = se pou-
Ziva oznaceni arg z. JelikoZ kazdému nenulovému komplexnimu
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Cislu z je pfifazena prave jedna hlavni hodnota argumentu arg z,
mlzeme arg z chapat jako realnou funkci komplexni proménné,
definovanou na mnoziné C \ {0}, nebo také jako realnou funkci
dvou realnych proménnych. Explicitné ji m&izeme definovat pred-
pisem:

7 4 arctg ¥ provsSechna z <0,y >0,

provsechna z =0,y >0,

SE}

argz = { arctg ¥ provSechna z >0,y € R, (1.4)

provSechna x =0,y <0,

R

| —7+arctg £ provsechna z <0,y <0.

Pomoci hlavni hodnoty arg z nenulového komplexniho ¢isla md-
Zeme definovat nekonec¢né mnoho dalSich hodnot argumentu to-
hoto Cisla z, a to pfedpisem

Arg,z = argz + 2km, k€ Z. (1.5)
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Zfejmé Arg .z € ((2k — 1)m, (2k + 1)7) a Arg,z = argz. Takto
definované funkce Arg .z, jejichz definicnim oborem je C \ {0},
nazyvame jednoznacnymi veétvemi argumentu. Funkce arg z
se nazyva hlavni vétev argumentu.

Zapis komplexnich Cisel

Vv

Kazdé komplexni €islo » # 0 Ize zapsat pravé jednim zplisobem
v jeho tzv. kartézském (algebraickém) tvaru

nebo v tzv. goniometrickém (polarnim) tvaru
z = |z|(cos p + isinp) = |z| cos p +i|z|sing. (1.7)

Z goniometrického tvaru komplexniho €isla z plynou rovnosti

coswzizL sinwzi:L. (1.8)

2| /a2 y?] 2] a2 2
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Uvedeme jesté tfeti, tzv. exponencialni tvar komplexniho Cisla
z = |z|e", (1.9)

kde komplexni funkci realné proménné ¢ definujeme pomoci
tzv. Eulerova vztahu

e’ =cosp +ising, pcR. (2.10)
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0 Priklad
Vyjadfeme komplexni €islo z = 1 + iy/3 v goniometrickém a ex-
ponencialnim tvaru.

Reseni. Nejdfive vypo&teme modul |z| a hlavni hodnotu argu-
mentu ¢ = arg z. Podle (1.3) je |z| = v/1+ 3 = 2. Pro hodnotu ¢
podle (1.8) musi platit

1 3
coswzé, sinwzg, —-T<p< .

Odtud dostavame ¢ = x/3. Podle (1.7) goniometricky tvar kom-
plexniho Cisla z je
z=2 (cosﬂ +z'sin7r>
- 3 3/
Podobné podle (1.9) pro exponencialni tvar komplexniho Cisla =
plati
z=2e"3
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Pocetni operace s komplexnimi ¢isly

ro~r

Necht z = z +iy a w = u+iv jsou dvé komplexni Cisla. Pak jejich
soucet, rozdil, soucin a podil definujeme vztahy:

z+w=(z+iy)+ (u+iv) = (r+u) +i(y +v)

z—w=(z+iy) — (u+iv) =(x—u)+ily —v)

2w = (z +iy)(u+iv) = (zu — yv) + i(zv + yu) (1.11)

z x+iy (v+iy)(lu—iv) zutyv yu-—2v

w  utiv  (utiv)(u—iv)  uZ4 v T

Slovy mlizeme operace s komplexnimi €isly popsat takto.
Scitani a odcitani je nejvyhodnégjsi ve tvaru kartézském. Se-
¢teme, resp. odeCteme realné Casti a seCteme, resp. odeCteme
imaginarni ¢asti.
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Nasobeni komplexnich Cisel v kartézském tvaru provadime jako
nasobeni dvojclenu dvoj¢lenem, v goniometrickém a exponenci-
alnim tvaru se vynasobi moduly a sc€itaji argumenty:

z = |z|(cos o + ising) = |z, w = |w|(cosy +isiny) = |w|e™
2w = |z e w]e = |z||w|e®e™ = |z||w|(cos p+i sin @) (cos Y+isin ) =
= |z]|w|[(cos ¢ cos i — sin ¢ sin ) + i(cos psin 1 + sin p cos )| =

Tedy

2w = |z||w|[cos(¢ + ) + isin(p + ¢)] = |2||w| e ¥ . (1.12)

Soucasné jsme ukazali, Ze plati rovnost
e = il ty), (1.13)
Odtud indukci pro kazdé pfirozené n plyne

(e'?)" = eme. (1.14)
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Déleni komplexnich €isel v kartézském tvaru pro w # 0 provadime tak,
ze zlomek rozSifime Cislem komplexné sdruzenym ke jmenovateli. V
goniometrickém a exponencialnim tvaru se déli moduly a argumenty se
odecitaji:

z=|z|(cos p + isinp) = |z|e®, w = |w|(costp + isiny) = |w|e,

z _ |zl(cosp+ising)  |z|(cosp +ising)(cosy) —isine)

w  |w|(cosyp +isingy)  |w|(costh + isinep)(costp — ising))

2~ Bl oot ) isinlp - ) = V. g

Moivreova véta
Z Eulerova vztahu

e =cosp+ising, ¢eR, (1.16)
plyne

cosp == (e¥+e ™) sing= 212 (€' — 7). (1.17)

N |
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Umocnime-li obé strany rovnosti (1.16) na €islo n, dostaneme rovnost
(cosp + isin )" = (e™¥)".
ProtoZe (e'?)" = e¥, plati tzv. Moivreova véta:
(cosp + isinp)™ = cosnp + isinngp, (1.18)
Jestlize
2 = |2] T2k — 12| (cos(ip + 2km) + isin(p + 2k)),

pak pomoci Moivreovy véty dostavame:
n ©+2km . s p2kT n _
<\/]z| (cos—n + i sin £ )) =

= |z|(cos(p + 2km) + isin(p + 2k7)) = 2

prok=0,1,2,...,n—1.
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Je tedy pfirozené prohlasit kazdé z n Cisel

vz), = /2] (cos £E2ET 4 ;gin £E2kT :
k n n
(1.19)

zan-tou odmocninu komplexniho Cisla z. PovSimnéte si, Zze pron = 2
areélna z > 0 odpovida (¢z ), = (v/z ), obvyklé definici druhé odmoc-
niny v oboru realnych ¢isel. Podrobnéjsi rozbor a zdlvodnéni definice
n-t& odmocniny bude dano ve druhé kapitole pfi studiu zobrazeni v

komplexni roviné.
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0 Priklad. Mame najit vSechna feseni algebraické rovnice 25 — 8 = 0.
Re3eni. Uloha je ekvivalentni s Glohou najit hodnoty v&ech Sestych
odmocnin €isla 8. Podle (1.19) je

2k 2k
({‘/g)k = (6 8(c050-|—z'sin0)k = ﬁ(cos%-i—isin%) , k=0,1,2,3,

Odtud dostavame hledané odmocniny

(\6/_)0 = V/2(cos0 + isin0) = V2,

oo

(V8), = V2(cos(n/3) + isin(n/3)) = v2(1/2+iv3/2),
(V8), = V2(cos(2m/3) + isin(2m/3)) = V2(—1/2+iV3/2),
(V8), = V2(cosm + dsinT) = V2,

(V8), = V2(cos(4n/3) + isin(4n/3)) = —v2(1/2+iv3/2),

(V8)s = V2(cos(5m/3) + isin(57/3)) = v2(1/2—iV3/2).
Resenimi dané rovnice je tedy mnoZina komplexnich &isel

{\/—\/—\/_\/_\/_\/_\/_Jr\/—\/_\/_}

272 27 2 27 2 2
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Pro komplexni Cisla plati uZite€né nerovnosti, které budeme pou-
Zivat v dalSim textu. Z definice modulu komplexniho €isla plynou
nerovnosti

—lz] <Rz < 2|, —2] <z < el (1.20)
Zfejmeé plati
|21+ 2 = (214 22)(Z1 + Z2) = |21 + |2 + 2R(2172), (1.21)

|Zl — Z2|2 = (Zl — ZQ)(El — 52) = |Zl|2 + |22|2 — 2%(2172) (122)

Z nerovnosti (1.20) plyne R(z1z2) < |21||z2| a z pfedchozich dvou
nerovnosti plynou nerovnosti

|21+ 22| < o]+ |22l [z — 22| 2 [|2a] — [22]]. (1.23)

V geometrické interpretaci pfedstavuji nerovnosti (1.23) znamé
podminky pro konstrukci trojuhelnika ze tfi zadanych Usecek:
soucet délek dvou stran nemlZe byt mensi nez strana treti a
velikost rozdilu délek dvou stran nemlZe byt vétSi nez strana
treti.
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1.2.6 Mnoziny realnych cisel a jejich vlastnosti

Definice 1. Mnozina M C R se nazyva
[0 shora omezena, jestlize existuje H € R takoveé, ze
pro kazdé = € M plati nerovnost = < H;

[0 zdolaomezena, jestlize existuje D € R takové, Ze pro
kazdé = € M plati nerovnost = > D;

[0 omezena, je-li omezena shora i zdola.

Cislo H se nazyva horni odhad mnoZiny M, &islo D se
nazyva dolni odhad mnoziny M.



http://euler.fd.cvut.cz

Definice 2. Necht M c R. Cislo S € R, pro které plati:
1. prokazdé z € M jex < S,
2. pro kazdé S’ < S existuje x € M takové, Ze x > 5’,

se hazyva supremum mnoziny M.

Supremum mnoziny je tedy jeji nejmensi horni odhad.

M R

“\
=
o)
T @

Poznamka. Prvni podminka fik4, Zze S je horni odhad, druha
podminka fika, Ze je ze v3ech hornich odhadl nejmensi, tj. Zadné
Cislo S” mensi nez supremum neni hornim odhadem. Supremum
S nemusi byt prvkem mnoZziny M.
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Definice 3. Necht M c R. Cislo s € R, pro které plati
1. prokazdé z € M je x > s,
2. pro kazdé s’ > s existuje x € M takové, Ze x < ¢,

se nazyva infimum mnoziny M.

Infimum mnozZiny je tedy jeji nejmensi horni odhad.

R M
@
D s X s’

Poznamka. Prvni podminka fik4, Ze s je dolni odhad, druha pod-
minka fika, Ze je ze vSech dolnich odhadll nejvétsi, tj. Zzadné ¢islo
s' vétsi nez infimum neni dolnim odhadem. Infimum s nemusi byt
prvkem mnoziny M.
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Véta o supremu a infimu v R

1. Pro kaZzdou neprazdnou shora omezenou mnoZinu
M C R existuje pravé jedno supremum S € R.

2. Pro kaZzdou neprazdnou zdola omezenou mnoZinu
M C R existuje pravé jedno infimum s € R.

Poznamka. PovSimnéme si, ze v mnoziné racionalnich cisel
uvedena véta neplati. Staci uvaZzovat

M={qeQ; ¢<2}.

V redlném oboru by bylo supremum +/2, infimum —v/2,
tato Cisla vSak nejsou racionalni.
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Definice 4. Necht ¢ > 0. Okolim bodu a € R se nazyva
mnozina U.(a) vSech bodl = € R, jejichz vzdalenost od
bodu a je mensi nez e, tj.

Ua) ={z €R; |z —a| <e}.
Definice 5. Prstencovym okolim bodu a € R se nazyva
mnozina P.(a) = U.(a) \ {a}, tj.

Pa)={z€R; 0<|z—a| <e}.

a—-¢ X a a+ée a—-¢&¢ X a a—+¢
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Pro ¢ > 0 definujeme okoli bodu +o0o jako
1
U.(+00) = {:Jc ER; z> g} U {400}
a okoli bodu —oc jako

Ux—m):{xeR;x<—é}u{—m}

Prstencova okoli se definuji bez bodl +oo:

1
PE(—l—oo)z{xeR; x>g},

€

}u—m):{zeR;x<—1}.
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Definice 6. Uvazujme mnozinu M C R. Bod a se nazyva
O vnitfni bod mnoziny M, existuje-li okoli U.(a) C M.

O vnéjSi bod mnoziny M, existuje-li okoli U.(a) takove,
ze U.(a) N M = 0.

O hrani¢ni bod mnoziny M ma-li kazdé jeho okoli U, (a)
neprazdny prinik jak s mnoZinou M tak jejim doplitkem
MC =R\ M.

Ug(az) M ¢

[ J
a

Ug(a) "M =@ NM=@

M M°=RAM
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Definice 7. Mnozina M C R se nazyva

[0 oteviena prave tehdy, kdyz je kazdy jeji bod jejim vnitf-
nim bodem.

00 uzavfena praveé tehdy, kdyz je jeji doplnék M = R\ M
oteviena mnoZina.

O Priklad 1.2.
o M =(—1,2)U(3,5) je oteviena mnoZina.
o M =(—1,2)U(3,5) je uzaviena mnozina.

e M =(—1,2) U (3,5) neni oteviena ani uzaviena.

M, — oteviena M, — uzaviena M5 neni oteviena ani uzaviena
—0 O—O0—O0— —@ *—o—o— —O———0O—0—0—
-1 2 3 5 -1 2 3 5 -1 2 3 5
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Definice 8. MnoZina vSech vnitfnich bodl mnoziny M se
nazyva vnitfek mnoziny M a znaci se M°.

Definice 9. Uzavérem mnoziny M nazyvame doplnék
ke vnittku dopliku mnoziny M a znalime jej M, tj.
M =R\ (R\ M)".

Definice 10. Hranici mnoZzZiny M nazyvame mnoZinu
vSech jejich hrani¢nich bodi a znacime ji M.

O Priklad 1.3.

UvaZujme M = (—1,2) U (3,5) .
o M°=(-1,2)U(3,5),
o M =(-1,2)U(3,5),

o OM ={-1,2,3,5}.
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Definice 11. Bod z se nazyva
0 hromadny bod mnoziny M pravé tehdy, kdyZz pro
kazdé jeho prstencové okoli P.(x) je M N P.(x) # 0.
00 izolovany bod mnoziny M prave tehdy, kdyz existuje
prstencové okoli P.(x) takové, Ze M N P.(z) = 0.

O Priklad 1.4.
M=(-1,2) U {4}
hromadny bod: libovolné xe{-1,2) izolovany bod: 4
O O @
-1 2 4

Definice 12. Uzaviena a omezena mnozina M C R se
nazyva kompaktni.
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PREDNASKA 2

MATICE
A DETERMINANTY
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2.1 Matice — zakladni pojmy

Matice A realnych nebo komplexnich ¢isel je zadana tim,
Ze je zadano m x n realnych nebo komplexnich ¢isel a,.,,
kde index r, resp. s probiha pfirozena €isla od 1 do m, resp.
od 1 do n. Cisla a,s se nazyvaji prvky matice A. Matici A
S prvky a,, zapisujeme ve tvaru

a1, @12, -, Qip
az1, G22, - )

A. — 9 Y 9 n : (2-1)
m1, Am2, -5 Gmn

nebo strucnéji

Je-li z kontextu jasné, jakych hodnot nabyvaji indexy r a s, pou-
Zivame také zapis (a,,). Zapis (2.1) vede k tomu, nazyvat index
r, resp. s radkovym, resp. sloupcovym indexem matice A.
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Usporadanou n-tici, resp. usporadanou m-tici €isel a,., s konstant-
nim fadkovym indexem r, resp. sloupcovym indexem s nazyvame
r-tym fadkem, resp. s-tym sloupcem matice A.

Uspofadanou dvojici pfirozenych Cisel (m,n), kde m je pocet
radkd a n je pocet sloupcll matice A, nazyvame typem matice
A. Je-li m = n, fikdme, Ze matice A je Ctvercova. Je-li m # n,
fikame, Ze matice A je obdélnikova.

Radky, resp. sloupce matice A typu (m,n) mlZeme povaZovat za
n-slozkové, resp. m slozkové aritmetické vektory. Mluvime proto
o nich jako o Fradkovych, resp. sloupcovych vektorech matice
A achapeme je jako prvky pfislusnych vektorovych prostord arit-
metickych vektor(.

Prvky a,., m = 1,2,... k, kde k = min{m,n}, nazyvame diago-
nalnimi prvky matice A. Uspofadanou k-tici Cisel (a11, aga, - . ., agk)
nazyvame diagonalou matice A. Prvky a,; pro r < s nazyvame
naddiagonalnimi a pro r > s poddiagonalnimi prvky matice A.
Matice A a B jsou si rovny prave tehdy, kdyZz maji obé stejny typ
a na stejnych mistech stejné prvky.
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Jsou-li v8echny prvky matice A = (a,s) typu (m,n) nulové, pak
fikame, Ze A je nulova matice a znacime ji 0,,,,, nebo prosté O.
Jsou-li vSechny nediagonalni prvky matice A nulové, tj. a,; = 0
pro r # s, pak fikame, Zze A je diagonalni matice. Uvédomme
si, Ze diagonalni matice nemusi byt ¢tvercova. Je-li A Ctvercova
diagonalni matice a vSechny diagonalni prvky jsou 1, pak fikame,
Ze A je jednotkova matice a znacime ji E,,, nebo prosté E.
Jsou-li vSechny naddiagonalni, resp. poddiagonalni prvky matice
A nulové, pak fikame, Ze matice A je dolni, resp. horni troja-
helnikova.

Je-li A = (a,5), pak matice —A = (—a,;) Se nazyva matice
opacna k matici A.

Je-li A = (a,s) matice typu (m,n), pak matici B = (b,s) typu
(n,m), pro jejiz prvky plati

bys =ag, r=12,....n,s8=1,2,....,m, (2.2)

nazyvame matici transponovanou k matici A a zna¢ime ji AT,
Matice transponovana k matici A tedy vznikne "pfeklopenim” ma-
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tice A kolem jeji diagonaly. Napf. matice transponovana k matici
A 2, 3, 1
5, 8 —2

2, 5
AT=1| 3, 8
L,

je matice

—2

Z definicniho vztahu (2.2) je vidét, Ze pro libovolnou matici A plati
(AT = A.

Ctvercova matice A = (a.s) S€ nazyva symetricka pravé tehdy,
kdyz AT = A, tj. pravé tehdy, kdyZ a,, = a,,. pro vSechna r, s.
Pfikladem symetrické matice je napf. matice

1, 3, 2
A=1[3 0 -1
2, -1, 5
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Ctvercova matice A = (a,s) se nazyva antisymetricka pravé
tehdy, kdyzZ a,, = —a,, pro vSechna r, s. Pro diagonalni prvky pak
plati a,, = —a,.., atedy vSechny diagonalni prvky musi byt nulové.
Prikladem antisymetrické matice je napf.
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2.1.1 Linearni operace s maticemi

Definice 1. S¢itani matic. Necht A = (a,,), B = (b,5) jsou
matice téhoz typu (m,n). Souctem matic A a B nazyvame
matici C = (¢,s) typu (m,n), definovanou vztahem

Crs =Ups+ b, T=1,2,....m,s=12....n. (2.3
Soucet matic A a B zapisujeme A + B.

Zfejmé pro

je
3 1, 3
A+B= ’ ’ :
* ( 0, —1, 1 )
ProtoZe soucet matic je definovan vztahem (2.3) pomoci jejich
prvk{, a tedy Gisel, plyne z komutativnosti a asociativnosti s¢itani
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Cisel také tatéz vlastnost pro s¢itani matic. Tedy, jsou-li A, B, C
matice téhoz typu, pak plati rovnosti

A+B=B+A, (2.4)
A+B+C)=(A+B)+C. (2.5)

Je-li A libovolna matice typu (m,n), O nulova matice téhoz typu
a —A matice opacna k matici A, pak plati

A+0=0+A=A, (2.6)
A+(—A)=(-A)+A=0. (2.7)

Snadno se rovnéz ovérfi, ze

(A+B)" = AT + BT, (2.8)
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Definice 2. Nasobeni matice Cislem. Je-li A = (a,5) ma-
tice typu (m,n) a k je Cislo, pak k-nasobkem matice A
nazyvame matici C = (c¢,s) téhoz typu, pro jejiz prvky plati

Crs = kays, r=1,2,....m,s=1,2,....,n. (2.9)

Zfejmé pro kazdou matici A plati

0A =0, (2.10)
(-1)A = —A. (2.11)
Jsou-li A, B matice téhoz typu, k, h Cisla, pak
k(A +B) = kA + kB, (2.12)
(k+h)A =kA+hA, (2.13)
k(hA) = (kh)A (2.14)
1A =A, (2.15)

(kA)" = kAT (2.16)
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2.1.2 Priklad
UkazZeme si pouZziti uvedenych rovnosti pfi praci s maticemi.

1, -1 —2, 2

36 (2, 4) +18 (—4, —8) =
3, —6 —6, 14
1, —1 2, 2

18 [2 (2, 4) + (4, 8)] =
3, —6 —6, 14
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2.1.3 Nasobeni matic

Definice 3. Jsou dany matice A = (a,s) typu (m,p), B =
(bs) typu (p,n). Sou€¢inem matic A a B (v tomto poradi) je
matice C = (c¢,,) typu (m,n), definovana predpisem

p
Crs = arlbls + ar2b2s SRR arpbps - Z arkbkzs (217)
k=1

provsechnar =1,2,...,m,s = 1,2,...,n. SouCin matic A
a B zapisujeme symbolem AB.

Pfipomeneme-li si definicni vztah skalarniho soucinu dvou vek-
torQ, vidime, Ze prvek c,, souéinu AB dostaneme jako skalarni
soucin r-tého fadku matice A a s-tého sloupce matice B. Tim je
rovnéz objasnéna podminka na typy matic, ktera musi byt spl-
néna, aby soucin byl definovan.
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Vlastnosti soucinu matic. Je-li E jednotkova matice a A, B
libovolné matice, pak plati

EA=A, BE=B, (2.18)

jakmile jsou souciny na levych stranach rovnosti definovany.

Nasobeni matic je asociativni, tj. pro kazdé tfi matice A, B, C
plati
A(BC) = (AB)C, (2.19)

jakmile je soucin definovan.

Nasobeni matic neni komutativni. Pro nulovou matici O a libo-
volné matice A, B plati

0A=0, A0=0, (2.20)

jakmile je soucin na levé strané definovan.
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Jsou-li A, B, C matice a k Cislo, pak plati

k(AB) = A(kB) = (kA)B, (2.21)
(A+B)C=AC +BC, (2.22)
A(B+C)=AB+AC, (2.23)

(AB)" = BTAT, (2.24)

kdykoliv je alesponi jedna strana rovnosti definovana.

Dillkazy prvnich tfi rovnosti jsou zcela elementarni. K diikazu
¢tvrté rovnosti staci si zapsat jednotlivé prvky soucintl na levé a
pravé strané a pak je porovnat.

Soucin AB dvou matic mdize byt nulova matice i kdyz ob& matice
A, B jsou nenulové:
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O Priklad. M&me najit soucin matic A a B, kde

2, 2 (-2, 1
1A_<17]->7 B_< 27 _1).
2, 2 -2, 1\ _ (0,0
AB_<171>< 27 _1>_<070>-

Soucin dvou nenulovych matic tedy méze byt nulova matice.

Reseni.
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0 Priklad. Necht

1, -1
A= (1) B_( A 0).
’ -3, 4
Pak soucin AB neni definovan, protoZe typ A je (2,2) atyp B je

(3,2).
Je vSak definovan soucin BA a plati

1, -1
sac 2 o) (12
—3, 4 ’
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O Priklad. Necht
A cosz, sinx B[~ cosx, sinz
-\ sinz, —cosz /)’ n sinz, cosx )’
pro libovolné realné z. Pak jsou definovany oba souciny AB i BA
a plati

—cos’x + sinz, coszsinz + sinxcosx)

—sinxcosr — sinxcosz, sin® — cos? x
—cos 2z, sin 2x
—sin2x, —cos2x )’

BA — ( —cos2x, —sin2x )

aB—

sin 2x, —cos2x
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2.2 Determinanty

2.2.1 Determinant a jeho vlastnosti

Pfedpokladejme, Ze A je Ctvercova matice. Ukazeme, jak Ize
kazdé takové matici pFifadit jisté realné Cislo, které budeme nazy-
vat determinantem matice A. Nejdfive popiSeme zakladni mys-
lenku na maticich typu (2, 2).

Definice determinantu matice typu (2,2).

Budeme se zabyvat soustavou dvou linearnich algebraickych rov-
nic
anry + apry = by,

2.25
anwy + apry = b. ( )

Pfedpokladejme, Ze matice této soustavy

A — <a11, a12)
21, A22
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je regularni, tj. Ze jeji fadky jsou linearné nezavislé. Pak mizeme
neznamou z, vyloucit tak, Ze nasobime 1. rovnici Cislem ay,
druhou cislem (—a;;) a takto upravené obé rovnice seCteme.
Dostaneme rovnici

(a11a22 - a12a21)$1 = byags — baass .
ProtoZe matice A je regularni, je €islo a;1as0 —a1za2; # 0. MUZeme

tedy psat
biagze — baaqs

(2.26)

I = .
A11022 — A12G21
Analogicky vylou€ime-li ze soustavy (2.25) neznamou z;, dosta-

neme
a11b2 — ag1 by

(2.27)

To = .
a11Q20 — A12G21

OznaCime-li

det <a11, am) = 11022 — G12021 , (2.28)

21, A22
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pak ziejmé
det (bl, a12) = b1a22 — bga,lg s

by, ag
b

det <a11, 1) = a11by — a1 by
asy, by

a vztahy (2.26), (2.27) mliZeme psat ve tvaru
dot (bl, a12) dot (a117 b1)
ba, ass as1, by

, X9 = .
det <a11, a12) det <a11, G12)
a21, Q22 a21, A22

a11, Aa12
det A = det ( ’ = @11022 — Q12021
21, «A22

Ir =

Cislo

nazyvame determinantem matice A.

(2.29)

(2.30)



http://euler.fd.cvut.cz

Vlastnosti determinantu matice typu (2,2).
Uvedeme si nékteré vlastnosti determinantu, jejichz platnost si
¢tenar snadno oveéri sam pomoci definicniho vztahu (2.30).

1. Jestlize matice B vznikla z matice A zdménou fadkd nebo
sloupcl, je det B = — det A.

d a1, A22
et = 21012 — Q11022 = —(a11a22 - a12a21) =
aii, a2
a a
—det( 11, 12>‘
21, @G22
Analogicky pro zaménu sloupcu.

2. M&-li matice A obé Fadky stejné, je det A = 0.
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. Jestlize matice B vznikla z matice A vynasobenim jednoho
fadku Cislem «, je det B = avdet A.

Qap, Qa2
det = Q11092 — QU1 A19 =
21, @22

aii, Qa2
= OZ(GHGQQ — a12a21) = adet .
a21, Aa22

. Ma-li matice A jeden fadek nulovy, je det A = 0.

. Plati
det <G11 +b11, a2+ blg) _

21, 22

= (a11+b11)age—asz (a12+b12) = (a11020—a21012)+(b11a22—a21b12) =

a a b b
:det( 115 12> —|—det< 11, 12) .
21, «A22 21, A22
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6. Jestlize matice B vznikla z matice A pfi¢tenim a-nasobku
jednoho fadku ke druhému, pak det B = det A.
Skutecné, podle vlastnosti 5, 3 a 2 plati

d (an + aaoy, aiz + aa22>
et =
21, a22

— det (am a12) + adet (CL21, CL22) .
A21, A22 21, A22
a11, Qa2
= det ( ’ )
21, «A22

7. Determinant soucinu matic je soucin determinantd téchto
matic, tj. det AB = det A det B.



http://euler.fd.cvut.cz

det (alb a12> <511, b12> _
21, 22 b21, bao
— det (allbll + aigbo1, a11bi2 + a12b22> _
a21b11 + a2bor,  a21b12 + agabao

_|_

— det <a11b11, a11b12) + det (anblb a12b22)

a21b11, 21012 (121511, 22029
ai2b a1 aq2b ajab
—i—det( 12021, 11 12) —i—det( 12021, 12 22> _

a22ba1,  a22b22

a2bo1, 2112
+ bllbgg det ( alz) —

21, 21, A22

—612621 det <a11, ) + b21b22 det <a12, CL12> =
Q22, Q22

aay,
(0117 012) det (bn, b12)
a21, G922 b21, bao

= b11b12 det (

= (by11baa—b12ba1) det (

21,
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Determinant matice typu (3,3).

NeZ zavedeme determinant libovolné Ctvercové matice typu (n, n),
podivejme se na determinant matice typu (3, 3). Definujeme

aii, dai2, ai3
det | a1, ag, azs| = (2.31)

asz1, asz2, ass

= 11022033+ Q12023031+ 013021032 — Q13022031 — A12021033 — Q11023032 -

Vidime, Ze definiéni vztah (2.31) obsahuje 3! = 6 s¢itancl, z nichz
kazdy je soucinem tfi prvkll matice, lezicich v rliznych fadkach a
rlznych sloupcich. Kdyz si zapiSeme uspofadané trojice fadko-
vych a sloupcovych indext jednotlivych s&itanci v (2.31), dosta-
neme 6 permutaci zakladniho pofadi (1,2, 3), a to

1, 2, 3 1, 2, 3 1,
(1, 2, 3)’ (2, 3, 1)’ (3,
2, 3 1, 2
2, 1>’ (2, 1

2> | (2.32)

2,

L,
, 3 1, 2, 3
) e
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Je vidét, Ze k vytvoreni 2. a 3. permutace potfebujeme dvé trans-
posice (napf. u 2. permutace pfesunout 1 za 2 a pak jesté 1 za 3),
k vytvofeni 4. permutace potfebujeme 3 transposice (pfesunout 1
za 2, pak 1 za 3 a pak jesté 2 za 3), k vytvoreni poslednich dvou
permutaci staci vZdy jedna transposice. Je-li pocCet transposic,
potfebny k vytvofeni pfislusné permutace sudy, resp. lichy, mlu-
vime o sudé, resp. liché permutaci. Pro zapis permutace budeme
pouzivat symboliku obvyklou u funkci. Znaci-li napf. = druhou
permutaci v (2.32), pak je 7(1) = 2, n(2) = 3, 7(3) = 1, tj. w(y)
znaci Cislo, které je v této permutaci = na j-tém misté. Symbolem
zn (m) zna€ime tzv. znaménko permutace m, coz je 1, kdyz je
permutace 7 suda, nebo —1, kdyZ je permutace « licha.
Podivame-li se nyni na znaménka séitanctl v definiénim vztahu
(2.31), vidime, Ze jsou to praveé znaménka permutaci pfislusnych
sloupcovych indext, jak jsou zapsany v (2.32). Této vlastnosti de-
terminantu matice typu (3, 3) vyuzijeme pfi definici determinantu
libovolné Ctvercové matice typu (n,n).
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Dfive, nez to ucinime, uvedeme jesté jednu mechanickou po-
mdcky pro vypocet determinantu matice typu (3, 3). Abychom si
zapamatovali volbu znaménka u jednotlivych soucind v (2.31),
rozepiSeme matici A na matici typu (5, 3), resp. (3, 5) tak, Ze pod
ni, resp. za ni pfipiSeme jesté prvni a druhy fadek, resp. prvni a
druhy sloupec matice A. Dostaneme matice

a1 a12 a13

a21 22 23 a1 Q12 13 a1 Q12
asy a3z a33 , TESD. 21 22 23 21 22 )
a1 a2 a13 a31 a32 a33 a31 a32

a21 a22 a23

v nichZ souciny vytvarené postupem zleva doprava maji zna-
ménko +, pfi postupu zprava doleva znaménko —. Tento postup
se nazyva Sarrusovo pravidlo.
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Pferovnanim scitancll ve vztahu (2.31) a vhodnym vytknutim pfed
zavorku dostaneme

det A = a11(a22a23—a23a32)—a12((121a33—a23a31)+&13(a21a32—a22a31) = ,—,—

= ay; det (a22’ a23> — ajpdet <a21, a23) + a3 det (a21, a22> .

as2, @33 asi, @sg asi, @32 ,7,7
Vidime, Ze det A = a11 A11+a12A12+a13A4:3, Kde A je determinant
matice, ktera vznikne z matice A tak, Ze vynechame 1. fadku a
j-ty sloupec, pficemz takto ziskany determinant nasobime jesté
¢islem (—1)'*7. Tuto vlastnost determinantu matice typu (3, 3)
nyni zobecnime.
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Definice determinantu libovolné ¢tvercové matice.

Definice 4. Necht A je libovolna Ctvercova matice typu
(n,n). Pak determinantem matice A nazyvame cislo

det A = Z Zn a].ﬂ' a27r( )t et anﬂ'(n) ;

kde scitame pfes vSechny permutace 7 n-tice (1,2,...,n).

Rozvoj determinantu podle fadku nebo sloupce.
Zvolme pevné fadkovy index » a oznaéme A, A,,..., A,, ma-
tice, které dostaneme z matice A tak, Ze vynechame v ni r-ty
fadek a postupné 1,2, ..., n-ty sloupec. Oznacme nyni

Aps = (=1)"""det A,,.
Toto Cislo nazveme algebraickym doplinkem prvku a,,. Pak plati
det A = a1 A1 + A+ ...+ A, T=1,2,....n.

Rikame, Ze jsme determinant matice A rozvinuli podle r-tého
fadku.
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Analogicky se vytvafi rozvoj determinantu matice A podle s-
tého sloupce

det A = a1, A1, + agsAss + ...+ ansAns, s=1,2,...,n.

Vlastnosti determinantu.
Da se ukazat, Ze takto definovany determinant ma vSechny vlast-
nosti 1 az 7, uvedené pro determinant matice typu (2,2), samo-
zfejmé s formulacemi pFislusné modifikovanymi.
Snadno se rovnéz ukaze, Ze pro determinant transponované ma-
tice A7 plati

det AT = det A .

VSimnéme si jesté, Ze determinant diagonalni, nebo obecnéji troj-
Ghelnikové matice je roven soucinu diagonalnich prvkd. Odtud
bezprostfedné plyne, Zze matice A je regularni pravée tehdy,
kdyZ jeji determinant je nenulovy.
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Vypocet determinantu pomoci Gaussovy eliminace.
Vzhledem k tomu, Ze vypocCet determinantu trojuhelnikové matice
je velice jednoduchy, pouZiva se i k vypoctu determinantu Gaus-
sova elimina¢ni metoda. Musime si vSak uvédomit, Ze kazda vy-
ména fadkl predstavuje zménu znaménka determinantu a kazdé
nasobeni fadku nenulovym Cislem znamenéa vynasobeni determi-
nantu timto Cislem. Pouzivame-li tedy Gaussovu eliminaci k vypo-
¢tu determinantu, musime si poznamenavat pocet vymén radku
a vSechny koeficienty, jimiZ jsme nasobili fadky. Soucin diagonal-
nich ¢lend trojuhelnikové matice, kterou jsme Gaussovou elimi-
naci ziskali, musime nyni nasobit ¢islem 1 nebo —1 podle toho,
zda pocet vymén fadkl byl sudy nebo lichy, a pak vydélit sou-
¢inem vsech koeficientdl, jimiz jsme nasobili béhem eliminace
Fadky. Takto ziskané Cislo je pak determinant pfislusné matice.
Ctenar si jist& uvédomil, Ze pricteni k danému Fadku libovolné line-
arni kombinace ostatnich fadkdl nema na hodnotu determinantu
Zzadny vliv, takZe tyto Gpravy si nemusime poznamenavat.
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O Priklad. Vypocitejte determinant matice A:

4, 3, -3
A=|3 2 -2
2, -1, 5

Reseni.
PouZijeme Sarrusovo pravidlo.

det A = 4-2.5+3-(~2)-2+(—3)-3-(—1)—(—3)-2:2—3-35—4-(~2)-(—1) = —4.

0 Pfiklad.
3, 0, 0, 0
2,1, 0, 0
A= —1, 0, 4, 0
0, 7, 1, 2
Reseni.

Matice je trojuhelnikova, takZe determinant je soucin diagonal-
nich prvk{
detA=3-1-4-2=24.
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O Priklad.
Reseni.

~

AN AN O WO
171)3717
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protoZze matice ma dva stejné radky.
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O Priklad.

A ( cos , —sin ) .
sinp,  cosy

Reseni.
det A = cos® ¢ +sin®p=1.
O Priklad.
cosp, sinpcosy, sinpsind
A =| —siny, cospcost, cospsiny
0, — sin ¢, cos v
Reseni.

PouZijeme Sarussovo pravidlo.
det A = cos? ¢ cos? ¥ + sin® ¢ sin? ¥ + cos? ¢ sin? ¢ + sin® @ cos? 1) =

= cos” p(cos® I+sin” ¥)+sin? p(sin® ¥+cos? 1)) = cos® p+sin® o = 1.
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O Priklad.

2 0, 0, 0, 1
3 a;, 0, 0, O
A=1]14 1, ay 0, 0
5 0, 1, a3, 0
6 0, , 1, ay

Reseni.
Budeme postupné pouZivat rozvoj podle 1. a posledniho fadku

ag, 0’ 07 0 37 ay, 07
1, a 0 0 4 1, a

det A = 2-(—1)'*+! det T 1(=1)'5det | > 7
¢ (FD7det |, o TR

0, 0, 1, ag 6, 0, 0

ag, 07 0 3a at,
:2a1a2a3a4+6~(—1)1+4de‘5 1, asq, 0 +1~(—1)4+4det 4, 1, as

0, 1, a3 9, )

= 2a1a2a3a4—6a1a2a3+5.(—1)1+3 det( ai’ ao >—|—1-(—1)3+3 det( 3, @
) 2

= 2aq1asa3a4 — 6aiasas + bajas — 4a + 3.
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PREDNASKA 3

SOUSTAVY

LINEARNICH
ROVNIC
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3.1 Gaussova eliminacni metoda
Pfipomenme si nejdfive, jak jsme na stfedni Skole feSili eliminacni
metodou soustavy linearnich algebraickych rovnic.

Budeme fesit soustavu tfi rovnic

2$1 + To + r3 = 0,
T, + To + 41’3 0, (31)
3.’E1 + 2.’E2 + r3 = 1.

Nejdfive vylou¢ime ze dvou rovnic neznamou z;. Nejsnaze to
u€inime tak, Ze (—2) nasobek druhé rovnice pficteme k prvni
rovnici a (—3) nasobek druhé rovnice pfiteme ke tfeti rovnici.
Dostaneme tak ekvivalentni soustavu

— T2 — 7373 = O,
1 + X9 + 4-'173 Oa
— T2 — ].1.%‘3

|
—



http://euler.fd.cvut.cz

Vymeénime-li prvni a druhou rovnici, dostaneme

1 + X9 + 4.273 = O,
— T2 — 7%3 = 0,
— T2 — ].1.T3 = 1.

Nyni ndsobime druhou rovnici €¢islem —1 a pfi¢teme ke tfeti rov-
nici. Dostaneme ekvivalentni soustavu

I + ) + 41‘3 = 0,
T + 71}3 = 0, (32)
— 4$3 =1 y

jejiz feSeni jiz snadno nalezneme. Jeto x; = —3/4,29 = 7/4, 23 =
—1/4.Vzhledem ktomu, Ze jsme provadéli jen ekvivalentni Gpravy
soustavy rovnic, maji obé ekvivalentni soustavy (3.1) a (3.2)
stejna feSeni. Nalezli jsme tedy i feSeni zadané soustavy.
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Oznacime-li

2, 1, 1 1 0
A=11 14|, x=|z2|, b=|0],
3,2, 1 3 1

mlZeme soustavu (3.1) zapsat v maticovém tvaru
Ax=b.

Matice A se nazyva matice soustavy (3.1) a vektor b se na-
zyva vektor pravych stran soustavy (3.1). Pfidame-li k matici
soustavy A jako posledni sloupec vektor b, dostaneme tzv. roz-
Sifenou matici soustavy. RozSifena matice soustavy (3.1), resp.
(3.2) je

I
“O
e
~

B=|1, 1, 4, 0 |, resp. C
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VSimnéme si, Ze matice C je horni trojuhelnikova matice, kterou
dostaneme z matice B, provedeme-li na jeji fadky stejné Gpravy
jako jsme provadéli na rovnice vySetfované soustavy. Lze tedy
matici B pfevést na horni trojuhelnikovou matici C pomoci tfi
typl elementarnich Gprav fadek, a to:

O zameéna libovolnych dvou fadkd;
0 vynasobeni libovolného fadku nenulovym ¢islem;

O pficteni libovolného nasobku kteréhokoli fadku k ji-
nému fadku.

Analogicky lze provadét tyto tfi typy elementarnich Gprav na
sloupcich matice B a pfevést ji tak na dolni trojahelnikovou ma-
tici. Metoda, kterou jsme pouzili k prevodu soustavy (3.1) na (3.2),
nebo analogicky matice B na matici C, je specialnim pfipadem
tzv. Gaussovy elimina¢ni metody, kterou nyni popiSeme.
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Gaussova eliminaéni metoda

NaSim cilem je ukézat, jak Ize pomoci elementarnich Gprav matice
A = (a,s) pfevést tuto matici na horni trojuhelnikovou matici B =
(b.s) téhoZ typu takovou, Ze jakmile je diagonalni prvek by, = 0,
pak je b.s = 0 pro vSechny indexy r > k a vSechny s. Takto
Ziskana matice ma jeden z téchto tfi tvard:

blla b127 ) b1m7 T bln
B1 — 07 b227 Ty b2m7 Tty b2n ’
O, 0’ cee bmm, cee bmn
bll; b127 Tty bln
07 b227 Tty b2n
B2 = 07 07 ) bnn 9
0, O, , 0
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bll; b127

07 b227
B3 = 07 07
0, 0,

\0 )

T

‘T

"

T

T

bln

b2n

bkn )

0

kde vSechny vypsané diagonalni prvky jsou nenulové.

Je-li matice A nulova, mé jiz poZzadovany tvar. Pfedpokladame
tedy, Ze matice A ma alespoi jeden nenulovy prvek. Oznacme
j€j a,s. Pak vymeénou prvniho a r-tého fadku a prvniho a s-t€ho
sloupce dostaneme matici, ktera ma na misté (1,1) nenulovy
prvek a,;. MOZeme tedy predpokladat, Ze upravujeme matici A

takovou, ze a;; # 0.

V prvnim kroku vynulujeme vSechny prvky prvniho sloupce le-
Zici pod aqy;. Je-li napf. a;; # 0, ¢ = 2,3,...,m, pak pfictenim
(—as /a11)-nasobku prvniho Fadku k i-tému fadku dostaneme na

misté (¢, 1) nulu.
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V druhém kroku stejnym postupem vynulujeme vSechny prvky
druhého sloupce pocinaje prvkem s fadkovym indexem 3.
Opakovanim tohoto postupu dospé&jeme k matici majici jeden
z uvedenych tfi tvaru.

Prvek, ktery pouzivame k nulovani ¢asti sloupce pod diagonalou,
se nazyva klicovy prvek.

Musime si uvédomit, Ze vysledn& matice zavisi na volbé poradi,
v némz jsme aplikovali jednotlivé elementarni Gpravy, a tedy neni
zadanou matici A jednoznacné urena.
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O Priklad. Gaussovou elimina¢ni metodou pfevedeme matici

2, —4, 3, 1, 0
1, -2, 1, —4, 2
A= 0, 1, -1, 3,1
4, =7, 4, —4, 5

na horni trojuhelnikovou matici.

Reseni. Prvek na mist& (1,1) je nenulovy, takZe bychom mohli
zacCit eliminaci rovnou. AvSak pro nulovani prvku a,; = 1 bychom
museli prvni Fadek nasobit zlomkem —3, a tomu se mlizeme vy-
hnout tim, Ze vyménime prvni a druhy fadek, ¢imz dostaneme
klicovy prvek 1. V takto ziskané matici

1, -2, 1, —4, 2
2, —4, 3, 1, 0
0, 1, -1, 3, 1
4, =7, 4, -4, 5

vynulujeme prvni prvek druhého, resp. Ctvrtého fadku tak, Ze
k nému pficteme (—2)-nasobek, resp. (—4)-nasobek prvniho fadku.
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Dostaneme tak matici

1, -2, 1, —4, 2
0, 0, 1, 9 -4
0o, 1, -1, 3, 1|’
0, 1, 0, 12, -3

jejiz 1. sloupce ma jiz pozadovany tvar. Tato matice ma na misté
(2,2) nulu, takZe vyménime 2. a 3. fadek. V takto ziskané matici
staci ke 4. fadku pficist (—1)-nasobek 2. fadku, abychom dostali
matici

1, -2, 1, —4, 2
0, 1, -1, 3, 1
0, 0 1, 9 -4 [’
0, 0, 1, 9, -4

s upravenymi dvéma sloupci. Pficteme-li jeSté (—1)-nasobek tfe-
tiho fadku ke &tvrtému fadku, dostaneme hledanou horni troju-
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helnikovou matici

1, -2, 1, —4, 2
0, 1, -1, 3, 1
0, 0, 1, 9, -4
0, 0 0, 0

Y Y Y

Je to matice typu Bs, jak jsme je popsali v pfedchozim odstavci.

O Priklad. Gaussovou elimina¢ni metodou pfevedeme matici

1, 2, 3, 4, 2
3, 6, 2, 11, 3
A: ? 9 ) Y
3, 6, 3, 4, 8
1, 4, 5, 1, 4

)

na horni trojuhelnikovou matici.
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Reseni. Ke 2. a 3. fadku priéteme (—3)-nasobek 1. fadku a ke
Ctvrtému fadku pficteme (—1)-nasobek 1. fadku. Dostaneme ma-
tici

1, 2, 3, 4, 2
0, 0, -7, —1, —3
0, 0, —6, —8, 2
0, 2, 2, -3, 2

Y ?

V ni sta€i nyni vymeénit 2. a 4. fadek, abychom dostali matici se
dvéma upravenymi sloupci

w
s

oo o
S O NN
|
o N
|
00w
NN N

-7, -1, -3

Abychom se — podobné jako v pfedchozim pfikladé — vyhnuli po-
Citani se zlomky, zvolime za klicovy prvek Cislo —1, leZici v misté
(4,4). Musime proto vyménit 3. a 4. sloupec a 3. a 4. fadek. V této
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matici

1, 2, 4, 3, 2
0, 2, -3, 2, 2
0, 0, -1, —7, —3
0, 0, -8, —6, 2

Y

pficteme ke 4. fadku (—8)-nasobek tfetiho Fadku a dostaneme
hledanou horni trojuhelnikovou matici

1, 2, 4, 3, 2
0, 2, -3, 2, 2
0, 0, -1, -7, —3
0, 0, 0, 50, 26

typu B..
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3.2 Soustavy linearnich rovnic
—teorie

Necht a,,, b, pror =1,2,...,m, s = 1,2,...,n jsou realna
nebo komplexni Cisla. Budeme se zabyvat soustavou m
linearnich algebraickych rovnic o n neznamych

a1 + apre + ... + apr, = b,
a91T1 -+ 99T 4+ ... 4+ aon, = b2 9 (3 3)
Am1T1 + QmaTo + ... + GunZn = bpn,.

Re$enim soustavy (3.3) budeme nazyvat kaZdou uspora-
danou n-tici (uq, us, . . ., u,) €isel takovou, Ze po dosazeni v;
zazx;,i=1,2,...,n, do soustavy (3.3) dostaneme identity.
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Soustavu (3.3) zapisujeme obvykle v maticovém tvaru

Ax=Db, (3.4)
kde
@11, Qi2, -, Qin
A _ as1, a22, ey Qop ,
Am1l, Am2, 5 Omp
X1 by
T2 by
X = , b=
Tn b,

Matice A se nazyva matice soustavy (3.3), vektor b se nazyva
vektorem pravych stran a vektor x se nazyva vektorem ne-
znamych, nebo také znaCné nepfesné, ale vystizné vektorem
Feseni soustavy (3.3). Rikame, Ze soustava (3.3) je homogenni
prave tehdy, kdyZ vektor b jejich pravych stran je nulovy. V opac-
ném pfipadé fikame, Ze soustava (3.3) je nehomogenni. Matice
(A, b) se nazyva rozSifena matice soustavy (3.3).
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Aritmetické vektory x a b zde zapisujeme nékdy jako rfadkové
vektory, jindy jako sloupcové vektory a chapeme je jako matice
typu (1,7) nebo typu (n, 1). Rozdil mezi interpretaci aritmetického
vektoru jako fadkového nebo sloupcového hraje roli pouze v pfi-
padé, kdy jim nasobime jinou matici. Ze souvislosti bude vzdy
patrné, o ktery typ vektoru v dané situaci jde.

Rikame, e dvé soustavy linearnich algebraickych rovnic jsou
ekvivalentni prave tehdy, kdyZ maji obé stejné mnoziny feSeni.
Prikladem ekvivalentnich soustav linearnich rovnic jsou napf.
soustavy

2371 + Ty = ]., 3.@1 — Ty = 57
rT — 21‘2 = 4, ry + 3.T2 = —3,

majici pravé jedno feSeni (6/5, —7/5), nebo soustavy

2.’1,’1 + Ty = 1, 2.’171—|—ZE2:1,
4.%‘1 + 2%2 = 2,

jejichz feSenim je kazda uspofadana dvojice (r, 1 — 2r) pro kazdé
cislo r.
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Kazdé dvé soustavy linearnich rovnic

Ax=b, (3.5)

Cx=d (3.6)

takové, Ze rozSifenda matice (C,d) vznikla z rozSifené matice
(A, b) néjakymi elementarnimi fadkovymi Gpravami, jsou ekvi-
valentni. P¥i fadkovych GOpravach totiz ménime v podstaté jen
pofadi rovnic a to nema na feSeni vliv. Zcela jina situace na-
stane, zaménime-li sloupce matice A. Kazda zaména sloupct
totiz pfedstavuje zaménu prislusnych slozek feSeni. Vyménime-li
naprf. 1. a 2. sloupec matice A, zméni se vektor feSeni tak, Ze se
v ném vyméni 1. a 2. sloZzka. Nasobeni s-tého sloupce Cislem &
znamena déleni s-té slozky feSeni Cislem k. To znamena, Ze pfi
pfechodu od soustavy (3.5) k soustavé (3.6) pomoci sloupcovych
elementarnich Gprav se obecné mnoZzina feSeni nezachovava.

O Priklad. Mame ukazat, Ze dané dvé soustavy jsou ekvivalentni:
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v + y = —1, r + 2y = 13,
2 + y = 2. r + y = 5.

Reseni. Obé soustavy maji pravé jedno feseni (—3,8).

2.

3r — 2y = 4, 122 + 4y = 3,

6r — 4y = 7. 92 + 3y = 2.
Reseni. Obé& soustavy maji prazdnou mnoZinu fesent.
3.
xr + 2!172 + 3373 = 4, ry + 2.’1?2 + 31’3 = 4,
21‘1 + o — r3 = 3, 31‘1 + 3$2 + 21‘3 = 10,
31 + 32 + 223 = 10, 201, + x93 — x3 = 3.

Re$eni. Obé soustavy se li$i pouze pofadim 2. a 3. rovnice. (Jina
argumentace: obé soustavy maji prazdnou mnozinu feseni.)
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3.3 Homogenni soustava linearnich
rovnic

3.3.1 Vlastnosti feSeni homogenni soustavy

Budeme se zabyvat homogenni soustavou m linearnich rovnic
0 n neznamych

a1121 + a2 + ... + a1, =0,
a1 + agwrs + ... +as,x, =0, 3.7)
A1 T1 + QT2 + ... + Ay, = 0.
Tuto soustavu budeme zapisovat ve tvaru
Ax =o0. (3.8)

Homogenni soustava (3.7) ma vzdy alespon jedno feSeni, a to
tzv. trivialnifeSenio = (0,0,...,0). Je-li matice A regularni, pak
soustava (3.7) nema kromé trivialniho feSeni Zadné jiné feseni.
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Skute€né, je-li u libovolné feSeni, tj. Au = o, pak
A7'Au=u=A"'o=o,

a tedy u musi byt trivialni.

Je-limatice A singularni, pak soustava (3.7) ma nekone¢né mnoho
feSeni. Oznacime-li h hodnost matice A, pak soustavu (3.7) mU-
Zeme Gaussovou eliminaci pfevést na tvar

cuiyr + ciey2 + ... Fcinyn + Clhp1Ynt1 + .. FCinyn =0,
CoY2 + ... + ConYn + Copt1¥Ynt1 + .. FC2Yn =0,

CmhYh + Cmht1Yne1 + oo+ CmnYn =0,
(3.9)
kde vektor (yi,¥a,...,y,) je vhodnou permutaci vektoru nezna-
mych (z1, xs, . . ., x,), vzniklou pfipadnymi vyménami sloupcli ma-

tice A béhem Gaussovy eliminace.

Je-li h = n, ma soustava (3.7) pouze trivialni feSeni, jak jsme
ukazali jiz vyse.

Je-li h < n, pak za neznamé y;,.1, Yn+2, - - - , Yy, MiZzeme dosadit
libovolnych n—h €isel ry 1, rh4a, . . ., mn. SOustava (3.9) pak prejde
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v nehomogenni soustavu

cnyr +cioyo + ... FCwYh = —Ciht1Yh+1 — -+ — CinYn
CoolYs + ... + ConYn = —Copt1Yhse1 — -+ — Conln,
CmhYh = —Cmh+1Yh+1 — -+ — CmnlYn,
(3.10)

s trojuhelnikovou matici. Tato soustava je ekvivalentni se sou-
stavou (3.7) (az pfipadné na poradi slozek vektor( feSeni, vyvo-
lanych vyménami sloupcll pfi Gaussové eliminaci) a jeji feseni
nalezneme jiz snadno tzv. zpétnym chodem. Z posledni rovnice
vypocitame y;, dosadime do pfedposledni a vypocitame y;,_1,
atd., az z 1. rovnice vypocitame y;.

Snadno se oveéfi, Ze mnoZina vSech feSeni homogenni soustavy
tvofi vektorovy prostor, podprostor prostoru R™ nebo C". Sku-
teCné, jsou-li u, v dvé feSeni soustavy Ax = o, tj. Au = o,
Av = o, pak pro kazdou jejich linearni kombinaci au + v plati

A(au+ fv) = Aau+ Apv = aAu + fAv = o,

a tedy i vektor au + fv je feSenim soustavy Ax = o.
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Snadno se ukaze, Ze tento vektorovy prostor vsech feSeni sou-
stavy ma dimenzin — h, kde n je po€et neznamych a i je hodnost
matice A. Za jeho bazi miZzeme zvolit n — h linearné nezavis-
Iych feSeni soustavy (3.10), které dostaneme tak, Ze za Cisla
Thal, Thao, - - -, T ZVOlime slozky vektord standardni baze prostoru
R™" (nebo C"™)

e; = (1,0,...,0), e;=(0,1,...,0), ..., e,p = (0,0,...,1).
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3.4 Nehomogenni soustava linearnich
rovnic

Budeme se zabyvat nehomogenni soustavou m linearnich rovnic
0 n neznamych

a11T1 + a12T9 +...+ A1nTy, = bl s
911 + Q2T +...+ ar, = by, (3 11)
Am1T1 + AmaTs + ...+ Gppdy, = bm ;

kde alespori jedno z €isel b; je nenulové. Tuto soustavu mizZzeme
zapsat ve vektorovém tvaru

Ax=b. (3.12)
Nehomogenni soustava (3.12) na rozdil od homogenni soustavy

Ax=o0 (3.13)
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nemusi mit vzdy FeSeni. Nutnou a postacujici podminku exis-
tence feSeni soustavy (3.11) udava nasledujici tvrzeni, znamé
pod ndzvem Frobeniova véta.

Véta (Frobeniova) Soustava (3.11) mafeSeni prave tehdy, kdyz

jeji matice A a rozS8ifena matice (A, b) maji stejnou hodnost.
Dlkaz. Dlkaz této véty je celkem nazorny. Oznacime-lia;, as, . .. , a,

sloupce matice A, pak soustavu (3.11) mdzeme pséat ve tvaru

x1a1+x2a2+...+xnan:b.

Podle definice feSeni je vektor u = (uy, us,. .., u,) feSenim sou-
stavy (3.11) pravé tehdy, kdyz po dosazeniu; zaz;, i = 1,2,...,n,
dostaneme identitu, tj. prave tehdy, kdyz plati

uja; + Ugas + ... +upa, = b.

To vSak nastava pravé tehdy, kdyz vektor b je linearni kombinaci
sloupcll matice A, tj. pravé tehdy, kdyZz matice A a (A,b) maj
stejnou hodnost.
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3.4.1 Nehomogenni soustavy s regularni matici,
Cramerovo pravidlo
Je-li matice A nehomogenni soustavy
Ax=b (3.14)

regularni, pak homogenni soustava Ax = o ma pouze trivialni
feSeni, a tedy nehomogenni soustava ma pravé jedno feSeni u.
Pro toto feSeni plati

Au=b>b.

Vynasobime-li tuto rovnost inverzni matici A~! zleva, dostaneme

u=A"'b. (3.15)
Vyjadfime-li inverzni matici A~! pomoci algebraickych doplrkd,
dostaneme

Uy A11; A217 Tty Anl by
Uy 1 Ag, Agp, -, Apg by
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Odtud pro r-tou slozku u,., r = 1,2,...,n, dostavame

Y

1
. b1 A1, +ba A, bpAnr), =1,2,...,n. (3.17
u th(11+22+ -+ ) r n. ( )
Soucet v zavorce je vSak rozvoj determinantu matice B, podle
r-tého sloupce, kde matice B, vznikne z matice A tak, Ze jeji r-
ty sloupce nehradime vektorem b pravych stran. MiZeme tedy

rovnost (3.17) psét ve tvaru

det B,
= =1,2,...,n. A
u’f’ detA ) /r ) 7 7” (3 8)

Rovnost (3.18) je znaméa pod nazvem Cramerovo pravidlo.
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PREDNASKA 4

POSLOUPNOSTI
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4.1 Zobrazeni

Definice 1. UvaZzujme libovolné neprazdné mnoziny A, B.
Zobrazeni mnoziny A do mnoZziny B je definovano jako
mnozina F usporadanych dvojic (z,y) € A x B, kde ke
kazdému prvku = € A existuje pravé jeden prvek y € B,
pro ktery je (z,y) € F'.

Prvku = se fika vzor prvku y, prvku y se Ffika obraz
prvku = v zobrazeni F'; rovnéZz se pouZiva vyjadreni, ze
y je hodnota zobrazeni F' v bodé z a piSe se y = F(z)
nebo =z — F(x). Mnozina A se nazyva defini¢ni obor
zobrazeni F' a oznacCuje také symbolem D(F) Ci Dpg.
Mnozina vSech obraz(l v zobrazeni F' se nazyva obor hod-
not zobrazeni F a oznacCuje se H(F') €i Hg; plati: H(F') C B.
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Symbolicky se zobrazeni F mnoZiny A do mnozZiny B zapisuje
takto:

F: A—=B, DF)=A

X] ®

X2 ./\

Hy ° )2

x3.¥/
oy3
X4.¥/JM ° Vs

.y5
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4.2 Posloupnost realnych cCisel

4.2.1 Pojem posloupnosti

Definice 2. Posloupnosti nazyvame zobrazeni N do R.

Posloupnost tedy pfifazuje kazdému n € N pravé jeden prvek
f(n) € R, ktery se nazyva clen posloupnosti a obvykle se znaci
a,. Celou posloupnost budeme znacit (a, ). Grafem posloupnosti

jsou izolované body:
A ay,
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O Priklad 4.1.

Aritmeticka posloupnost je definovana predpisem
a € R, a, =a;+ (n—1)d,
kde a; ,d jsou dana realna Cisla.

Pro Cleny aritmetické posloupnosti plati: a,,; —a, = d.
Cislo d se nazyva diference aritmetické posloupnosti.

Matematickou indukci Ize dokéazat, Ze pro soucet prvnich n ¢len(
aritmetické posloupnosti plati:

= n(a1 + a, n(n —1
sn:Zak:a1+a2—|—~--+an=M:na1+ ( )

5 5 d.
k=1

Takeé Ize uvaZovat:
sp, = a1 +(a1+d) +(a1+2d)+ -+ (a1 + (n—1)d)
Sn an,  +(an—d) +(an—2d)+ -+ (an — (n—1)d)
2s, = (a1 +an) +(a1 +an) + (a1 +an) + -+ (a1 + an)

= 25, =n(a1 +a,) = s, = %n(al +an)
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O Priklad 4.2.

Geometricka posloupnost je definovana predpisem

n—1
a €R, a, = a1q ,

kde a, , g jsou dana reélna cisla.

Je-li a;q # 0, plati mezi dvéma po sobé jdoucimi Cleny:

Ap+1
an,

Tento pomér se nazyva kvocient geometrické posloupnosti.

Matematickou indukci Ize dokazat, Ze pro soucet prvnich n ¢lenl
geometrické posloupnosti plati:

pro q #1,

n a1 —

-1

sn=Y ax=a(l+q+¢+ - +¢"") =
k=1

na pro g =1.
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4.2.2 Vlastnosti posloupnosti

Definice 3. Rekneme, Ze posloupnost (a,) je shora
omezena, jestlize existuje K € R takové, Ze pro kazdé
n € N plati: a,, < K.

A ay

an<K pro vsechna neN -
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Definice 4. Rekneme, Ze posloupnost (a,) je zdola
omezena, jestlize existuje K € R takové, Ze pro kazdé
n € N plati: a, > K.

A ay °
o
[ J
o
[ ]
0 . >
° . ®
° ° n
[ J [ J
o

K . an>K pro vSechna neN
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Definice 5. Rekneme, Ze posloupnost (an) je omezena,
jestlize existuje K € R takové, Ze pro kazdé n € N plati:
la,| < K.

A ay
K
° o
¢ [ ] [ ] °
P ®
0 ° ) ° ° °
) n
° [ ]
[ ]
-K
|an| <K pro vsechna neN
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O Priklad 4.3.

Pro d > 0 je aritmeticka posloupnost zdola omezena cislem a4,
ale neni omezena shora, a tedy neni ani omezena

O Priklad 4.4.

Pro a; # 0 a ¢ < —1 neni geometricka posloupnost omezena
ani shora, ani zdola. Pro |¢q| < 1 je geometricka posloupnost
omezena. Staci zvolit K = |ay|.
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Definice 6. Posloupnost (a,) se nazyva

O rostouci, jestlize pro kazdé n € N plati: a, < a,.1,
[0 klesajici, jestlize pro kazdé n € N plati: a, > a,;1,
[0 neklesajici, jestlize pro kazdé n € N plati: a, < a1,
Il

nerostouci, jestlize pro kazdé n € N plati: a,, > a,.1 .

Posloupnost, ktera splfiiuje jednu z vySe uvedenych podminek, se
nazyva monotoénni. Je-li rostouci nebo klesajici, nazyva se téz
ryze monotonni.

O Priklad 4.5.
o (~1)n
Necht je dana posloupnost (a,), kde a, = ”

Cleny posloupnosti: 1, — 2. 3, —4r B> g e

Posloupnost neni monotonni, je omezena napf. Cislem 1.
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Definice 7. Necht je dana posloupnost (a,) a rostouci po-
sloupnost pfirozenych &isel (k,), tj.

kn €N @ ky < kner

Posloupnost (b,), pro jejiz Eleny plati b, = ax, , nazveme
vybranou posloupnosti z posloupnosti (an).

O Priklad 4.6.
Posloupnost (b,) definovana vztahem

(_1)n2+1
2

b, =
n

je vybrana z posloupnosti (a,,), kde

(-1

Ay =

:a4...).

PN,

V tomto pfipadé je k, =n? (by =1 =as; by = —
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O Priklad 4.7.

1 , , .
Posloupnost (c,), kde ¢, = — , neni vybrana z posloupnosti (a,,),
n

kde [yt
ap = (_ ) )
n

protoZe neexistuje rostouci posloupnost pfirozenych cisel (kn)
1
tak, aby ar, =, =z (o =1l=a;; 2 =14, as = —3).

O Priklad 4.8.

Posloupnost (d,), jejiz Eleny jsou postupné

také neni vybranou posloupnosti z posloupnosti (an), prestoze
mnozina ¢lend obou téchto posloupnosti je stejna. Lze sice najit
posloupnost pfirozenych &isel (k,) tak, aby d,, = ay,, ale tato
posloupnost neni rostouci.
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4.2.3 Algebraické operace

Nasobeni posloupnosti (a,) realnym ¢&islem ¢ € R
definujeme jako posloupnost, jejiz n—ty Clen je ca,, tj. jako po-

sloupnost c(an) _ (can) _
Soucet posloupnosti (a,) a (b,) je definovan predpisem

(an) + (bn) = (an +by).

Soucin posloupnosti (a,) a (b,) je definovan predpisem
(an) - (bn) = (an - bn).-
Je-li b, # 0 pro kazdé n € N, je podil posloupnosti (a,) a (b,)

definovan jako
-
()~ \b)
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Definice 8. Rekneme, Ze posloupnost (a,,) ma limitu a € R
(vlastni limitu), jestlize ke kazdému > 0 existuje ny € N
takové, Ze pro kazdé pfirozené n > ny plati nerovnost
|a, — a| < e. Vyrok posloupnost (a,,) ma limitu a zapisujeme
jako lim a, = a.

n—oo

A a,
®
a+¢ :
€ P I|an—a|<8 5
a 1
[} 1 1 [}
& ) | I e @
1 1
a—S ) ] !
[ J ® ® ! :
I
0
° ° ng n>ny
°
°
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O Priklad 4.9.

e v . 4
DokaZte, 7e lim _ntd
n—oon3 +n+ 1

Reseni. Necht je dano ¢ > 0. Z nerovnosti

n-+4 5n2 5

n3+n+1<F_n

. . . 5. O
plyne, Ze pokud zvolime n, € N takové, Ze — < &, bude pro
o

kazdé n € N, n > ng, splnéna nerovnost

5
— 0= < - < —<e&.
nd+n+1 n+n+l n  ng

n+4 ‘ n-+4 5

» . 5 . L xz s
Tedy staci zvolit ny = |—| + 1, kde [z] je tzv. cela Cast realného
9

Cisla x, ktera je pro kazdé = € R definovana jako jediné celé Cislo,
pro které plati nerovnosti [z] < = < [z] + 1.
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Definice 9. Rekneme, Ze posloupnost (an) ma nevlastni
limitu +o0, jestlize ke kazdému K € R existuje n, takové,
Ze pro vSechna pfirozena Cislan > ng je a,, > K .

Aan [ ] ©

—————-1—

° e m n>ng

=V
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Definice 10. Rekneme, Ze posloupnost (an) ma nevlastni
limitu —oo, jestlize ke kazdému K € R existuje n, takové,
Ze pro vSechna pfirozena Cislan > ng je a,, < K .

A ay e ® o
ng n>n
0 ° ° L J ° i 0 )
1 n
° I
K . :
e an<K
¢ . .
° b °
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Véta. Posloupnost (a,,) ma limitu a (vlastni nebo nevlastni) pravé
tehdy, kdyZ mimo kazdé okoli U.(a) lezi pouze konecny pocet
¢lend posloupnosti (a,).

Dlkaz. Necht je lim a, = a € R a U.(a) je libovolné okoli bodu

n—oo

a. ProtoZze lim a, = a, existuje k tomuto £ > 0 index n, takovy,

n—0c0
Ze pro kazdé n > ng je |a, — a| < . Ale to je tvrzeni, Ze pro
kazdé n > ny leZi vSechny body a,, uvnitf okoli U.(a). Tedy mimo
mnoZinu U.(a) mohou leZet pouze body a4, as, ..., a,,, COZ je
kone&na mnozZina.

Necht naopak pro kazdé okoli U. (a) leZzi mimo toto okoli pouze ko-
necny pocet Elentl posloupnosti (a,). Je-li dano ¢ > 0, leZi podle
predpokladu mimi okoli U.(a) pouze kone¢na mnoZzina ¢lenl po-
sloupnosti. Ozna¢me tuto mnoZinu M a zvolme ny = max n. Pro-

an€M

toZe je mnozina M konec€na, toto maximum existuje a pro kazdé
n > ng je a, € U.(a), COZ Znamena, ze |a, — a| <e.
Pfipad nevlastnich limit se dokaze obdobné. O
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Véta. Posloupnost méa nejvyse jednu limitu.

Dlkaz. Necht méa posloupnost (a,) dvé limity a a b, a # b. Vy-
berme disjunktni okoli U, (a) bodu a a U.,(b) bodu b, tj. U, (a) N

U.,(b) = 0. Jestlize a # b, takovéa okoli vzdy existuji. Napfiklad pro

. a—>b
a,be Rlze zvolit ey = g5 = | |

> 0. Protoze « je limitou po-

sloupnosti (an) existuje index n; takovy, Ze pro vSechna n > n;
je a, € U.,(a). Podobné protoZe b je limitou posloupnosti (a,)
existuje index n. takovy, Ze pro vSechna n > ny je a, € U,(b).
Necht n > max(n;,ns). Pak je a, € U.,(a) a také a, € U.,(b).
Ale z toho plyne, Ze a,, € U.,(a) N U, (b) = 0. Ale to je spor. Tedy
predpoklad a # b vede ke sporu. Proto musi pro kazdé dveé limity
posloupnosti (a,,) platita = b. O
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Definice 11. Jestlize posloupnost (a,) ma vlastni limitu,
nazyvame ji konvergentni. Jestlize posloupnost (a,) méa
nevlastni limitu nebo limitu nema, nazyvame ji divergentni.

Véta. Kazda konvergentni posloupnost je omezena.

Dlkaz. Necht lim a,, = a € R. Zvolme ¢ = 1. Pak existuje ny € N

n—oo

takové, Ze pro kazdé n > ngje a — 1 < a, < a + 1. OznaCme
K = maX(al,aQ,...,ano,a + 1) al = min(al,aQ,...,anO,a — 1).
ProtozZe se jedna o kone€né mnoziny, takova K a L existuji. Tedy
pro kazdé n € N plati nerovnost L < a, < K. O
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Véta. Necht posloupnosti (a,) a (b,) konverguji, c € R. Necht
lim a, =aa lim b, = b.

n—oo n—oo

Pak konverguji také posloupnosti
(Can) ) (a'n + bn) ) (a'n ’ bn)
a plati

lim (can) =ca, (an+bn) =a+b, lim (an-bn) =ab.

n—o0 n—oo

Jestlize je navic lim b, # 0, pak konverguje i posloupnost (%)

a plati
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Véta. Jsou-li posloupnosti (a,) a (b,) konvergentni a pro kazdé
n € N plati a,, < b, je lim a, < lim b,.

n—oo n—oo

o . . a—2b
Dukaz. Nechtje lim a, = a, lim b, =baa > b. Pakje aT > 0.

n—oo n—oo
K tomuto ¢ existuji n, a n;, takova, Zze pro kazdé n > n, jea—c =
a+b

2
. b ..
n > max(nq, ) plati b, < % < a,, coZ je spor. O

3 . b
< a, aprokazdén >n,jeb, <b+e= %. Tedy pro

Poznamka: Pro limity « a b mUZe platit « = b i v pfipadé, kdy pro
1
kazdé n € N je a,, < b,; napfiklad a,, =0ab, = —.

3
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Véta. Necht pro €leny posloupnosti (a,), (b.) a (c,) plati a, <
b, < ¢, a existuji limity lim a, = lim ¢, = a. Pak existuje také

n—oo

limita posloupnosti (b,) a plati lim b, = a.

A a, °
+& °
a [ ] ® Cp P
° C ° ° o
a
°by o : : : :
_ °
a—c¢ - o
° °
0
® n
°

Dlkaz.V pfipadé, Ze lim a,, = +oonebo lim ¢, = —oo, je tvrzeni
zfejmé. Necht a € R?.qlgoak ke kaidémun?; 0 existuji n, a n,
takova, Ze pro kazdé n > n, je a — ¢ < a,, a pro vSechna n > n,
je ¢, < a+e. Tedy pro v8echna n > ng = max(n,,n) plati

nerovnostia —e <a, <b, <c, <a-+e. O
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Véta. Pro posloupnost (a,) je lim a, = 0 pravé tehdy, kdyz

lim }an‘ = 0.

n—oo
Dikaz. Tvrzeni je zcela zfejmé z definice limity. [J

Véta. Necht lim a, = 0 a posloupnost (b,) je omezena. Pak je

n—oo

lim a,b, = 0.

n—0o0

Dilkaz. Protoze lim a, = 0 je také lim |a,| = 0. ProtoZe je po-

n—o0

sloupnost (b,) omezena, existuje K € R takové, Ze pro kazdé
n € Nje —K <, < K. Tvrzeni véty plyne ze zfejmé nerovnosti
—Kla,| < |anb,| < K|a,| aztoho, Ze lim K|a,| =0. O

n—o0o
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O Priklad 4.10.

cosn

Najdéte limitu posloupnosti a,, = —— .
n + sinn!

o . 1 QCOSTL .
Reseni: a, = b, - c,, kde b, = - ac¢, = —————. limb, = 0;
n 1+ (sinn!)/n

|cosn| < 1 = 205" < 2; |sinn!| < 1, proto lim s _ 0=

n—oo M

n—oo n

predchozi véty je lim a, = 0.

inn!
lim (1+ P — 1. Posloupnost (c,) je omezena a podle
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Véta. Je-li posloupnost (a,) neklesajici, resp. nerostouci, exis-
tuje jeji limita (vlastni nebo nevlastni) a plati

lim a, = supa,,, lim a, = infa, .

n—oo n—oo

Poznamka: Tvrzeni této véty Ize shrnout tak, Ze monotonni po-
sloupnosti maji vzdy limitu, ktera je rovna supremu pro neklesajici
posloupnosti a infimu pro posloupnosti nerostouci.

Pomoci uvedené veéty Ize ukazat, Ze plati dllezité vztahy:

1\" . EN"
lim <1 + —) =e, obecngji lim (1 + —) = e
n—oo n n—oo n



http://euler.fd.cvut.cz

Dikaz. Pro neklesajici posloupnosti (pro nerostouci anal.):
Necht je (a,) neklesajici posloupnost, tj. pro kazdé n € N plati
nerovnost a, < a,,;. Jestlize neni posloupnost (an) omezena,

musime dokazat, Ze lim a,, = +oo. Nechtjedano K € R. ProtoZe

n—oo

posloupnost (an) neni shora omezena, existuje index n, takovy,
ze a,, > K. Ale protoZe je posloupnost neklesajici, plati pro
kazdé n > ny nerovnost K < a,, < a,.

Nyni pfedpokladejme, Ze je neklesajici posloupnost (an) shora
omezena. Pak existuje Sup{an; n e N} = a € R. UkaZeme, Ze
toto a je limitou posloupnosti (a,). Z prvni vlastnosti suprema
plyne, Ze pro kazdé n € N je a, < a. Necht je dano ¢ > 0. Z
druhé vlastnosti suprema pak plyne, Ze existuje index ng takovy,
ze a — ¢ < a,, < a. Protoze je posloupnost neklesajici, plati pro
kazdé n > ny nerovnost a — ¢ < a,, < a, < a. O
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Definice 12. Posloupnost (a,) se nazyva cauchyovska,
jestlize spliiuje Cauchy—Bolzanovu podminku:

Ke kazdému ¢ > 0 existuje no takové, Ze pro kazda m, n,
kde m > ng an > ng, plati |a, —a,| <e.

Véta. Posloupnost (a,) konverguje pravé tehdy, kdyZ je cauchy-
ovska.

Véta. Necht je (b,) posloupnost vybrana z posloupnosti (a,) a
lim a, = a. Pakje lim b, = a.

n—0o0 n—oo

Dikaz. Pro kazdé € > 0 (nebo K € R) staci zvolit ng = k,,.

O Priklad 4.11.
DokaZzte, Ze a,, = (—1)" nem4 limitu.
ReSeni. Pro n = 2k dostaneme vybranou posloupnost

by = agy, = (—=1)** = 1 s limitou 1, pro n = 2k + 1 vybranou
posloupnost b, = ag, 1 = (—1)%**1 = —1 s limitou —1.



http://euler.fd.cvut.cz

0 Priklad 4.12.
. x —-1)m\" s
DokaZte, Ze posloupnost a,, = <1 + u) nema limitu.
n
Re$eni. Pro suda n = 2k dostaneme vybranou posloupnost
b = as, = (1+ 2—1,6)2'“. To je posloupnost vybrana z posloupnosti
(1+1)". Proto je Jim b, = e. Pro licha n = 2k — 1 dostaneme

vybranou posloupnost

1 2k—1
= _ = 1 —_
Ck a2k—1 ( o — 1) )

coZ je vybrana posloupnost z posloupnosti (1 — %)” Protoze
vSechny ¢leny této posloupnosti jsou mensi nez 1, nemdze byt
jeji limita rovna e > 1. Ve skute¢nosti je Jim ¢, = e~ . Protoze
posloupnost a,, obsahuje dvé posloupnosti, I:;eré nemaji stejnou
limitu, neexistuje ani limita posloupnosti (a,,).
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Definice 13. Bod a € R* se nazyva hromadnym bodem
posloupnosti (an) pravé tehdy, kdyZz existuje vybrana
posloupnost (b, ) takova, Ze a = lim b,.

n—oo

Véta. Bod a je hromadnym bodem posloupnosti (an) prave tehdy,
kdyZ pro kazdé okoli U.(a) existuje nekone¢na mnoZzina indexd
N, C N takov4, Ze pro kazdé n € N, je a,, € U.(a).

Dlkaz. Je to vlastné jen jinak pfepsana definice hromadného
bodu posloupnosti. [

O Priklad 4.13.

Pro posloupnost a,, = (—1)" jsou hromadné body 1 a —1, nebot

lim ag, = lim 1 =1, lim ag_1 = lim (—-1) = —1.
k—oo k—oo k—o0 k—o0
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O Priklad 4.14.

Najdéte vSechny hromadné body posloupnosti

(n+ 1)+ (=1)"n? 27
ap = -COS— M.
n?+n+1 3

Reseni. a, = b, - ¢,,, kde

(n+1)* + (=1)"n?
n2+n+1
Ani jedna z téchto posloupnosti nema limitu.

b, =

_ 2
, Cp =CO8=3n.

S8k? +4k +1 a4k — 1
= s 2 b= —
4k? 4+ 6k + 1 4k?2 — 2k +1
ProtoZe posloupnost ¢, je omezena, je klim asix—1 = 0.

bag 0.



http://euler.fd.cvut.cz

Uvazujme
8k + 4k + 1 i

e e 4r 1.
T ek 1 (B

cos 4T 5 k nabyva hodnot 1 pro &k = 3m, — pro k=3m+1. Tedyz
posloupnostl (azk) 1ze vybrat posloupnosti (aek), kterd ma limitu 2
a (agr+2), kterd ma limitu —1. Hromadné body posloupnosti (a,,)
jsou tedy —1, 0 a 2.

O Priklad 4.15.

Najdéte vSechny hromadné body posloupnosti

n—2 n-—1

9 ey 9 g e ee e

n n

DN
W
Wl o
e
NI\
>
S|
3o

Reseni. Tato posloupnost obsahuje viechna racionalni &isla z in-
tervalu (0, 1), tj. Cisla ]—), kde 0 < p < ¢ jsou pfirozen& nesoudélna
q

Cisla, a to kazdé dokonce nekonecné krat. Protoze kazdé realné
Cislo Ize s libovolnou pfesnosti aproximovat posloupnosti raci-
onalnich ¢isel, je mnozina hromadnych bod{ posloupnosti (an)
cely interval (0, 1).
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Definice 14. Necht je M mnoZina vSech hromadnych bod{
posloupnosti (an). Cislo S = sup M, resp. s = inf M se
nazyva limes superior, resp. limes inferior, posloupnosti
(a,) aznaci se lim sup a,, nebo n@ an, resp. lim inf a,, nebo

]j_m an. n—oo
00 Priklad 4.16.
Pro posloupnost a,, = (—1)" je
lim (-1)" =1, lim (—1)" = —1
Véta. Posloupnost (a,) ma limitu tehdy a jen tehdy, kdyz

limsup a,, = liminf a,, .

n—o0o n—0oo

Véta. Mnozina M je kompaktni pravé tehdy, pokud Ize z kazdé
posloupnosti (a,) takové, Ze a, € M pro kazdé n € N, vybrat
konvergentni posloupnost, jejiZ limita leZi v M.
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PREDNASKA 5

CISELNE RADY
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5.1 Pojem cCiselné fady

Definice 1. Necht je dana posloupnost (a,). Posloupnost
n

(sn), kde s, = Y ap = a1 + a2 + -+ + a, Se nazyva
k=1

posloupnost ¢astecnych souctdl posloupnosti (ay).

Existuje-li lim s, = s € R, pak s nazveme souctem fady

n—oo

o o
Z a, afekneme, Ze fada Z a, je konvergentni.

n=1 n=1

Je-li (s,) divergentni, nazjvame fadu » _ a, divergentni.
n=1

Je-li lim s, = o0, fikame, Ze fada diverguje k +oo.

n—oo
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O Priklad 5.1.

(@)

(b)

(€)

Radal+1+1+--- diverguje k +co, nebot

Sp= 14+14+---+1 =n, lim n =+4+o00.
—/_/ n—oo
n-kréat

Rada (—1) + (—1) + (—1) + - - - diverguje k —oo, nebot

Sp = E—l) +--+(=1) = —n, lim(—n)=—oc.

- n—oo

Rada 1+ (—1) + 1 4 (=1) + --- diverguje (v tomto pfi-
padé se téz fik4, Ze osciluje), nebot ¢astecné soucty tvori
posloupnost 1,0,1,0,1,0, ..., ktera nema limitu.
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O Priklad 5.2.

UvaZujme geometrickou fadu
Zalqn_l =a+ag+-tag" o, a#0, ¢#1,
n=1

Pro ¢ # 1 je posloupnost ¢astecnych souctll dana vztahem:

1—q"
Sp = a1 .
l—g¢q

(a) Je-lig>1,pak lim ¢" = 400, fada diverguje k oo :

lim s, =
n—oo

400 pro a; >0,
—o00 pro a; <0.

(b) Jde-li|q| <1, pak lim ¢" =0, s= lim s, = a; fada

n—oo —q’

konverguje.
(c) Je-lig < —1, pak lim ¢" neexistuje a fada diverguje.
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O Priklad 5.3.

UvaZujme fadu

f: LS S S S
S~n(n+1) 1-2 2-3 3-4 nin+1)"
ProtoZe plati:
1 1 1

je
Y DI S I D
= 2 273 31

tedy s = lim s, = 1, fada konverguje.

n—oo
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O Priklad 5.4.
Rada

I4+(-1))+Q+(-1)+ T+ (-1)+---
konverguje, jeji soucet je roven 0 (a, = (1+ (—1)) = 0).

Vynechame-li vSak zavorky, ziskame fadu divergentni:
I+ (=) +1+(-1)+---

Neboli naopak, pfidanim vhodnych zavorek jsme z divergentni
fady ziskali fadu konvergentni.

Nasledujici véta fika, Ze soucet fady se pfidanim zavorek ne-
zméni, je-li fada konvergentni &i diverguje-li k +oco.
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Véta. Necht » "a, = s, kde s miize byt i +o0 nebo —oo, a
n=1

ki1 < ke < k3 < --- je rostouci posloupnost pfirozenych cisel.
Potom je

(ar+ag + -+ ag,) + (ary 11+ Qyyo + -+ ag,) + -

vt (Ahygr F Q2+ akg) =S

oo

Véta. Necht » a, = s, Y b, = t jsou konvergentni fady,
n=1 n=1
¢, A, B € R. Potom je

i ca, = cs, i(Aan + Bb,) = As + Bt.
n=1

n=1
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Nutn& podminka konvergence fady:

oo
Véta. Jestlize fada »  a, konverguje, je

n=1

lim a, =0.

n—oo
Dlkaz. Oznaéme s,, = a;+as+- - -+a, . ProtoZe fada konverguje,

existuje vlastni limita lim,,_., s, = s. ProtoZe a,, = s,, — $,_1, j€

lim a, = lim s, — lim a,,_1 =s—s=0.

n—oo n—oo n—oo

Poznamka. Pozor, véta fik&, Ze z konvergence fady plyne nu-
lova limita posloupnosti jejich €lend, avSak z nulové limity obecné
neplyne konvergence fady!
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O PFiklad 5.5.

Vy3etfujme konvergenci tzv. harmonickeé fady » = .
n

n=1
T
2 3 4 5 6 7 8 9 16
~ ~~ -~ ——
2 __ 1 1 _ 1 1 _ 1
Zi=s 24573 =28 3% =3
w2d, mziri=h mzivivi=l,
Sp 25ttt =g, -5m 23,

lim Sson = +00 .
n—oo

Vybrana posloupnost (sq« ) z posloupnosti ¢aste¢nych souctl (s,,)
diverguje k +oc . ProtoZe posloupnost (s,,) je rostouci, s,, = s,—1+
% > s,_1, j€ji limita existuje, a to kone¢na nebo +oc, a je rovna
limité jakékoli vybrané posloupnosti. Tedy lim,, .., s, = +00 .
Rada tedy diverguje k +oo, i kdyZ je lim,,_..ca, = 0.
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O PFiklad 5.6.

VySetfujme konvergenci fady

>

n=1

Si-

Reseni. Zfejmé

1
Sp=14+—+--- =+/n— 400 pPro n — oo,

V2 x/_ \/_

takZe lim, . s, = +oo. Rada diverguje k +oc.

O Priklad 5.7.
VySetfujme konvergencifady > > (-1)""'n=1-2+3—-4+5—

§e§en'|. Mame §1 = 1, So = —1 , 83 = 2 S4 = —2, S5 = 37 te
Zfejmé lim,,_. ., s,, heexistuje, takZe fada diverguje.
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5.2 Rady s nezapornymi ¢leny

Véta (srovnavaci kritérium konvergence fad).
Jestlize existuje ny € N takové, Ze pro vSechna n > ny plati
nerovnost 0 < a,, < b,, pak

(e.) (0. ]
e z konvergence fady » b, plyne konvergence ) a,,
n=1 n=1

e z divergence fady ) _a, plyne divergence ) b, .

n=1 n=1

O Priklad 5.8.

|
VysSetfujme konvergenci fad —_—.
ySetfuj g y; CES)E
Reseni. Pro kazdé n € N je (n 4+ 1)2 > n(n + 1), a tedy
0< ¢ jl)Q < n(nl—i-l)' Rada vpravo konverguje (viz vy3e), takZe
podle srovnavaciho kritéria konverguje téz vySetfovana fada.
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Véta (odmocninové kritérium).
Jestlize existuje ny takové, Ze pro vSechna n > ng je

Va, <q<1,
pak fada »  a, konverguje.

n=1
Jestlize pro kazdé ny € N existuje n > n, takové, ze

Van > 1,
pak fada » " a, diverguje.

n=1

Véta (limitni odmocninové kritérium).

Necht a,, > 0 alimsup a,, = ¢. Je-li ¢ < 1, Yada Z a, konverguije;

n—o00
n=1

je-liq > 1,Fada ) " a, diverguje.

n=1
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Véta (podilové kritérium).
Necht'je a,, > 0. Jestlize existuje n, takové, Ze pro vSechnan > ng

je (n41

0< <g<1,

an

pak fada Z a, konverguje.

Jestlize eX|stu1e no takové, Ze pro vSechna n > ng je
Ap+1
n

> 1,

pak fada » " a, diverguje.

n=1
Véta (limitni podilové kritérium).

Necht a,, > 0 a existuje
. Ap+1
lim

n—oo (U,

Jeslig <1, a, konverguje, je-li¢ > 1, ) _ a, diverguje.

n=1 n=1
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Véta (Raabeho kritérium).

Necht a,, > 0 a existuje lim n ( In__ 1) = s. Je-lis > 1, fada

n—00 An+1

> " a, konverguje, a je-li s < 1fada » _ a, diverguje.

n=1 n=1

5.3 Alternujici fady

Véta (Leibnizovo kritérium pro alternujici fady).
Necht a,, > 0 je monotonni posloupnost, pro kterou plati lim a, =

n—oo

0. Pak je fada » "(—1)"a, konvergentni.

n=0

O Priklad

- L . o = (=1)"
Podle Leibnizova kritéria konverguje napfiklad fada Z (=1) .

n
n=1
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Véta. Jestlize konverguje fada  "|a, |, konverguje i " a,,.

n=1 n=1

Definice 2. Jestlize je konvergentni fada  "|a,|, nazyva

=i
(o)
se fada Z a, absolutné konvergentni.
=l
o0 oo
Je-li fada Zan konvergentni a fada Z|“”| divergentnt,
n=1 n=1

o
nazyva se fada » _ a, neabsolutn& konvergentni.

n=1
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PREDNASKA 6

FUNKCE
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6.1 Pojem zobrazeni a funkce
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Uvazujme libovolné neprazdné mnoziny A, B. Pfifadime-li kaz-
dému prvku = € A praveé jeden prvek y € B, dostdvame mnozinu
F usporadanych dvojic (z,y) € A x B, ktera se nazyva zobrazeni
mnoziny A do mnoZiny B.

Prvku z se fika vzor prvku y, prvku y se fikd obraz prvku =z
v zobrazeni F'; rovnéz se pouziva vyjadreni, Ze y je hodnota
zobrazeni F' v bodé z a piSe se y = F(z) nebo = — F(z).
MnoZina A se nazyva defini¢ni obor zobrazeni F' a oznacuje
také symbolem D(F) ¢i Dr. MnoZina vSech obraz{l v zobrazeni
F se nazyva obor hodnot zobrazeni F' a oznacCuje se H(F) Ci
Hp; plati: H(F") C B. Symbolicky se zobrazeni F mnoziny A do
mnoziny B zapisuje takto:

F: A—=B, DF)=A
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Specialni pfipady zobrazeni ' mnoziny A do mnoZiny B

(0 Zobrazeni v mnoziné A nebo zobrazeni mnoziny A do
sebe je zobrazeni F, kde A = B.

Sem patfi:

O Reélna funkce jedné reélné proménné je zobrazeni
v mnoziné vSech reélnych Cisel R, tj.

A=B=R.

[0 Geometricka zobrazeniv roviné av prostoru, kde A,
B jsou mnoziny bod{ v téZe roviné, popf. v prostoru.
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[0 Prostézobrazeni jetakové zobrazeni F, ve kterém je kazdy
prvek y € H(F') obrazem pravé jednoho prvku =z € A =
D(F), nebolikazdé dvarizné vzory x, x, maji také rizné
obrazy F(xy), F(xs).

we e

i

X3 ® Vy
.\/fJG

X4 @

oy6 .y5



http://euler.fd.cvut.cz

[l Zobrazeni mnoziny A na mnozinu B je takové zobrazeni
F, ve kterém je kazdy prvek mnoZiny B obrazem aspon
jednoho prvku mnoZziny A, tj. B = H(F)).
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0 Vzajemné jednoznacné zobrazeni mezi mnozinami A, B
je prosté zobrazeni mnoziny A na mnozinu B.
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Je-li dané zobrazeni F' prosté, pak k nému existuje pravé jedno
prosté zobrazeni, které ke kazdému prvku y € H(F) pfifazuje
jeho vzor x € D(F); toto zobrazeni se nazyva inverzni zobra-
zeni k zobrazeni F' a znali se symbolem F~!. Plati: D(F1) =
H(F), H(F™) = D(F),

x=F(y) pravé kdyz y = F(x)

F-I

A=DF=HF-1 B
m
[} y]

X] ®

e

HF:DF-I ° )2

X3 * V4
“v. .

X4 o
oy6 .y5
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Necht G a F' jsou dvé zobrazeni, pro ktera je Hr C Dg. Zobrazeni
H se nazyva kompozici zobrazeni F' a G, je-li H(z) = G(F(z))
pro vSechna x € Dr. Kompozice zobrazeni F' a G (vtomto pofadi)
se symbolicky zapisuje H = F o G.

A=DF=DF0G HF
F
X »e ) =F(x)
D¢
B
H=Fo°G G
z=G(F(x))

Hr.c Hes C
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6.2 Realnafunkcejednérealnépromeénné

Jak je uvedeno v predchozi ¢asti, realnou funkci jedné realné
proménné se rozumi zobrazeni v mnoZziné vSech reéalnych cisel
R; reélnou funkci budeme zpravidla znacCit f, vzor x se nazyva
proménna nebo argument funkce f, obraz y se nazyva funkc¢ni
hodnota nebo hodnota funkce f v bodé x a znaci se f(z).

Nazornou predstavu o vlastnostech funkce poskytuje jeji grafické
vyjadfeni neboli graf funkce, ktery sestrojime takto:

V roviné zvolime pravoUhlou soustavu soufadnic s pocatkem O
a osami z, y. Pro kazdé = € D(f) pfifadime v této roviné kazdé
usporadané dvojici realnych €isel [z, f(z)] bod, ktery m& (v uvede-
ném poradi) soufadnice (z, f(z)). MnoZina vSech takovych bodd
roviny se nazyva graf funkce f :

graf f = {(z,y) € R* |z € D(f), y = f(x)}
Obsahuje-li defini¢ni obor D( f) kone€ny pocet hodnot argumentu

x, miZzeme sestrojit cely graf presné, bod po bodu. Obsahuje-li
vSak definicni obor dané funkce nekone¢né mnoho hodnot, je
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nutné graf pfiblizné dokreslit. Ke spravnému nakresleni grafu jsou
nezbytné znalosti rliznych vlastnosti funkce. Proto se v nasledu-
jicim podivame na zakladni elementarni funkce a u kazdé z nich
si pfipomeneme jeji analytické zadani, tj. vzorec Ci rovnici tvaru
y = f(x), kde f(x) je vyraz s proménnou z, a prisluSné grafické
zobrazeni.

y=f ) [x, f (0]

A A
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6.2.1 Vlastnosti adruhy funkci

Neékteré funkce maji urCité spolecné vlastnosti, podle kterych je
nazyvame. NejdlleZitéjSi z nich jsou nasledujici:

0 Funkce sudé aliché
Necht ma funkce f takovou vlastnost, Ze pro kazdé = € D(f)
je také —x € D(f)

0 Funkce f se nazyvasudafunkce, pravé kdyz pro kazdé
z €D(f) je f(—=) = f(z).
0 Funkce f se nazyvalichafunkce, prave kdyz pro kazdé

z € D(f)je f(—z) = —f().

(Funkce samozfejmé nemusi splfiovat ani jednu z pod-
minek, tedy nemusi byt ani suda, ani licha.)
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Funkce suda: Funkce licha:

Y | fex) =10
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0 Funkce periodické
Funkce f se nazyvaperiodickafunkce, prave kdyz existuje
takové reélné Cislo p # 0, Ze pro kazdé = € D(f) je také
x+£peD(f)aplat: f(x £p) = f(x).

ylk

AW ANVANVANY
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0 Funkce prosté a funkce k nim inverzni
ProtoZe funkce je specialnim pfipadem zobrazeni, pouZije
se pro ni stejna definice jako pro prosté zobrazeni a zobra-
zeni k nému inverzni.

Funkce f se nazyva prosta, jestliZze pro kazdé dva rlizné
body z,, 72 € Dy, x1 # T2, je take f(xy) # f(x2).

SO =,

J(x5)

/ﬂ f0e) # fx)

Funkce prosta Funkce, ktera neni prosta
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Je-li funkce f prosta, existuje k ni funkce inverzni !, ktera
kazdému prvku y € H; pfifazuje jeho vzor z € Dy :

v =["(y) pravé kdyZ y = f(a).

plati:
Df = Hf-l
Hf = fol

y =
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PTi sestrojovani grafu inverzni funkce pak vyneseme proménou
jako obvykle na osu z a hodnoty na osu y — oproti grafu ptivodni
funkce si tak soufadnicové osy ,vymeni role®; graf inverzni proto
bude symetricky s grafem plivodni funkce f v osové soumé&rnosti
podle osy prvniho a tfetiho kvadrantu.

Uvédomme, Ze inverzni funkce existuje jen pro funkci prostou
— pro funkci, kterd neni prosta, nebude kfivka vznikla osovou
someérnosti grafem funkce:

yﬂ yk
/= inverzni funkce

) : neni funkce
ol ‘ (dvé razné hodnoty)

2 ‘) X
,
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0 Funkce omezené, zdola omezené, shora omezené
UvaZzujme funkci f a podmnoZinu M jejiho defini¢niho oboru D(f).

[0 Funkce f se nazyva zdola omezena na mnoziné M, pravé
kdyz existuje takové d € R, Ze pro vSechna z € M je f(x) > d.

[J Funkce f se nazyva shora omezena na mnoziné M, pravé
kdyZ existuje takové h € R, Ze pro vSechna z € M je f(z) < h.

[J Funkce f se nazyva omezena na mnoziné M, pravé kdyZ je
zdola i shora omezena na M.

Je-liM = Dy, fekneme, Ze funkce je omezena (zdola, shora).

Yy funkce zdola omezena y4 funkce shora omezena
h
() f(x)>d 7 (x) fX)<h
d
X X
X " / x "
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0 Funkce monotonni
Uvazujme funkci f a podmnozinu M C D(f).

(1 Funkce f se nazyva rostouci na mnoziné M, pravé kdyz
pro kazdé dva prvky x, x, € M plati:
je-li zy <@g, pak f(xy1) < f(x2).
[0 Funkce f se nazyva klesajici na mnoziné M, prave kdyz
pro kazdé dva prvky z;, xs € M plati:
je-li xq < xo, pak f(x1) > f(x2).
[0 Funkce f se nazyva neklesajici namnoziné M, pravé kdyz
pro kazdé dva prvky xi, xo € M plati:
je-lizy < a9, pak f(z1) < f(xq).
[0 Funkce f se nazyvanerostouci namnoziné M, pravé kdyz
pro kazdé dva prvky x;, x, € M plati:
je-lizy < a9, pak f(z1) > f(xq).
Rostouci a klesajici funkce se souhrnné nazyvaji ryze mono-

tonni (na dané mnoziné); neklesajici a nerostouci se souhrnné
nazyvaji monotonni (na dané mnozing).



http://euler.fd.cvut.cz

Y4 rostouci na M, klesajici na M,
106 neni rostouci na M, M,
’ UCHENICAN | iy napr. f(x,)<f(x;)
Jxa) — muselo by platit pro
kazdou dvojici x; < x;
X)) <f(x ;
106 S o) <f(xy)
S )
— M, M,
X; X, X3 X, X
4 y
Feo)|= 1) e
xX)|=f(x
) ’ SOe) </ ()
SO |=f(x5)
S <f(xy)
1)
X X
Xy X X3 Xy X5 X3
neklesajici nerostouci



http://euler.fd.cvut.cz

Definice 1. Rekneme, Ze funkce f ma bodé z, € D(f)

O maximum, jestlize pro kazdé = € D(f) plati:

f(xo) > f(x),

O minimum, jestlize pro kazdé x € D(f) plati:
(o) < f(2).

Maxima a minima funkce nazyvame extrémy (globalni).

YA . YA
maximum funkce:

minimum funkce:

S(xp)

1) () S >f(xp)

Sxp)

v =
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Definice 2. Necht je I C R interval, f : I — R. Jestlize pro
kazdé tfi body x, x5, x3 € I, kde x; < 2y < x3, leZi bod
A = [z,, y] pfimky prochazejici body [zy; f(x1)] a [3; f(z3)]

0 nad bodem grafu funkce [z,, f(z)], nazyva se funkce
f konvexni na intervalu I,

O pod bodem grafu funkce [xo, f(x)], nazyva se funkce
f konkavni na intervalu I.

YA
funkce konvexni:

[x,, /(x)]

YA

funkce konkavni:

[ X5, f(x))]

v =

X X X3

\ ¥
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6.2.2 Zakladni elementarni funkce

Linearni funkce
Linearni funkci nazyvame kazdou funkci

f:ry=ax+0b, D(f)=R (6.1)
o4

b y=ax+b, a=0

14+

o 1 X

D(f) =R, H(f) = {b}, nerostouci a neklesajici, neni prosta
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y
y=ax+b, \

a>0 b
b
1 1T
/7 0] 1 'Y 0
D(f) =R, H(f) =R
neni ani shora, ani zdola omezena
rostouci klesajici

prosta prosta
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Kvadraticka funkce

Kvadratickou funkci nazyvame kazdou funkci

f:y=ax’+bx+c, a#0, D(f)=R.

Grafem kazdé kvadratické funkce je parabola, ktera je soumérna
podle osy o rovhobéZzné s osou y.

Prlseciku osy paraboly s parabolou se fika vrchol paraboly
a pfimce kolmé k ose paraboly, prochazejici jejim vrcholem, se
fika vrcholova teCna paraboly.
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A
y b2Ay
“4a
y=ax’+bx+c
a>0 y=ax?+bx+c
¢ a<(
i c
o 2a _ _
. 0 b x
b2 2a
“4a
b2 b2
D(f) =R, H(f) =(c— — D(f)=R. H(f) = [ — _
(=R AP = (o= goboe) DU =R H() = (-ooe- )
zdola omezena, neni shora omezena shora omezena, neni zdola omezena

rostouci v | —oo, ——
2a

klesajici v (—oo, -
2a

. b . b
rostouci v ( ——, 400 klesajiciv { ——, 400
2a 2a
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Mocninna funkce s pfirozenym mocnitelem
Mocninna funkce s pfirozenym mocnitelem je funkce

f:y=2", neN, D(f)=R.

Je-li specialné n = 1, je f linearni funkce; je-li n = 2 je to funkce
kvadratick&a. Pro n > 1 je grafem parabola n-tého stupné.
y:xn Ay

n sude

= v

>
]
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Pomoci algebraickych operaci nasobeni Cislem a scitani funkci
f(z) = a™ ziskdme polynomy.

Polynomem nazyvame funkci P : R — R definovanou pfedpisem
P(ZI}) = anxn + anflxnil + -+ axr+ag, a; € R.

Neni-li polynom identicky roven nule, existuje nejvétsi n takove,
Ze a, # 0. Toto n nazyvame stupen polynomu. V dalS§im budeme
pfedpokladat, Ze je polynom P(x) nenulovy a Ze méa stupen n.
Nulovym bodem neboli kofenem polynomu P se rozumi bod
xo € R, pro ktery

P(xo) =0.

Je-li z; nulovy bod polynomu P(z) stupné n, ze psat
P(r) = (¢ — 1) (),

kde P;(x) je polynom stupné (n — 1). M&-li polynom P (x) kofen
Tg, J& Pi(x) = (x — xq) Po(z), a tedy

P(z) = (z — 1)z — 2) Po(2),
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kde P,(z) je polynom stupné (n—2). Jestlize pokracujeme uvede-
nym postupem dostaneme nulové body x1, z,, ..., xy, Z nichZ se
nékteré mohou vyskytovat vicekrat. Polynom P(x) Ize pak zapsat
ve tvaru

P(z) = (x — z)"(x — 22) ... (x — z,)f Py (2),

kde z1, ..., z, jsou navzajem rlizné kofeny polynomu P(x), pfi-
rozena Cisla k; se nazyvaji nasobnost kofene z; a plati pro né
N =k +ky+--+k, aPy(z) je polynom stupné (n — N), ktery
nema realné koreny.

Obecné Ize libovolny polynom stupné n zapsat ve tvaru

1

P(x) = an(r — xl)kl (z — l’g)kQ sz = x,,)kr (2 +px+aq)”

S

($2 + P2z + Q2)m2 e ($2 + DsT + qS)m )
kde polynomy z? + p;x + ¢; nemaji redlny kofen a

ki +ke+- 4k +2my + -+ 2mg = n.
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Linearnilomené funkce jsou funkce tvaru

ar + b
: = k R.
f: flx) p—— de a,b,c,de
Je-li ¢ = 0, jedn& se o linearni funkci. Proto budeme déale pfed-

pokladat, Ze ¢ # 0. ProtoZe rovnost cx + d = 0 plati pouze pro

r = —g, je definitni obor linearni lomené funkce R \ {—il}
c C

Linearni lomenou funkci Ize upravit na tvar
a ad—bc 1
Jx) = ¢ & z+dc
Tedy pro ad — be = 0 je tato funkce rovna konstantni funkci. Proto

budeme navic pfedpokladat, Ze ad — bc # 0. Obecnou linearni
lomenou funkci lze ziskat také sloZenim tfi jednodusSich funkci

f = fso fao f1, kde f; je linearni funkce fi(z) = = + CEZ funkce

ad — be a

1 . T
fa= - afunkce f; je opét linearni funkce f;(z) = — > r+ o
.. . . . 1
Z téchto funkci jsme podrobnéji nepopsali pouze funkci f5(z) = -
Tato funkce vyjadfuje vztah nepfimé Umeéry mezi x a y. Je defi-

novana na intervalech (—oo,0), kde je klesajici a na intervalu
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(0,4+00) kde je také klesajici. Ale je tfeba upozornit, Ze tato
funkce neni klesajici na celém svém definicnim oboru. Funkce
je licha a jeji graf je rovnoosa hyperbola se stfedem v pocatku,
jejiz asymptoty jsou soufadnicové osy.

ar +b

cr+d
klesajici na intervalech (—oo, —d/c) a (d/c, +0). Je-li ad — bec < 0

je funkce na téchto intervalech rostouci. Grafem je hyperbola se

Je-li ad — be > 0 je obecné linearni lomené funkce f(x) =

. . dal|l . .. . . d
stfedem v bodé | jejiz asymptoty jsou pfimky x = - a
y = ¢ Graf funkce protind osu Ox v bodé x = b aosu Oz v

C a
b
bodé y = —.
Y=

+b
+d
je opét linearni lomena funkce y =

. L, , ax . , . ,
Linearni lomena funkce y = je prosta a jeji inverzni funkce
(640
dr —b

—cr+a
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Racionalni funkce jsou funkce tvaru

f(a) = 22)

Qz) '
kde P(z),Q(x) jsou polynomy.
Oznacime-li X, mnoZinu vSech realnych nulovych bodl poly-
nomu Q(z), je definini obor Dy = R\ X.
Je-li stupen polynomu P(x), n, vétSi nebo roven stupni m poly-
nomu Q(z), lze délenim zjistit, Ze tuto funkci je mozné zapsat ve
tvaru

_ R(x)
f(@) = Pula) +
kde P;(z) je polynom stupné (n — m) a stupen polynomu Q(x) je

mensi nez stupen polynomu Q(x).

Funkci f(z) = % kde je stupen polynomuP(z) mensi nez

stupen polynomu Q(z), I1ze zapsat jako soucet jednodusSich ra-
cionalnich funkci. Pfedpokladejme, Ze

(@) = (o =) (o =)

(e —2) (@ et a)™ (2 per+g)™,
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kde dvojcleny z2+p;z+q; nemaji realné koreny, tj. plati p? —4¢; < 0.

C . P .
Pak Ize racionalni funkci f(z) = % psat ve tvaru:
€T
P(z A A A
(): 1 —|— 12 2+...+;klkl+
Qr) x—m (x — xl) (:v - xl)
A21 A2k2 rl Arkr
T — T2 T — Ty L — Ty (x—a,)"
Biix + 011 " Biox + 012 —— Blmlx + Clm1
PPt (24 prtaq) (22 + pro+ @)™
lel' + C’sl + Bs2x + 052 Bsmsx + Csms
22 + pst + g ($2 + psx + qs)2 (xz + PsT + q$)ms

Tomuto zéapisu se fika rozklad na parcialni zlomky.
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Exponenciélni funkce o zakladu a
Exponencialni funkce o zakladu a je funkce

f:y=d*, a>0, a#1, D(f)=R

Je-li z&klad a > 1, je funkce a” rostouci v R, je-li 0 < a < 1,
je klesajici v R; v obou pfipadech je prosta v celém definiénim
oboru.

A y
y=a*

a>1

y=a

0<a<l
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Logaritmicka funkce o zakladu a

Logaritmicka funkce o zakladu a je zavedena jako funkce in-
verzni k exponencialni funkci o témze zaékladu a. Symbolicky
se zapisuje takto:

f:y=log,xz, a>0, a#1l, D(f)=(0,+0),

pficemz podle definice pro kazdé x € (0, +o0), y € R, a >0, a #
1 plati:

y=log,x & x=a"

Je-li zéklad a > 1, je funkce log, = rostouci v R, je-li 0 < a < 1,
je klesajici v R; v obou pfipadech je prosta v celém definiCnim
oboru.
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Goniometrické funkce

Pfipomenme si nejprve pojem orientovaného Ghlu a jeho veli-
kosti. Orientovanym GUhlem se rozumi uspofadana dvojice polo-
pfimek VA, V B se spole€nym pocatkem. Prvni z této dvojice se
nazyva pocatecnim ramenem orientovaného thlu, druha kon-
covym ramenem orientovaného Uhlu; spolec¢ny pocatek obou
polopfimek se nazyva vrchol orientovaného Ghlu. Pro oriento-
vany Uhel se pouziva oznaceni AV B. Velikosti orientovaného
ahlu AV B se nazyva kazdé z realnych &isel a + 2k (v obloukové
mife), resp. « + k - 360° (v mife stupnoveé), kde k € Z a « se urci
takto:

a)Je-liVA=VDB,jea=0,

b) Je-li VA # VB, je « velikost neorientovaného Ghlu, ktery
vznikne oto€enim pocatecniho ramene V' A do polohy koncového
ramene V B v kladném smyslu, tj. proti sméru hodinovych ruci-
cek.
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Jetedy 0 < a < 27, resp. 0° < a < 360°; této velikosti se fika
zakladni velikost orientovaného uhlu.

VA

sino

AVB

Zvolme kartézskou soustavu soufadnic Ozy. Ke kazdému real-
nému Cislu « Ize pfifadit pravé jeden orientovany Ghel velikosti
a (v obloukové mife), jehoZ pocate€ni rameno je polopfimka O1,
kde I je obraz Cisla 1 na ose x (misto I budeme v grafu psat
pfimo Cislo 1); fika se mu orientovany Uhel v zakladni poloze.
Sestrojime jednotkovou kruZznici k (tj. kruZnici o poloméru 1) se
stfedem O, jeji prisecik s koncovym ramenem orientovaného
Uhlu « v zakladni poloze oznacime M.
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Definujeme

Druhou soufadnici bodu M jednotkové kruZnice na konco-
vém rameni orientovaného Ghlu « v zakladni poloze na-
zyvame sinus Uhlu « a jeho prvni soufadnici nazyvame
kosinus Uhlu «; znaCime je sin «, cos a.

sina = yyy, cosa = Ty pro kazdé o € R.

Témito vztahy je kazdému realnému Cislu = € R pfifazeno pravé
jedno realné cislo sinx a pravé jedno reélné c&islo cosz, tj. tyto
vztahy udavaji funkeni pfedpisy funkce sinus a funkce kosinus:

f:y=sinz, D(f)=R, f:y=cosz, D(f)=R.

y=sinx

R\ AN RN £
N NN N
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Dilezité je zejména to, Ze funkce sinus je licha, funkce kosinus
suda a obé funkce jsou periodické s periodou 27. Obé jsou
rovnéz omezeneé:
—1 <sinz <1, —1 <cosz <1.

Ihned z definice také plyne, Ze pro kazdé x € R plati:

sinx =0 prave kdyz je rv=kr=2k-3, kdekeZ

cost =0  pravekdyzje x=(2k+1)5, kdekcZ
Pro libovolné reélné cislo z plati:

sin?z + cos’z = 1. (6.2)

Funkce tg z, cotg x jsou zavedeny vztahy:

fry=tga= :;i D(f) =R — Uypez {2k + 13}
fiy=cotgr =, D(f) =R— U, {kn}.

sinz’
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NejdUlezitéjSi hodnoty goniometrickych funkci mdzeme shrnout
do tabulky:

T 0 z % % % s %77 27
sin o 0 % \/75 ‘/75 1 0 -1 0
cosa | 1 |2 10 oo | 1| 0 | 1

V3 neni neni
tg a 0 211 | V3 dof. 0 dof. 0
neni V3 neni neni
cotgar ||yt V3L 0 O | gt
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Vztahy mezi goniometrickymi funkcemi

Souctové vzorce
sin (x £ y) =sinx - cosy + cosz - siny

cos (r £ y) =cosx - cosy Fsinz - siny

t +t
tan (x +y) = gL tany
1Ftanz - tany
dcotgx - cotgy — 1
cotgg(x +y) = e Sy

cotgx F cotgy
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Vztahy pro dvojnasobny thel

sin2x = 2sinx - cos tan 2z = —12?’15
—tan“x

cos2x = cos?x — sin® x

Vztahy pro polovi¢ni Ghel

) l—cosx x _ l—cosx __ _sinz

Sl 5 = j:\/ 2 tan 2~ sinz ~  l4cosz
for - l4coszx

cos 3 = +4/5

Znameénko se urci podle kvadrantu.
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Souctové véty

+y . T—y

sinx + siny = 2 - sin 5 - cos %5

sinx —siny = 2 - cos ”+y - sin %54

cosx + cosy = 2 - cos “;y - cos H¥

COST — COSYy = —2-sinz—§y-sin””—gy

Pfevody pres liché ndsobky

sin (

COS (

wm

B
2

a) = cos« tg (g—a) = cotg o

a) =sina cotg (’—5 — a) =tga
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Cyklometrické funkce

Cyklometrické funkce jsou zavedeny jako inverzni funkce k funk-
cim goniometrickym. ProtoZe funkce inverzni existuje jen pro
prostou funkci, je vZdy nejprve tfeba omezit definicni obor na
interval, na némz je dan& goniometricka funkce prosta.

Funkce arkussinus,

f: y=arcsinz, D(f)=(-1,1),

je definovana jako inverzni funkce k funkci sinz na intervalu
(—m/2,7/2). Je tedy urCena vztahem

y =arcsine <= x =siny, ye€ (—7/2,7/2).
Funkce arkuscosinus,

f: y=arccosz, D(f)=(-1,1),

je definovana jako inverzni funkce k funkci cos z na intervalu (0, 7).
Jetedy urCenavztahem: y = arccosz <= = =cosy, y € (0,7).
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Funkce arkustangens,

f:y=—arctgz, D(f)=R,

je definovana jako inverzni funkce k funkci tgx
na intervalu (—m/2,7/2). Je tedy ur€ena vztahem

y=arctgr <= x=tgy, y€E (—7/2,7/2).

Funkce arkuskotangens,

f: y=arccotgz, D(f)=R,

je definovana jako inverzni funkce k funkci cotgx na intervalu
(0, 7). Je tedy urCena vztahem

y = arccotgr <= x =cotgy, y € (0,m).
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Hyperbolické funkce

Funkce sinus hyperbolicky a kosinus hyperbolicky,
f: y=sinhz, D(f)=R,
f:y=coshz, D(f)=R,

jsou definované vztahy

T _ % e 4 e *
, coshx =
2 2

€

sinhx =

Z definiénich vztaht plyne, Ze pro sinh x a cosh z plati:

cosh?z — sinh %z = 1,

sinh (z + y) = sinh z cosh y & cosh z sinh ¥,

cosh (z + y) = cosh z coshy + sinh z sinhy .
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Funkce tangens hyperbolicky a kotangens hyperbolicky,

f:y=tghz, D(f)=R,
[+ y=cotghz, D(f)=R\{0},
jsou definované vztahy

ex_e—x e$+e—$
tgr = ——, cotghx = —
evt +e " et —e %
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LT

y=tghx
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Hyperbolometrické funkce

Funkce argument sinus hyperbolicky,
f: y=argsinhz, D(f)=R,
je definovana jako inverzni funkce k funkci sinus hyperbolicky:

y = argsinhz <= x =sinhy, yeR,

Funkce argument kosinus hyperbolicky,

[+ y=argeoshz, D(f) = (1,00),

je definovana jako inverzni funkce k funkci kosinus hyperbolicky:

y = argcoshz <= x =coshy, vy € (0,00)
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Funkce argument tangens hyperbolicky,
fy=tghz, D(f) =(-1,1),
je definované jako inverzni funkce k funkci tangens hyperbolicky:
y=argtghr <= x =tghy, yeR
Funkce argument kotangens hyperbolicky,
f: y=cotghz, D(f)=(—00,—1)U(1,+00),
je definovana vztahem

y = argeotghr <= = =cotghy, y e R\ {0}
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PREDNASKA 7

LIMITA

A SPOJITOST
FUNKCE
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7.1 Spojitost funkce

Definice 1. Rekneme, Ze funkce f(z) je spojita v bodé
a € Dy, jestlize ke kazdému ¢ > 0 existuje 6 > 0 takové, ze
pro kazdé x € (a — d,a + d) N Dy plati nerovnost:

|f(z) — f(a)| <e.

Ay
f(a)+e el /
N / __________________ }:ff(}ilﬁa{é'g'
f(a)—snf(x/)' """"""""""""""" i A
" .
0 ) a a+d ”
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Nasledujici funkce neni spoijita, nebot pro uvedenou hodnotu ¢
existuje v kazdém okoli bodu a takovy bod x, pro ktery je

A\y
fla)+e
f(@ / ---------------- \-) ------------
f@=e =7 ; jlf(x)—f(a)|>8
F) Frrmmmmmmmmm oo
| ix x
0 a—3% a a+o "
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Definice 2. Rekneme, Ze funkce f(z) je spojita zleva
v bodé a € Dy, jestlize ke kazdému ¢ > 0 existuje 6 > 0
takove, zZe pro kazdé x € (a — 9, a) N Dy plati nerovnost:

|f(x) = fla)] <.

f(a)+¢ el

f(@ f(x)/lﬂx)—f()lﬁm )

" 7 ‘)\/

v =
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Definice 3. Rekneme, Ze funkce f(x) je spojita zprava
v bodé a € Dy, jestlize ke kazdému ¢ > 0 existuje 6 > 0
takové, ze pro kazdeé = € (a,a + d) N Dy plati nerovnost:

|f(z) = fa)| <e.

Ay
fl@)+s ’ /
/ /
E A e NGy 1 f)—f(a)|<e
R, N0
f@)-¢ :
L X X
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Véta. Funkce f(x) spojita v bodé « praveé tehdy, kdyz je v bodé a
spojita zleva i zprava.

Dlkaz. Pfimo z definice.

Véta. Necht jsou funkce f, g spojité (resp. spojité zleva, resp.
spojité zprava) v bodé a, necht £ € R je konstanta. Pak jsou
v bodé a spojité (resp. spojité zleva, resp. spojité zprava) také

funkce kf, f + g, f - g aje-li g(a) # 0, také funkce i
g

Véta. Necht je funkce f(z) spojith v bodé a a funkce ¢(y) je
spojitd v bodé f(a). Pak je slozena funkce f(g(z)) spojita v bodé
a.

Poznamka. Dlkazy pfedchozich vét jsou analogické diikazlim
obdobnych vét pro limity, které jsou uvedeny dale.
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Definice 4. Funkce spojita na mnozineé X = D; se nazyva
Spojita.

Véta. Necht' je f : X — R spojita funkce a X je uzaviena a

]

omezena podmnoZina R. Pak v mnoziné X existuji body x,,; a z,,
takové, Ze pro kazdé =z € X je f(z,) < f(z) < f(zm), tj. body,
ve kterych funkce f(x) nabyva svého maxima a minima.
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7.2 Limita funkce a jeji vlastnosti

Definice 5. Vlastni limita ve vlastnim bodé.

Necht je dana funkce f(z), necht a € R je hromadny bod
jejiho defini¢niho oboru. Rekneme, Ze funkce f(z) ma
v bodé a limitu A € R, piSeme liin f(z) = A, jestlize ke
kazdému £ > 0 existuje § > 0 tako?/é? ze pro kazdé = € Dy,
pro které je 0 < |z — a| < 6, plati: |f(z) — A| <e.

Ay /
A+g
o — e
A_s"f(x/)‘ _______________________:____:|f(x)_|8
0 a-9% a a+d
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Jiné vyjadfeni vyroku lim f(z) = A plyne z nasledujici véty.

Véta. Necht je dana funkce f(z) abod a € R, ktery je hromadnym
bodem jejiho definiéniho oboru. Pak je

lim f(z) =A
pravé tehdy, kdyZ ke kazdému okoli U.(A) bodu A existuje prs-
tencové okoli Ps(a) takové, Ze pro kazdé = € PFs(a) N Dy je
f(x) € U.(A).

Dilkaz. Véta je pouhym pfepsanim definice limity, nebot Ps(a) = (a —
d,a)U(a,a+9), U(A)=(A—e,A+e). O

Tato véta umoziuje jedinym zplsobem definovat limitu i v pfi-
padé, Ze bod a nebo bod A je nevlastni.
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Definice 6. Necht je dana funkce f(x) abod a € R*, ktery je
hromadnym bodem jejiho definiéniho oboru. Rekneme, Ze
funkce f(z) ma v bodé a € R* limitu A € R* pravé tehdy,
kdyZ ke kazdému okoli U(A) existuje prstencové okoli P(a)
takove, zZe pro kazdé x € P(a) N Dy je f(z) € U(A).
Terminologie:
Vlastni limita ve vlastnim bodé: acR, AeR,
Nevlastni limita ve vlastnim bodé: a € R, A = t+o0;

Vlastni limita v nevlastnim bodé: a=*+oo, A€R;

Nevlastni limita v nevlastnim bodé: a = +o00, A + .
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Definice 7. Necht je dana funkce f(z) abod a € R, ktery je
hromadnym bodem mnoZiny {x € D;; = < a}. Rekneme,
Ze funkce f(z) ma v bodé « limitu zleva A, piSeme

lim f(x)= A,

T—a—

jestlize ke kazdému okoli U(A) existuje § > 0 takové, Ze pro
vSechna z € (a — d0,a) N Dy je f(z) € U(a).

Necht je dana funkce f(x) abod a € R, ktery je hromadnym
bodem mnoziny {x € D;; = > a}. Rekneme, Ze funkce
f(z) m& v bodé a limitu zprava A, piSeme

Jim f(z) = A,
jestlize ke kazdému okoli U(A) bodu A existuje § > 0
takové, ze pro vSechna z € (a,a+6) N Dy je f(z) € U(a).
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Véta. Rovnost lim f(z) = A plati pravé tehdy, kdyz

r—a

lim f(z) = lim f(z)=

r—a— r—a+

Dikaz. Nechtje hm f( ) = A. Protoze je (a—d,a) C Ps(a), (a,a+0) C
Ps(a), plati hm f( )= hm+f(a:)=

Naopak, je-li zli}rcrll_ fz) = xl_i)1(111+ f(z) = A, pak ke kazdému ¢ > 0 existuji
d_ a é4 takova, Ze pro kazdé x € Dy, pro které je 0 < a — = < 6_ nebo
0<z—a<dy,je f(z) e U(A).

K danému okoli U.(A) sta&i zvolit § = min(d_,d;). Je-li totiz z € Dy N
Ps(a), jebud 0 <a—2<d<d nebo0 <z —a<d <4, atedy
f(z) e Us(A). O



http://euler.fd.cvut.cz

Véta. Necht a € R* je hromadnym bodem defini¢niho oboru Dy
funkce f(z), necht A € R*. Pak plati: lim f(z) = A pravé tehdy,
kdyZz lim f(z,) = A pro kazdou posloaaﬁost (x,) konvergujici k
bodu a, kde z,, € D; \ {a} .

Dlikaz. Necht lim f(z) = A a (z,,) je libovolna posloupnost s uvede-
nymi vlastnostrrwgci.qlglecht’je dano U.(A). Pak existuje Ps(a), Ze pro kazdé
x € DN Ps(a)je f(x) € U-(A). Protoze lim x, = a, existuje ng, ze pro
vSechna n > ng je z,, € Ps(a) atedy f(:rr;_))oé U:(A), tj. nh—>n§o f(zy) = A.

Naopak, necht lim f(x) # A. Pak existuje U.(A) takové, Ze pro kazdé
d > 0 existuje r e D¢ N Ps(a), pro které je f(x) ¢ U.(A). Vezméme
toto ¢ > 0, oznaCme 6 = 1/n > 0. Pro kazdé n € N je mnozina
X, ={z e DyNPy,(a); f(x) ¢ U(A)} neprazdna. Z kazdé mnoZiny
X,, vybereme jeden prvek z,, a tak ziskame posloupnost (z,), kde pro
kazdé n € N je z, € Dy, x, # a. ProtoZe pro kazdé n € N plati:
la —an| < 1/n, je lim 2, = a. Na druhou stranu ale pro kazdé n € N

je f(za) ¢ U-(A). Tedy lim f(a,) # A O
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Véta. Funkce f(xz) ma v bodé a nejvySe jednu limitu, rovnéz
nejvyse jednu limitu zprava, resp. zleva.

Dlkaz. Nechtje lim f(x) = Aazaroven lim f(x) = B,kde A < B.Pak
existuji disjunktn’lxc_)i?oli U.,(A)aU, (B),x Eatakové okoli, jejichz prinik
je prazdn& mnoZina. Ale protoze lim f(z) = A a lim f(x) = B, existuji
prstencova okoli Ps, (a) a P, (a) Utveﬁ?ové, Ze pro kazdé « € DyNPs,(a)
je f(x) e Uy (A)ax € DyN Psy(a) je f(x) € Usy(B).

ProtoZe a je hromadny bod Dy, je pro § = min(é4,d5) mnozina Dy N
Us(a) neprazdna. Tedy pro z € DN Ps(a) je f(x) € Us,(A)NU:,(B) =
(. Ale to je spor, atedy A = B. O
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Véta. Funkce f(z) je spojitd v bodé a pravé tehdy, kdyz je a
izolovany bod jejiho defini€niho oboru nebo kdyZ existuje vlastni
limita

lim f(z) = f(a).

r—a

Dlkaz. Necht je funkce f(x) spojita v bodé a, ktery je hromadnym
bodem Dy. Podle definice spojitosti existuje ke kazdému okoli U (f(a))
takové okoli Us(a), Ze pro kazdé z € Dy N Us(a) je f(z) € U-(f(a)).
Protoze Ps(a) C Us(a) , plati prokazdé z € DyNPs(a) : f(z) € U(f(a)),
g, lim f(x) = f(a).

Naopak, je-li a izolovanym bodem mnoziny Dy, existuje okoli Ps(a)
takové, Ze Ps(a) N Dy = (. ProtoZze Dy N Us(a) = {a}, pro kazdé okoli
U.(f(a)) plati, Ze pro vSechna z € Dy N Us(a) = {a} je f(z) = f(a) €
U-(f(a)).

Je-li bod a hromadnym bodem D; a ;13% f(z) = f(a), pak ke kazdému
okoli U.(f(a)) existuje Ps(a) takové, Ze pro kazdé = € Dy N Ps(a) je
f(z) € U(f(a)). Ale protoZe Us(a) = Ps(a) U{a} a f(a) € U:(f(a)), je
f(z) spojitd v bodé a. O
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O Priklad 7.1.

Funkce f(z) = 2z je spojith v kazdém bodé. Budeme-li hledat
limitu napfiklad v bodé 3, pak podle pfedchozi véty je lin% flz) =

£(3) = 6.

O Priklad 7.2.

Funkce ¢(z) definovana vztahem ¢(3) = 2, g(z) = 2x pro = # 3,
se pro = # 3 shoduje s funkci f(x), tedy

lir%g(x) = lin% f(z) =6.

ProtoZe ¢(3) = 2 # 6, neni funkce g(x) v bodé 3 spojita.
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Véta. Funkce f(x) je spojita zleva, resp. spojita zprava v bodé
a praveé tehdy, kdyz
lim f(z) = f(a), resp. lim f(z) = f(a).

r—a+ r—a—

Véta. Je-li lim f(z) = A € R, pak existuje okoli Ps(a) takové, Ze
je funkce f(z) v tomto okoli omezena.

Dlkaz. Zvolme ¢ = 1. Pak existuje prstencové okoli P;(a) takové, Ze
prokazdé x € Ps(a)je A—1< f(z) < A+ 1. O

Véta. Necht je dana funkce f(z) a bod a, ktery je hromad-
nym bodem jejiho definiéniho oboru. Pak existuje kone¢na limita
funkce f(x) v bodé a tehdy a jen tehdy, kdyZ je spinéna Cauchy-
Bolzanova podminka: Ke kazdému ¢ > 0 existuje 6 > 0 takové,
Ze pro kazdé dva body z,z, € Dy, pro které 0 < |z; —a| < d a
|22 — a| <6, plati: | f(z1) — flaz)| <e.



http://euler.fd.cvut.cz

Véta. Necht existuji vlastni limity lim f(z) = A, lim g(z) = B.

Potomplati: lim(f+g)(z) = A+ B, lim(f-g)(z)=AB. Je-li
A

navic B # 0, pak lim <—> () =—=.

r—a

Dlkaz. 1) Protoze |f(z) + g(z) — A — B| < |f(z) — A| + |g(z) — B,
staci k danému ¢ > 0 uvaZovat takové Ps(a), aby pro kazdé = € Ps(a)
ble f(.%‘) € Ua/2(A) ) g($) € Ua/2(B) :

2) Protoze m& f(x) kone€nou limitu, existuje okoli Pa(a), na némz je
f(x) omezend, tedy existuje takové K > 0, Ze pro kazdé = € Pa(a) je
|f(z)| < K.Protoze | f(z)g(x)—AB| = | f(z)(g9(x)—B)+B(f(x)—-A)| <
|f(@)||g(x)— B|+|B|-|f(z) - A| < K-|g(z)—B|+|B|-|f(z)— Al stagi
zvolit Ps(a) C Pa(a), kde vhodné odhadneme |f(z) — A| a |g(z) — B].
3) Existuje okoli Pa(a) takové, Ze pro kazdé x € Pa(a) je g(z) > |B|/2
a funkce 1/g(z) ma smysl. Pro kaZzdé = € Pa(a) pak plati: ‘ﬁ — %‘ =
|fB;g(:;)‘| < 2‘3“;(1" .Kdanému ¢ > 0 staci zvolit Ps(a) C Pa(a) takové,

aby pro kazdé = € Pj(a) bylo |B — g(z)| < Z'c. O
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Poznamka: Pfedchozi véta plati i v pfipadé, kdy A, B € R*, a
prislusné operace jsou v R* definovany.

Véta. Predpokladejme, ze lim f(z) = A, lin[}4 g(y) = B. Necht
r—a Yy—

existuje okoli Pa(a) takové, ze pro kazdé = € Dy N Pa(a) je
f(z) # A. Pak je lim g(f(z)) = B.

Dlikaz. Necht je dano okoli U.(B). Pak existuje prstencové okoli P, (A)
bodu A takove, Ze prokazdéy € D,NP,(A) je g(y) € U-(B). Ale protoze
e }:E)r(ll f(z) = A, existuje prstencové okoli Py, (a) takové, Ze pro kazdé
x € Dy N Ps,(a) je f(x) € Uy(A). Necht je Ps(a) prstencové okoli bodu
a takove, ze Ps(a) C Pa(a)N Ps, (a). Pak pro kazdé x € Dy N Ps(a) plati
f(z) € Uy(A)\ {A} = P,(A). Tedy pro takova z je h(z) = g(f(z)) €
U(B). O

O Priklad 7.3.
Necht f(x) =0ag(z) =0proxz # 0, ¢g(0) = 1. Pakje lin%g(:c) =0,

ale lim g(f(x)) = 1, protoZe prokazde = € Rje g(f(x)) = 1. Pfed-
poklad existence Px(a) v pfedchazejici vété je tedy podstatny.
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Véta. Necht jsou dany funkce f(z), g(x), necht existuje takové
okoli Pa(a) ze pro vSechna xz € Dy N Pa(a) je

fx) < g(x).

Existuji-li limity lim f(x) a lim g(z), pak plati:

lim f(z) < lim g(z).

r—a r—a

Dlkaz. Pfedpokladejme, ze lim f(z) = A > lim g(z) = B. Pak existuji
okoli U.,(A), U, (B), pro ktera je U.,(A) N U.,(B) = 0. Proto pro
kazdé ya € U.(A), yp € U.,(B) je ya > yp. Zaroven vSak existuje
okoli Ps(a) C Pa(a) takové, Ze pro kazdé x € Us(a) je f(z) € U-,(A),
g(x) € Usp(B). Z toho plyne f(z) > g(x), coZ je spor. [
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Poznamka. | kdyZ je f(z) < g(z), mlze platit:

lim f(z) = lim g(x) .

r—a Tr—a

O Priklad 7.4.

Uvazujme funkce f(z) = —2z, g(z) = 2z . V kazdém PA(0) plati:
f(z) < g(2),

pfitom je

liII(l) flz)=0= liII(l) g(x).
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Véta. Necht lim f(x) = lim h(x) = A, necht existuje Pa(a) ta-
koveé, Ze pro vSechna x € Pa(a) plati: f(z) < g(z) < h(x). Potom
je také lim g(z) = A.

A+8A3;/>( —
NI _
7 L ==
SN N
PAR@B@, | 1 &
0 a

Dlkaz. Necht je dano U.(A). Pak existuji Pj,(a) a Pj, (a) takova, ze
pro kazdé z € Ps,(a) je f(x) € U-(a) a pro kazdé z € Py, (a) je h(z) €
U:(A). OznaCme Pjs(a) = Ps5,(a) N s, (a). Pro kazdé x € Ps(a) zfejmé
plati: A —e < f(z) < g(z) < h(zx) < A+e. O
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Disledek. Necht existuje €islo 6 > 0 tak, Ze pro kazdé z € Ps(a)
plati

() |g(z)| < h(z), lim h(z) = 0. Pak je lim g(x) = 0.

Tr—a r—a

(i) f(x) <g(x), glclgll f(z) = co. Pak je lim g(z) = co.

r—a

(i) g(x) < h(z), lim h(x) = —cc. Pak je lim g(x) = —c0.

r—a r—a

Véta. Existuje-li lim f(x), pak plati: lim | f(z)| = | im f(z)].

Dlkaz. Plyne pfimo z definice limity. O

r—a

Véta. lim f(z) = 0 pravé tehdy, kdyZz lim|f(z)| = 0.

Dlkaz. Pfepsani definice obou limit. O
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Véta. Necht lim f(z) = 0 a existuje okoli Pa(a) takové, ze funkce
g(x) je omezena na Pa(a). Pak je lim f(x) - g(z) =0.

Dlkaz. Protoze je funkce g(x) omezena na Pa(a), existuje K > 0
takové, Ze pro vdechna z € Pa(a) je |g(z)| < K. Na tomto okoli tedy
plati: | f(z) - g(z)| < K|f(z)|.

ProtoZe je lim f(x) = 0, existuje ke kazdému ¢ > 0 takové okoli Ps(a) C
Pa(a), Ze pro kazdé = € Ps(a) je |f(z)| < e/K. Pro viechna z € Ps(a)

tedy plati: | f(z) - g(x)| < K % —c.

O Priklad 7.5.

1 1
lim —sinz = 0, nebot lim — =0, |sinz| < 1.

r—00 I r—00 I
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Véta. Necht lim f(x) = 0 a necht existuje okoli Pa(a) tak, ze pro

r—a

kazdé pro x € Pa(a) plati:

() f(x)>0. Pak lim ﬁ .
. . 1
(i) f(z)<0. Pak glclgclzm = —00

Dlkaz. K danému ¢ > 0 existuje § > 0 tak, Ze pro kazdé = € Pj(a)
je |f(z)| < e. Pak plati 1/|f(x)| > ¢ a odtud plynou obé& dokazovana
tvrzeni.

Véta. Jestlize lim |f(z)| = oo, pak lim —— f( ] =0.

Dikaz. Analogicky s dilkazem pfedchozi véty.
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Véta. Necht existuje lim f(x) = A # 0. Pak existuje takové okoli
Ps(a), Ze plati:
(i) je-liA>0, pakje f(x)> 0provsechnaz € Ps(a),

(i) je-liA<0, pakje f(x) <0 provSechnaz € Ps(a).

Dlkaz. (i) Uvazujme ¢ = A/2 > 0. Pak existuje takové § > 0, Ze pro
vSechna x € Ps(a) je

A A
(i) Analogicky: uvazujme e = —A/2 > 0. Pak existuje takové ¢ > 0, Ze
pro vSechna z € Ps(a) je

fle)<A+e=A—-—-=

A A
5 §<0.

Poznamka. Uvedené véty plati i pro limity zleva a zprava.
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O PFiklad 7.6.

Vypocitejme limitu funkce

23— 522 +82—6 .
f(z) = o vbodé a=1.

ReSeni. 1 ¢ Dy, funkce f(x) je v tomto bodé spojita, limita je rovna
funk€ni hodnoté:
23 —5r2+8x -6 -2 1

lim ===,
z—3 .CU2—9 -9 4



http://euler.fd.cvut.cz

O Priklad 7.7.

Vypocitejme limitu funkce

23 —522+8x—6 .
f(z) = o vbodé a=3.

Reseni. 3 nepatfi do Dy, je vSak jeho hromadnym bodem. P¥i hledani
limity pracujeme vZdy s prstencovym okolim daného bodu, kde miizeme
psat:

¥ —522+8z -6 (z—3)(a? —22+2) (2?—20+2)

2 -9  (x=3)(x+3)  (v+3)

Vznikla funkce je v bodé 3 spojita a jeji limita, kter4 je rovna limité
plvodni funkce, je rovna 5/6.
V takovychto pfipadech miZzeme psat pfimo:

. 23 =522 +8x -6 . (v—3)(z*-22+2)
lim = lim =
r—3 2 -9 r—3 (x — 3)($ + 3)

. (2 —224+2) 5
=lim ——F—— % = —
a—3  (x+3) 6
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O Priklad 7.8.

Vypocitejme limitu funkce

_3:63—5:c2+8:c—6
213 4422 — 91+ 3

vbodé a=4c0.

f(z)

Re$eni. +oo je hromadnym bodem Dy ; postup je stejny jako pfi hledani
limit posloupnosti:

AT
. 23— b2+ 8x—6 . r x2 x 3
lim = lim =

T——+00 2 -9 z—+too o ( 4 9 3) D)
T
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O Priklad 7.9.

Vypocitejme limitu funkce

vVe+4—2

bodé =0.
3 v a

fz) =

Reseni. Bod a = 0 nepatfi do Dy, ale je jeho hromadnym bodem.

) . Vo +4-2
Yim fla) = g = =
WV +4-2)(Ve+4+2) . r+4—-4

=l = lim
=0 3z(vzr4+2) 220 32(va + 4+ 2)

1
=lm-——— =
z—0

3(Vr+4+2)

X
lim

1

6 .
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O Priklad 7.10.

Vypocitejme limitu funkce

f(a:):x( :v2+4—93> vbodé a=+4o0.

Reseni. Bod a = +oo je hromadnym bodem Dy.
. o A
lim f(m)—ili%a:< x24+4 :v)

r—+00

:c(x/a:2—+4—x> <\/m+x)

z—+00 Vi +4+2x
. T (:v2 +4— :c2) . 4x
= lim = lim =
e e ey
xr
. 4 4
= lim = —.
r——+00 2
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PREDNASKA 8

DERIVACE
FUNKCE



http://euler.fd.cvut.cz

8.1 Pojem derivace

Definice 1. Derivace funkce v bodé.
Necht je dana funkce f : Dy C R — R a bod z,, ktery je
vnitfnim bodem defini€niho oboru D;. Existuje-li limita

o) — tim £@) = F(a0)

T—T0 Tr — 2o

nazveme ji derivace funkce f(z) v bodé z.

Poznamka. Proderivacifunkce f(z) v bodé z, se rovnéz pouziva
oznaceni

d
4 ()
Oznacime-li h = x — xy, pak mizeme definiéni vztah prepsat ve
tvaru: fath) — fa)
, s a+h)— fla
J o) = lim, h '
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Smeérnice seCny s : —— Smérnice teCny ¢ :
T—T0

f(@) = f(xo)

T — X

fz) = o)

T — X

tgf = f'(xo) = tga = lim
Tr—T0
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TeCna a normala ke grafu funkce

Derivace funkce f(x) v bodé z, udava smérnici teCny ke grafu
funkce f(x) prochéazejici bodem (z, f(x). Pro soufadnice libo-
volného bodu této te€ny proto plati:

ko= o) = 20 neboli () = o) — o).

T — 2o

Yo=f(xo)

v =
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(a)b) 1L (_b)a)
L (b,—a)

k=2 kg =-

SR
SR
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Normala ke grafu funkce f(x) v bodé (zo, f(zo) je kolmé na tecnu,
jeji smeérnice je proto

1 1
kn = —n—
ke o f'(o)
a pro libovolny bod normaly plati: %, = —f/(l ) 4= f(xo),
) T — X

Ziskali jsme tedy rovnici te€ny a normaly ke grafu funkce f(x) v
bodé (xo, f (o)) :

tecna t: y— f(zo) = f'(z0)(z — 20)

1
f/(xo) (‘CC - xo)

normala n: y— f(zg) = —
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Definice 2. Necht je dana funkce f : Dy C R — R a bod
xo , ktery je vnitfnim bodem defini€niho oboru Dy. Jestlize
existuje A € R takove, Ze

f(zo+ h) = f(xo) + AR+ h7(h), kde lim =7(h),

—0

nazyva se linearni funkce
df(zo, h) = Ah
diferencial funkce f(z) bodé z.

Ma-li funkce f(z) diferencial v bodé =z,, fikame, Ze je
diferencovatelna v bodé .

Jinymi slovy, funkce f(x) je diferencovatelna v bodé z, € Dy
pravé tehdy, kdyz ji Ize v okoli bodu x, aproximovat linearni funkci
ve vySe zminéném smyslu: f(zo + h) = f(zo) + Ah.
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Véta. Funkce f je diferencovatelnd v bodé z, pravée tehdy,
kdyZ existuje konecna derivace f’'(z,). V takovém pfipadé je
df(xo; h) = f'(x0)h.

Dlkaz. Necht je funkce f(x) diferencovatelna v bodé x,. Pak
existuje konstanta A € R takova, ze

iy 1) = o SR SRS

Proto df(zg, h) = f'(zo)h .
Naopak, necht existuje f'(xy). Oznafme
f(@o + h) — f(zo) — f'(x0)h

7(h) = . : Pak je

foov b ffExO) Sl = f'(zo) — f'(wo) = 0.

lim 7(h) = lim
h—0 h—0
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8.2 Fyzikalni aplikace derivace

Znaci-li s(t) drahu, kterou urazil po pfimce se pohybujici hmotny
bod v Case t od okamziku, kdy jsme zacali Cas méfit, pak podil

pfedstavuje priimérnou rychlost tohoto pohybu mezi ¢asovymi
okamziky tq a t. Vyraz

t) — s(t
o(t) = lim S = 5(00)
x—to t— 1o
potom udava okamzitou rychlost pohybu v ¢ase .

Podobné

udava okamzité zrychleni pohybu v Case t,.
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8.3 Ekonomické aplikace derivace

e OznaCme symbolem 7'C' celkové naklady (total cost), které
jsou funkci urcitého vstupu, resp. vyrobniho faktoru F. Primérné
rychlosti budou odpovidat priimérné naklady AC (average cost)
a okamzité rychlosti budou odpovidat mezni naklady M C (mar-

ginal cost): dTC

e OznaCme symbolem 7'P celkovy produkt (total product), ktery
je funkci urcitého vstupu F. Primérné rychlosti bude odpovidat
pramérny produkt AP (average product) a okamzité rychlosti
bude odpovidat mezni produkt A/ P (marginal cost):

dTP
MP = <

e OznaCme symbolem T'U celkovy uzitek (total utility), ktery je
funkci mnoZzstvi spotfebovavaného statku Q. OkamzZité rychlosti
bude odpovidat mezni uzitek MU (marginal utility):

dTU

MU =—-.
d@
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Definice 3. Jednostranné derivace.
Necht je dana funkce f : Dy C R — R a takovy bod z,, ze
pro n&jakeé § > 0 je (xp,zo + 0) C Dy . Existuje-li limita

o) — tim 1@ = FEo)

T—xo+ T — 2o

nazveme ji derivace zprava funkce f(z) v bodé z.
Je-li pro n&jaké 6 > 0 : (zg — J,z9) C Dy a existuje-li limita

f/(ﬂUo) — T f(ﬁ) — f(xO) 7

T—wo— T — o

nazveme ji derivace zleva funkce f(z) v bodé z .
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Definice 4. Derivace na intervalu.

Ma-li funkce f derivaci v kazdém bodé otevieného intervalu
(a,b), pak funkci f’, ktera kazdému bodu z € (a, b) pfifazuje
hodnotu derivace f’(x), nazyvame derivaci funkce f na
otevieném intervalu (a,b).

Ma-li funkce f derivaci na otevieném intervalu (a,b) a ma-
li obé jednostranné derivace f'(a+), f'(b—), pak funkci f,
definovanou predpisem

flat) proz=a,
f'(@)=4q f(z) proze(ab),
f'(b—=) prox =10

nazyvame derivaci funkce f na uzavieném intervalu
(a, b).
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8.4 Vlastnosti derivace

Véta (Vztah mezi spojitosti a derivaci).

Ma-li funkce f derivaci v bodé z(, pak je v tomto bodé spoijita.

Dlkaz. Existuje-li v bodé z, derivace funkce f(z), pak

f(@) — f(xo)

zh—{?o flz) = xli_gclo f(zo) + e (z —xo)| =
= f(zo) + lim M lim (x — xg) =
T—x0 T — Xo T—T0

= f(x0) + f'(0) - 0 = f(wo) .

Funkce f(x) je tedy v bodé z, spojita.

Poznamka. Obracené tvrzeni neplati, nebot napfiklad funkce
f(z) = |z| je spojith v bodé 0, ale nema v ném derivaci.
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Véta (Algebraické operace s derivacemi).

Maji-li funkce f a g derivace v bodé z(, pak v tomto bodé existuji
i derivace funkci kf, kde k € R, f + g a fg a plati:

(kf) (z0) = kf'(20), (8.1)

(f £9) (x0) = f'(20) £ g'(20) (8.2)

(f9) (z0) = f'(20)g(x0) + f(20)g'(20) - (8.3)

Je-li navic g(x¢) # 0, ma také funkce 5 derivaci v bodé x, a plati
£\ (o I @o)g(ao) = f(xo)g (o)

<g> (o) = [9(0))2 ' 64

Stejné vztahy plati pro derivace funkci na intervalu.
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(f(zo + h) &+ g(x0 + h)) — (f(x0) £ g(0))

(f % 9)/(w0) = limy ;

f(xo +h) = f(x0)) £ (9(x0 + 1) — g(20))

:lim( =

h—0 h
~ lim f(wo+h) — f(xo) 4 lim g(xo + h) — g(wo) _
h—0 h—0 h

= f'(z0) £ ¢'(7o)



http://euler.fd.cvut.cz

(£g)'(xo) = lim f (o + M)g(o +hh) — fwo)g(wo) _

_ iy T @0 T M)g(@o + ) = f(zo)g(xo + h) + f(z0)9(x0 + h) — f(wo)g(wo) _
h—0 h

g(zo + h) + ]1113}) f(zo) (9(zo + h) — g(w0)) _

= lim f(zo+h) — f(x0) )

h—0 h

= f"(z0)g(xo) £ f(20)g'(20)
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f(zo + h)g(zo) — f(x0)g(x0 + h)
~ lim g(wo + h)g(zo)
h—0 h

‘m f(xo + h)g(wo) — f(w0)g(z0) + f(w0)g(x0) — f(20)g(T0 + ) _
h—0 g(xo + h)g(xo)h

o 1 f(xzo+h) — f(xo) g(xo + h) — g(zo)
= G0 T Waa) ( 7 9(ao) = f(zo) h )

0)g' (o)

=
—
8
(=)
~—
<
—~
8
(=)
~
|
|~
N|
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Véta (Derivace sloZzené funkce).

Existuje-li derivace funkce ¢ v bodé x, a derivace funkce f v bodé
g(xo) , pak existuje také derivace slozené funkce h = fog v bodé
xo a plati:

W (o) = (f 0 g) (o) = f'(g(w0)) - ¢’ (o) - (8.5)

Véta (Derivace inverzni funkce).

Necht funkce =z = f(y) je ryze monotonni v intervalu J a necht
ma derivaci f'(yo) # 0 v bodé y, € J. Pak také inverzni funkce
y = f~!(x) ma derivaci v bodé zy = f(yo) € I = f(J) a plati:

1 1

U @) = 503 = PO

(8.6)

Dikaz. Dokazované tvrzeni plyne limitnim pfechodem v rovnosti

e —w0) = f (@) _ 1 _ 1

) T — o fy) = flyo)
f~Hx) = f~H(zo) Y — Yo
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8.5 Derivace elementarnich funkci

(i) Derivace konstatntni funkce f(x) = ¢ je v kazdém bodé
rovna nule, (¢)’ =0 prokazdé x € R.

, v fle+h)—flx) . c—c
R
(i) (z) =1 prokazdé = cR.
(x+h)—x h
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(i) (2*) =2z prokazdé r e R.

o o (@R —2* 2?4 2zh4+h?— a2
() = fim = —— = iy ) =
2
TGt ) TN S

h—0 h—0

(iv) (2") =na"! prokazdé r € R,n € N.

. (x+h)" =2
ny _ _
(") = lim h
:c”+<711)$"_1h+ < T)x”_2h2+~'+h”—x"
_ (nx"—1+@x"—2h+---+h"—1) h
= jim h -

-1
= lim (nx"‘l + nin=1) 2" Ph 4+ h"_l) =na" !
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(V) (sinz)' =cosz prokazdé = € R.

(sin )  Jim sin(z + h) —sinz _

h—0 h
= limSin($+%+%) —Sin(x—}—%_%) _
h—0 h
_ 2cos(w+3)sin(3) _ (x . @) sin’S%)
h 5 :

Timto zplsobem je mozné odvodit derivace vSech zakladnich
elementarnich funkci — uvedme zde jejich prehled.
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() = 0, zeR, f(z)=c;

(™) = na" !, neN,zcR;
neZ,xeR\{0};
neR, z>0;
(e®) = e7, x € R;
(a™) = a”lna; z €R, a € (0;00);
1
ey = % aeR\{ok
1
1 o . R . 1 1 3
logaJel) = ——i =R\ {0} (0.1)U(Loo)
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(sinz)’ = Cosuz; z € R;

(cosz) = —sinz; z€R;
(sinhz)” = coshz; z€R;
(coshz) = sinhz; z€R;
(tgz) = — A @k+D keZ:
cos? z’ 2’ ’
—1
(cotgz) = ——; wx#km ke
sin®
1
tghx) = i x eR;
(teh) cosh %z ’
=1
(cotghz) = Sz © eR-{0}
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(arcsinz)’ = 7= ° € (—1,1);

(arccosz) = ﬁ; z € (—1,1);

(arctg )’ = ﬁ; z €R;

(arccotgx) = flg,-?; z €R;

(argsinha) = ——— ae R

(argcoshz) = %; z € (1,00);

(argtghz)’ = ﬁ; ze(-1,1);
(argcotghz) = N z € (—00,—1) U (1, 00).
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O Priklad 8.1.

@ f(z)=52%+22* + 72® — 42® + 3x + 12

fl(x)=5-62"+2-42°* +7-320> —4-20+3+0=
= 302° + 82° + 212° — 8 + 3

xt —

(b) f(z)= 322 — 12’

reR\{-2,2}
_ 4a’(32® —12) — (a' — 2)6x  6a® —48z% + 12z

!
@) (322 — 12)2 T Ozt 7247 1 144
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= () -3t 5
(d) f(z) = sin(x® + 3x)
f'(z) = cos(z® + 3x) - (5z* + 3) = (5a* + 3) cos(2® + 3x)

(e) f(z) = (sin(z® + 32))*

f/(x) = 4 (sin(2® + 32))° - cos(a® + 3z) - (5z* + 3)
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)  flx) = (sinx)™”

f/(l') — (eln(sinz)w”)/ — (ecoszlnsinx)/ —

. 1
= ecoselnsine . (__gin ylnsinx + cosz—— cosx) =
sinz
cos? x
= (sinz)™" (—sinzlnsine + —)
sinz

@ @) = arctg
oo 1 1\ -2
fi(x) = 1 \? <1+x2> ot 4222 42
1+

(=)
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PREDNASKA 9

DERIVACE
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9.1 Derivace a diferencialy vyssich radd

Definice 1. Ma-li funkce f’ derivaci v kazdém bodé intervalu
I, pak jeji derivaci
(@) = @) = (1Y)
da?

nazyvame druhou derivaci funkce f naintervalu I.

Je-lin e N,n=2,3,---, pak n-tou derivaci funkce f na
intervalu I definujeme rekurentné vztahem

af o d

@)= [ V), wel,

ol =

pokud tyto derivace na I existuji. Hovofime téZ o derivaci
n-tého fadu na intervalu 1.

Je-li I = Dy, hovofime o derivaci n-tého fadu funkce f.

Pro sjednoceni symboliky zavadime oznaceni f© = f.
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O Priklad 9.1.

Naleznéte treti derivaci funkce

f(z) =22° — 32" + 5% + 32% + 5z — 1.

f'(x) = 102* — 122 4+ 152% + 62 + 5
f"(z) = 4023 —362* + 30z +6
f"(x) = 1202% — 72z + 30

Definice 2. Ma-li funkce f v bodé& z, n-tou derivaci f (),
pak mocninnou funkci proménné h € R definovanou vzta-
hem

d"f(a; h) = " (a)h"

nazyvame diferenciél n-tého fadu funkce f v bodé x,.
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Véta (Leibnizovo pravidlo)

Necht maji funkce f,g v bodé z, derivaci az do fadu n vcetné.
Pak pro kazdé n € N plati

(f-9) ™ (29) = Z (Z) F® () - g9 (o)

k=0
n n!
< (i) =

Poznamka. Napfiklad:

(w) = w' +uv
(w)”" = w4+ 2uv +u"v
(uv)/// — u,U/// + 3u/U// + 3u//,U/ + u///,v

Dikaz. Indukci: pro n = 1 se jedna o derivaci soucinu.
Necht vztah plati pro n. Jeho derivaci dostaneme
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/

(F@)g@) " = (@) ™) =
= (i ()P @)y P (@) =

= Y () @)g P @)+ Sy ()P g (@) =
= () SO @) + S ()P @)y () =

= F@)g@) + Ticy [(5) + ()] SO0+
H()g" ) a) =

=0 (V)P (@)g R ().
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Poznamka: MnoZinu vSech funkci f : X — R, které maji na
mnoziné X spojité derivace fadu n (a tedy i vSechny derivace
niz8iho fadu) budeme znacit C,, (X).

Pro funkce spojité na mnoziné X se pouZiva oznaceni Cy(X).

Mnozina vSech funkci f : X — R, které maji na mnoziné X spojité
derivace vSech fadd se znaci C' (X).
Pro kazdé n € N plati inkluze:

Co(X)CT - CO(X)CCrq(X) C--- CC1(X) C Cp(X)
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9.2 TaylorGv polynom

Definice 3. Necht ma funkce f(z) v bodé z, derivace az
do fadu n vCetné. Taylorovym polynomem n-tého stupné
funkce f v bodé zy, nazyvame polynom:

T foi ) = f(z0) + f/(l‘o)h+ f/lg’!co) 24 ... 4 f(”;(!xo) pn

Diky nasledujici vété Ize Taylorliv polynom pouZzit k aproximaci
funkce.
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Véta (Taylor).

Necht funkce f(z) je definovana v intervalu (a,b) a v intervalu
(a,b) ma spojité derivace vSech fadll. Pak pro kazdé dva body
x,xo € (a,b) existuje bod ¢ mezi body z a z, takovy, Ze plati tzv.
Taylorliv vzorec:

F(a) = Fw0) + (0)(x — 0) + o5 F(wo)(w — w0)* + -+

c %f(")(xo)(:c —20)" + Rpi1(x), (9.1)

kde

1

Rna(z) = (n+1)

FOE) (@ — mo)" ! (9.2)

Cislo R, () se nazyva zbytek v Lagrangeové tvaru.
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O Priklad 9.2.
Naleznéte Taylorliv vzorec pro funkci f(z) = ¢” v bodé z = 0.
Reseni.
Prokazdé k€ N,z € R: f®)(z) = (e”)®) = e, f®(0) =1.
Proto

2 " e

€
eg”:1+x+§+---+F + Rp1(x), Rppa(z) =

kde bod ¢ leZi mezi body 0 a z.

Podobné Ize odvodit vzorce:
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2 g L2n
cosle—a o +(—1) (2n)!+
+( )n—l—l cos§ 2n+2 reR
(2n +2)!
2 g8 x
1 ]_ = rT - — 4+ — — ... ]_ _1_
nz+1)==x 5 + 3 +(-1) n—l—
1
(=1)" > -1
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PREDNASKA 10

MONOTONIE

A EXTREMY
FUNKCI
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10.1 Monotonie funkce
Necht ma funkce f derivaci v intervalu I = (a, b).

Véta. Je-li f’(x) > 0 pro vSechna x € I, pak je funkce f rostouci
vintervalu 1.

Dikaz. Uvazujme z,,zy € I, z; < z5. Mame dokazat, Ze f(z;) <
f(z9). Z Lagrangeovy véty plyne existence bodu ¢ € (z1,x2), pro
ktery

f(x2) = f(21) = f/(E)(w2 — 21). (10.1)

Z predpokladdl =, > x; a f'(¢) > 0 plyne, Ze na pravé strané
rovnosti (10.1) je kladné Cislo. Plati tedy f(z2) > f(x1).

Disledek. Je-li funkce f klesajici nebo nerostouci v intervalu /
a m& tam derivaci, pak f’(z) < 0.
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Analogicky Ize doké&zat:

Véta. Je-li f’(x) > 0 pro vSechna z € I, pak je funkce f neklesa-
jici vintervalu 1.

Véta. Jestlize f'(z) < 0 pro vSechna = € I, pak je funkce f
klesajici v intervalu 1.

Dlkaz. Necht z;,2, € I, z; < z,. Mame dokazat, Ze pak je
f(z1) > f(xs). Podle Lagrangeovy véty existuje & € (z1,z3), pro
které plati (10.1). ProtoZe x5 > z; a f'(£) < 0, je na pravé strané
rovnosti (10.1) zaporné Cislo, tj. f(x2) < f(z1).

Disledek. Je-li funkce f rostouci nebo neklesajici vintervalu I a
ma tam derivaci, pak f’(z) > 0.

Véta. Je-li f'(x) < 0provSechnaz € I, pakje funkce f nerostouci
vintervalu I.
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O Priklad 10.1.

UrCete intervaly monotonie funkce
f(z) =122 — 222,
Reseni.
f(x)=12—42 =43 —-2)=0 pro z =3;

f(x)>0 pro z<3; f(x)<0 pro z> 3.
Funkce je rostouci v intervalu (—oo, 3) , klesajici v (3, 0o).



http://euler.fd.cvut.cz

10.2 Lokalni extrémy funkce

Definice 1. Rekneme, Ze funkce f ma v bodé z, € D;
lokalni maximum, resp. lokalni minimum, pravé tehdy,
kdyZ existuje prstencové okoli P(x,) takové, Ze pro kazdé
z € P(xo) je f(z) < f(xo), resp. f(z) > f(zo).

Nahradime-Ili neostré nerovnosti nerovnostmi ostrymi, mlu-
vime o ostrém lokalnim maximu, resp. ostrém lokalnim
minimu.

Lokalni maxima a minima nazyvame lokalni extrémy,
ostra maxima a minima ostré lokalnimi extrémy funkce f.
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Veéta. Necht zy € Dy neni hranicnim bodem defini¢niho oboru Dy
funkce f . Je-li f'(a) # 0, nema funkce f v bodé z, lokalni extrém.

Dlkaz. Necht f'(xzg) = A # 0. Pak ke kazdému ¢ > 0 existuje
d > 0 takové, Ze pro vSechna x € Ps(xo) je

A—5<M<A+s.
Tr—a

Pfedpokladejme napfiklad, Ze A > 0 a zvolme ¢ = g Pak pro
vSechna z € Ps(x,) plati:
oA _f@) = f@)
2 r—a
Proz > aje f(z) > f(a) aproz < aje f(x) < f(a), funkce f tedy

nemav bodé z, lokalni extrém.
Pfipad A < 0 vyfeSime obdobné. [J
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Poznamka. Z toho, ze f'(zo) > 0 nebo f'(z¢) < 0, neplyne, ze
existuje okoli bodu z, takové, Ze je na ném funkce f(x) rostouci,
resp. klesajici.

O Priklad 10.2.

. . 1
UvaZujme funkci f(z) = z + % sin —proz #0; f(0) = 0.
Plati f/(0) = 1, ale funkce neni na zadném okoli bodu =z = 0
rostouci, protoZe pro dostatecné velkan € N je

f(ﬁ)”(m)'
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Véta. Necht' f je diferencovatelna funkce, necht' f'(xy) = 0.
Existuje-li prstencoveé okoli Ps(xy) bodu x, takové, Ze pro vSechna
x € Ps(xg), z < a,je f'(x) >0aprox > zgje f'(x) < 0, mafunkce
f v bodé z, ostré lokalni maximum.

Existuje-li prstencoveé okoli Ps(xy) bodu x, takové, Ze pro vSechna
x € Ps(xg), © < o, Je f'(z) < 0aproz > zoje f'(x) >0, ma
funkce f v bodé z, ostré lokalni minimum.

Existuje-li prstencové okoli Ps(xy) bodu x, takové, Ze pro vSechna
x € Ps(zo) je f'(x) < 0 nebo f'(x) > 0, nemé funkce f v bodé z,
lokalni extrém.

Dikaz. Je-li f'(x) > 0 pro x € (zg — d,20) @ f'(x) < 0 pro x €
(x0,z0 + 0), je funkce f na intervalu (zo — d, zo) rostouci, a tedy
f(z) < f(xo),anaintervalu (xg, xo+9) klesajici, tedy f(x) < f(zo).
To znamen4, Ze funkce f(x) mav bodé z, ostré lokalni maximum.
Pfipad, kdy f'(z) < 0 pro x < zg a f'(x9) > 0 pro x > zo, Se
dokaze podobné.

Je-li f'(x) > 0 pro kazdé x € Ps(zy), je funkce f rostouci v Ps(zo)
anemayv bodé x, lokalni extrém. Podobné v pfipadé, Ze f'(z) < 0
pro vSechna = € Ps(zy). O
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O Priklad 10.3.
Naleznéte lokalni extrémy funkce

f(z) =122 — 222,

Reseni.
f(z)=12—4x=4(3—2)=0 pro z=3;

f(x) >0 pro x <3; f(z) <0 pro = > 3.

Funkce je rostouci v intervalu (—oo, 3) , klesajici v (3, c0), v bodé
3 proto ma ostré lokalni maximum, a to 18.
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10.3 Globalni extrémy

Nékdy je tfeba nalézt globalni extrémy na kompaktni, tj. ome-
zené auzaviené mnoziné M. Jak jiz vime, je-li funkce f(z) spo-
jitd, existuji v mnoziné M body, ve kterych nabyva funkce f(x)
své nejvétsi a nejmensi hodnoty. Je zfejmé, Ze pokud neni bod x
hrani¢nim bodem mnoZiny M a existuje v tomto bodé nenulova
derivace, nema funkce f(z) v tomto bodé globalni extrém. Zbyva
nam tedy vySetfit ostatni body mnoziny M :

e hrani¢ni body mnoziny M
e body, v nichzZ je derivace rovna nule
e body, ve kterych derivace neexistuje

Je-li t&chto bodd pouze koneény pocet, staci pro nalezeni ex-
trémU vybrat body, ve kterych je nejvétSi a nejmensi hodnota
funkce f(z).
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O Priklad 10.4.

Naleznéte globalni extrémy funkce

f(x) =|2® = 32|,z € (=2V/3,V3).

Reseni. Funkce f je spojita na kompaktnim intervalu (—2v/3, v/3),
ma proto na tomto intervalu globalni maximum i minimum.

Podezfelé body:
e Krajni body intervalu, tj. —2v/3 a v/3
e f'(x) neexistuje pro —v/3, 0 a /3
o f(x)y=0pro—1,1
Nyni staci nalézt funkéni hodnoty v podezfelych bodech:

f(=2v3) =18V3, f(V3)= f(—V3) = f(0) =0,

f(=1)=rf(Q1)=2.
Funkce f nabyva globalniho maxima 18v/3 v bodé —2+/3 a glo-
balniho minima 0 v bodech —+/3, v/3 a 0.
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PREDNASKA 11

PRUBEH
FUNKCE
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11.1 Konvexnost a konkavnost funkce,
inflexni body

Definice 1. Necht funkce f ma derivaci v bodé z,. Rikame,
Ze f je konvexni, resp. konkavni v bodé z, pravé tehdy,
kdyZ existuje takové okoli U(xg; ¢) bodu zo, Ze graf funkce f
pro z € U(zo; ) lezi nad, resp. pod tecnou grafu v bodé x.

Rikame, Ze funkce f je konvexni, resp. konkavni v inter-
valu (a,b) pravé tehdy, kdyz je konvexni, resp. konkavni
v kazdém bodé intervalu (a, b).

Rikame, Ze bod z, € D; je inflexnim bodem funkce f
pravé tehdy, kdyZ v bodé (z, f(z,)) existuje te€na ke grafu
funkce y = f(z) a funkce se v tomto bod& méni z konvexni
na konkavni nebo obracené.
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Véta. Podminky pro konvexnost a konkavnost funkce.

Necht funkce f: (a,b) — R ma derivaci v intervalu (a,b). Pak

plati: (i) Je-li f’ rostouci v intervalu (a, b), je funkce f
konvexni v intervalu (a, b).

(i) Je-li f" klesajici v intervalu (a, b), je funkce f
konkavni v intervalu (a,b).

(i) Méa-li funkce f’ v bodé z( € (a,b) lokalni extrém, je x
inflexnim bodem funkce f .

Odtud pak plyne:
Véta. Necht funkce f: (a,b) — R mé druhou derivaci v intervalu
(a,b). Pak plati:
(i) Je-li f"(z) > 0 pro v8echna = € (a,b), je funkce f
konvexni v intervalu (a,b).
(i) Je-li f’(x) < 0 pro vS8echna x € (a,b), je funkce f
konkéavni v intervalu (a,b).
(i) Je-li f"(x9) = 0 a derivace f” méni v bodé z, € (a,b)
znaménko, ma funkce f v bodé z, inflexni bod.
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O Priklad 11.1.

Naleznéte inflexni body funkce

1
fz) = §x4—3x2+2m+2, reR
a urCete intervaly konvexnosti a konkavnosti.
ReSeni. f/(z) = 622 — 6 = 6(2> —1) = 0proz = —laz = 1.
Déle plati, Ze f"(z) > 0 pro z € (—o0,—1)U (1,00) @ f"(z) < 0
proz € (—1,1):

r | (—00,-1)] -1 [(-1,1) 1 (1,00)
/(@) + - +
f(x) — inf. bod ~ inf.bod | —

Dana funkce je tedy konvexni v intervalech (—oo, —1) a (1, o0),
konkavni v intervalu (—1,1). Druh& derivace méni znaménko v
bodech + = —1 a z = 1, takZe funkce ma dva inflexni body, a to
r=—-lazrx=1.
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11.2 Asymptoty grafu funkce

Definice 2. Rikame, Ze funkce f ma v bodé z, svislou
(vertikalni) asymptotu = = x, pravé tehdy, kdyz alespon
jedna jednostranna limita je v tomto bodé nevlastni.

Rikame, Ze funkce f ma v bodé oo, resp. —oco vodorovnou
(horizontalni) asymptotu y = b pravé tehdy, kdyz

lim f(z) =0, resp. lim f(z)=".
Rikame, Ze funkce f ma v bodé oo, resp. —co $ikmou

asymptotu y = kx +q, k,q € R, k # 0, pravé tehdy,
kdyz

lim (f(x) —kx—q)=0, resp. lim (f(z)—kzx—q)=0.

r—00 T——00
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Véta. Ma-li funkce f v bodé co Sikmou asymptotu y = kz + ¢, pak

plati
lim@:k, lim (f(zx) —kz) =q.

T—00 €T Tr——00

Dikaz. Rovnost pro vypocet k plyne ze vztahu

limMZ ljm@_k_ hmg:(),
T—00 €T r—oo I Tx—00 I

Rovnost pro vypocet ¢ plyne pfimo z definice Sikmé asymptoty.
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O Priklad 11.2.

Naleznéte vSechny asymptoty grafu funkce

202 + 2+ 1
flz)=—, xz€R.
xr
Reseni. Funkce f neni definovana v okoli bodu z = 0; ProtoZe
. 2P+ ax+1 .20+ a+1
lim ——— = -0, lim — = o0,
z—0— x z—0+ T

je pfimka = = 0 svislou asymptotou grafu funkce f.
2
lim L) gy 2Rl

— 2=k
r—00 I T—00 x?
222 1
lim [f(x) — kx] = lim M—Qm =
T—00 T—00 €T

o224+ +1—222
= lim =1=gq.

T—00 €T

JelikoZ obé limity jsou vlastni, ma graf dané funkce v bodé o Sik-
mou asymptotu y = 2x + 1. Stejna pfimka je Sikmou asymptotou
grafu funkce f také v bodé —oc.
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O Priklad 11.3.

Naleznéte vSechny asymptoty grafu funkce

()

X

=13 ©€ (—o0,—1)U(=1,1) U (1, 00).

Reseni. NejdFive vySetfime chovani funkce v okoli boddl z = —1
a xr = 1, v nichZ funkce neni definované:

lim f(z)= lim f(z) =00, lim f(z)= lim f(z)= —o0.

T——1— r—1— r——1+4 r—1+

PF¥imky o rovnicich x = —1 ax = 1 jsou tedy svislymi asymptotami
grafu dané funkce.
Dale je
lim f(z) = lim f(z) =0,
takZe funkce f ma v bodech +oc vodorovnou asymptotu

y=0.
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O Priklad 11.4.

Naleznéte vSechny asymptoty grafu funkce
f(x) =Inz -5z, x€(0,00).

Reseni. Nejdfive vySetfime chovani funkce v pravém okoli boddl

x = 0, ktery leZi na hranici defininiho oboru. Plati lim, 4 f(z) =

—o0, takze pfimka o rovnici z = 0 je svislou asymptotou grafu

dané funkce. Déle je lim, .., f(x) = oo, takZze by funkce mohla

mit v bodé oo Sikmou asymptotu. Budeme tedy hledat limity:
f(z) ~ lim Inx — 5z Inx

lim ——= = lim — — 5= —5.
r—o0o I T—00 €T r—oo I

lim (f(z) — kx) = lim (Inz — 5z + 5z) = lim Inz = oc.

r—00 Tr—00

Druha limita je nevlastni, funkce proto Sikmou asymptotu nema.
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11.3 VysSetfovani pribéhu funkce
Pfi vySetfovani pribéhu funkce postupné hledame:
e Defini¢niobor funkce, body nespojitosti, nulové body funkce,
intervaly, kde je funkce kladné& a kde je zaporna

e Zvlastni vlastnosti funkce, napf. sudost, lichost, periodic-
nost, prostota, omezenost.

¢ Limity (jednostranné) v bodech nespojitosti funkce a v kraj-
nich bodech defini¢niho oboru.

¢ Intervaly monotonie

e Stacionarni body, lokalni extrémy funkce.

e Intervaly konvexnosti a konkavnosti, inflexni body.

e Asymptoty grafu funkce.

e Graf funkce sestrojujeme na zakladé takto ziskanych infor-
maci a pomoci dalSich Gdajl jako jsou napf.

— hodnoty funkce v nékterych vyznacnych bodech (nu-
lové body prvni a druhé derivace dané funkce);

— praseciky grafu funkce s osami soufadnic;

— teCny v inflexnich bodech funkce.
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O Priklad 11.5.

Vysetiete priibéh funkce

Reseni.
Dy = (-00,-1)U(~1,00) =R\ {1}

7 w7

Funkce neni ani suda, ani lich4, nebot neplati Zddna z rovnosti
f(—z) = f(x) nebo f(—xz) = — f(x) provSechnaz € D, . Dale pro
Z&dné ¢ # 0 neplati rovnost f(x + ¢) = f(x) pro vSechna x € Dy,
funkce proto neni ani periodicka. Zadnou z takovych specialnich
vlastnosti tedy nebudeme moci pfi konstrukci grafu vyuZit.

Bod z = —1 je bodem nespojitosti a pro jednostranné limity funkce
v tomto bodé plati

lim f(z)= lim f(z)= —o0.

r——14 rz——1—
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Pro limity ve zbyvajicich dvou bodech hranice defini¢niho oboru
plati:
lim f(z)=—-00, lim f(z)= oc.

T——00 T—00

Na intervalech (—oo,—1), (—1,00) je funkce spojita. Pro x za-
porna nabyva zaporné hodnoty, pro x kladna kladné hodnoty.
Graf protin& obé soufadnicové osy v pocatku.

Derivace 2 )
oy T +3
I = Sy

ma dva nulové body x = —3 a x = 0, takze funkce ma dva

stacionarni body x = -3 az =0.Je f(0) =0a f(—3) = —27/8.
Derivace f'(z) je kladn& pro z € (—oo0,—3) U (—=1,0) U (0,00) a
zaporna pro x € (—3, —1), takZe funkce je v intervalech (—oo, —3)
a (—1, co0) rostouci, v intervalu(—3, —1) klesajici. Tedy v bodé = =
—3 je lokalni maximum f(—3) = —27/8.

Druhé& derivace
3x

(z+1)*

f(z) =
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ma jeden nulovy bod = = 0. Pro x zaporna nabyva zaporné hod-
noty, pro x kladna kladné hodnoty. Funkce f je tedy v intervalech
(—o0,—1) a (—1,0) konkavni a v intervalu (0, c0) konvexni. Bod
x = 0 je inflexnim bodem.

Z hodnot limit v bodé —1 plyne, Ze pfimka x = —1 je svislou
asymptotou grafu funkce f. JelikoZz funkce ma v nevlastnich
bodech limity 00, ma smysl pokouSet se najit rovnici Sikmé
asymptoty. Vypocteme nejdrfive limitu

2
TNAC N T N
T—00 T T—00 2(23 + 1) 2
a limitu
23 z(z +1)?
li — kx| = li - =-l=q.
| fe) —ka] =l o0 ~ o) 1

JelikoZ obé limity jsou vlastni, m& graf dané funkce v bodé oo
Sikmou asymptotu o rovnici y = /2 — 1. Stejna pfimka je Sikmou
asymptotou grafu funkce f také v bodé —cc.

Udaje o funkC| ziskané béhem vypoétu, miizeme zanést do ta-
bulky, ktera mlze mit napf. takovyto tvar:
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T (=00, —3) =3 (=3,-1) | -1 | (-1,0) 0 (0, 0)
f(x) —00 — —% — —00 N —00 — 0 — 00
f'(=) + 0 = T T
f(x) S lok. max Y 4 Va
[ (z) - - - +
f(@) -~ ~ ~ inf. bod -
asym. [y=35—1 r=-1 y=5-1
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PREDNASKA 12

NEURCITY
INTEGRAL
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12.1 Primitivni funkce

Definice 1. Necht je dana funkce f definovana v otevie-
ném (omezeném nebo neomezeném) intervalu (a,b) . Kaz-
dou funkci F, pro kterou plati:

F'(z) = f(2) pro kazdé z € (a,b),

nazveme primitivni funkci k funkci f v intervalu (a,b).

O Priklad 12.1.

(@) F(x)=;z* je primitivni funkci k funkci f(z) = z* v inter-
valu (—oo, +00) .

(b) F(z) = —z* je primitivni funkci k funkci f(z) = 272 v in-
tervalu (—oo0,0) a v intervalu (0, 4o0), nikoli vSak napf. v
intervalu (—1,5), kde lezibod 0 & Dy .
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Poznamka. Je-li F' primitivni funkce k funkci f v intervalu (a,b),
pak zfejmé i kazda funkce tvaru G(z) = F(z)+c, kde ¢ € R je libo-
volna konstanta, je primitivni funkci k funkci f v (a, b). Nasledujici
véta fika, Ze timto jsou jiz vSechny primitivni funkce vyCerpany:

Véta. Jsou-li £, G dvé primitivni funkce k funkci f vintervalu (a, b),
pak existuje konstanta ¢ € R, Ze pro vSechna x € (a,b) plati:

Definice 2. Ma-li funkce f né&jakou primitivni funkci na
intervalu (a,b), pak mnoZinu vSech jejich primitivnich
funkci v (a,b) nazyvdme neurcitym integralem funkce f
v intervalu (a,b). Pro neurcity integral funkce f pouzivame
symbol [ f nebo [ f(z)dxz. Symbol [ se nazyva inte-
gracni znak, funkce f se nazyva integrand. Proménna z
se nazyva integracni proménna (nezalezi na tom, jaky
symbol pouzijeme k oznaceni integracni proménné).
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Poznamka. Je-li funkce F primitivni k funkci f v intervalu (a,b),
pak piseme

/f(x)dx =F(z)+ec.

Konstanta ¢ se nazyva integracni konstanta. Chceme-li z inte-
grélu ziskat jednu primitivni funkci, musime pevné zvolit hodnotu
integracni konstanty.

Véta (Aditivita integralu vzhledem k integracnimu oboru).

1. Mé&-li funkce f integral v intervalu (a,b) a je-li I otevieny
podinterval intervalu (a,b), pak funkce f ma integral také
v intervalu 1.

2. Ma-lifunkce f integralvintervalech Iy, I, - - - , I,, aje-lijejich
sjednoceni I = I, U I, U---U I, interval, pak ma funkce f
integral také v intervalu I .

Poznamka. Tvrzeni 2 se pouZiva i v pfipadech, kdy sjednoceni
I integracnich obord I, neni interval. Tuto skute¢nost ilustruje
nasledujici priklad.
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O Priklad 12.2.

z € (0,00) : (Inz) =1/z;
x € (—00,0) : (In(—2)) =1/z.

Je tedy

[1/zdx =Inz +c vintervalu (0, 00);
[1/zdx =In(—z) +¢  vintervalu (—oc,0).

Funkce In |z| je tedy primitivni funkci k funkci 1/z jak v intervalu
(—o0,0), tak i v intervalu (0, co). Proto obvykle piSeme:

1
/de:ln|x|—|—c VM = (—00,0)U (0,00).

Je tfeba si uvédomit, Ze tento zapis neni zcela korektni: mno-
Zina M je sjednocenim dvou disjunktnich intervaldl, integracni
konstantu ¢ proto miiZe byt zvolena libovolné na kazdém z obou
intervald.
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Véta (Linearita integralu).

1. Necht'funkce F', resp. G je primitivni funkce k funkci f, resp.
g v intervalu (a,b) a necht r je Cislo. Pak funkce F + G je
primitivni funkce k funkci f + ¢g a funkce rF je primitivni
funkce k funkci r f v intervalu (a, b).

2. Necht funkce f, g maji neurcité integraly v intervalu (a,b)
a necht r je Cislo. Pak také funkce f + ¢g a funkce rf ma
neurcity integral v intervalu (a, b) a plati:

J(f@) +g(x))de = [f(x dx+fg(w)dx
[ri@de = r[f
3. Necht funkce f1, fa, -, f,n maji neurcCité integraly v (a,b) a
necht ry,ry,--- , 7, jsou konstanty. Pak také funkce r;f; +

rofo + -+ + ry fr, Maintegrél vintervalu (a, b) a plati:

Jrifi(@) +rofo(x) 4+ -+ fulz)) de =
=1 [ fi(x)de +ry [ folx)de 4+ [ fulz)do
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12.2 Zakladni integrac¢ni vzorce

Znamé vzorce z diferencialniho po¢tu nam davaji nasledujici vy-
sledky (c je integra€ni konstanta):

n+1
1) /x“dx:x +c, xr€R pro ne€Z, n>0;

n+1
x € R\ {0} pron€Z, n < —1,
x>0 pro neR, n¢Z.

2) /%zlnm-l-c, z € R\ {0}.

e"dr = e* + ¢ r € R.

+ ¢, r€R, a>0, a#l.
a
sinzdr = —cosz+c¢, = €R.

cosrdxr =sinx + ¢, x € R.
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1
7) / s—dr =tgz +c,
cos? x - -

1
8) / ——dx = —cotgz +c,
sin®
x € (2km, 2k + 1)), k € Z.

1 arcsin x + c,
9) dz = r e (—1,1).

V1 — 22 — arccos T + ¢,
1 arctg x + ¢,
10) / s dr = r € R.
1+z —arccotg r + c,
11) /cosh:cda::sinhx-l—c; r € R.

12) /sinhxdx = coshx + ¢; z € R.
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O Priklad 12.3.

Vypocitejte nasledujici integraly:
(@ I=[(5a*—22%—3z+7)dx
Reseni. Podle véty o linearité integralu Ize psat:

I=[(5a* =223 -3z +7)dx =
=5[atde -2 [2*de -3 [ada+7[1dz =

xd xt x?
=5 (G e) 2(Fre) s(Fre) e -

1 3
:x5—§x4—§$2+7x+c, reR.
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0) ]:/2x3—3\/5+5dx

T

Reseni. Po vydéleni ¢itatele integrandu jmenovatelem
staCi opét vyuZit zakladni vzorce:

2% — 3 )
I:/ v 3Vrd dz = [(22% — 3272 + 527 ) dz =

T

:2fx2dw—3fx_%dx+5fx_1dx:

$3 x%
=2 §+Cl 3| T+ | +5(nfx]+c3) =

2

2
:§x3—6\/§+ln|a¢|+c, z € (0,400).
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(€)

(d)

I=[e*dx

ReSeni. Uvédomme si, Ze (e**)" = 4e**, proto abychom pi
zpétné derivaci primitivni funkce ziskali funkci zadanou,
musi byt:
e4a:
I:fe‘“”dx:T—i-c, r €R.

I'= [cos(3z—2)dx

Reseni. ProtoZe (cos (3z — 2)) = 3sin (3z — 2), bude:

sin (3z — 2)

I=[cos(3z—2)dx = 3

+c, reR.
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12.3 Metoda integrace per partes
Véta (Itegrace per partes). Necht funkce u, v jsou spojité dife-
rencovatelné v intervalu (a, b). Pak plati:

[ (z)v(z) de = u(z)v(z) — [w(z)v'(z)de. (12.1)

Dikaz. Z véty o derivovani soucinu plyne:
(w) =v'v+w'  vintervalu (a,b),
proto v intervalu (a, b) plati:

foy = [+ u)
w +c = fu’v+fuv'
fu'v = uv—fuv’+c

Posledni rovnost je ekvivalentni s dokazovanym vztahem.
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Vyuziti metody per partes ke zjednoduseni
integrované funkce

O Priklad 12.4.
Vypocitejte integrél [z coszdx.
Reseni. Abychom integrovanou funkci skute&né zjednodusili, je

dobré zvolit pro derivovani funkci = (v opacném pfipadé by v se
integrandu objevilo 22, coz by bylo je$té komplikovang;jsi):

u' =cosx, u=sinx
[ xcoszdr = =
V=1, v =1

=zsinz — [sinzdr = rsinz + cosz + ¢, reR.
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O Priklad 12.5.

Vypocitejte integral [ z?sinxdx.

Re$eni. Postupnym derivovanim funkce z2 zjednodu$ime inte-
grand na jedinou goniometrickou funkci:

uw =sinx, u=—cosxw
[2?sinzdr = =
v=2a2, v =2x
_ xz(—COSZE) _ f2x(—COSJE)d$ = _x2cosx+2fxcosxdz =

u' =cosxr, u=sinx ) ' _
=z cosx+2(xsmx—fsmxdx) =

v=1x, v =1

= —z%cosz + 2zsinz + 2cosz + ¢, reR.
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O Priklad 12.6.

Vypocitejte integral [ z?e** dx

Reseni. Integrand postupné zjednodusime
u/_e5w uzleSm
) 5
[ xted da = =
v=2%, v =322
! 5x 1 5z
u =e*, u=ze
5
:lx3e5x—§fm2e5”dx= _
5 5 2 !
v=ux*, v =2
l S5x 1 5z
u =e U= ze
_ 1,35z 3 (1,250 2 5z _ ’ 5
= z2"e 2 ($a’e 2 [wePda) = /
V=, v =1
1,35z 3,25z 6 5x _
5L € ™ + g (zwe™ — ¢ [ d) =
_ 1,35z _ 3,25 6 5r _ 6 .5z
=35Te 350 € + e ¢ TC

reR.
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O Priklad 12.7.
Vypocitejte integral [ 2°Inzdz.

ReSeni. Tentokrat si uvédomime, 7e ke zjednodudeni dojde,
budeme-li derivovat funkci In z :

[’ lnxdr =

v=lnx, o =

1S L [ By — L6l L6
=¢2’Inz — ¢ [2°de = a%Ina — £ab + ¢, reR.
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O Priklad 12.8.
Vypocitejte integral [Inzdz.

Reseni. Na prvni pohled integrand neni sou&inem dvou funkci,
presto Ize metodu per partes s Uspéchem pouZit. Pfi integraci
by nam velmi pomohlo, kdybychom mohli funkci In = nahradit jeji
derivaci 1/x. K tomu si staci zadany integrand predstavit jako
soucin 1lnz :

[1lnzdx = 1
v=Inx, v =-
x

:xlnx—ffdx:mlnx—fldx:xlnx—x—l—c, reR.
T
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Nepfimé nalezeni neurcCitého integralu:
per partes vedouci nafeSeni rovnice

V nékterych situacich se pfimé integraci vyhneme tim, Ze opa-
kovanim metody per partes dospéjeme k rovnici obsahujici na
obou stranach hledany neurcity integral. Rovnici pak staci vyfe-
Sit, aniz bychom provadéli integraci celého integrandu (typickym
prikladem je soucin funkci e*, sin z, cos x, které se pfi derivovani
¢i integrovani bud neméni, nebo se po urcité dobé opakuiji):

I=h(z)+kIl.

V nésledujicim pfikladu aplikujeme metodu per partes dvakrat,
¢imZ obdrzime na pravé strané opét plvodni integral.
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O Priklad 12.9.
Vypocitejte integral [ e*coszdz.

Reseni.

u
[ e cosxdr = =

=e¢"cosz + [e"sinzdr = =
v=sinx, v =cosx

=e’cosx + (ez sinz — fexcosxda;)
Tim jsme ziskali rovnici, kterou snadno vyfeSime:

fexcosxdx = e””cosz-l—emsinx—fexcos:vdm

2 [e*coszdr = e"cosx+esinx

1
Jecoszdr = 3 (e cosx + e sinw)
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12.4 Substitu¢ni metoda integrovani

Véta (Prvni véta o substituci v neurcitém integralu) Necht
v intervalu J existuje integral na levé strané rovnosti

J @) de = [ f((t)e' (1) dt (12.2)

arovna se F(x). Necht funkce = = ¢(t) je diferencovateln& v in-
tervalu I takovém, ze p(I) C J. Pak vintervalu [ existuje integréal
na pravé strané rovnosti (12.2) a rovna se F(y(t)).

Dikaz. Necht F je primitivni funkce k funkci f v intervalu J.
ProtoZe funkce ¢ zobrazuje interval I do intervalu J, jsou slozené
funkce F(¢(t)) a f(¢(t)) definované v intervalu I a podle véty
o derivaci sloZené funkce plati

:tF( (1) = F'(e(t)¢'(t) = fle)¢'(t), tel.

Odtud plyne dokazované tvrzeni.
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Poznamka. Prvni véta o substituci je uzite€na v pfipadech, kdy
je integral ,pfipraveny” ve tvaru

J )¢ (t)dt.
Pak staci oveérit, Ze jsou splnény prfedpoklady véty.

O Priklad 12.10.
Vypocitejte integral [ e**3dt.

Re$eni. Integrand je spojity v R , integral proto existuje. Oznaéme:
x = @(t) =5t + 3, de = ¢'(t)dt = 5dt.
VSechny pfedpoklady véty jsou spinény a Ize psat:

[etBdt =1 [eP5di =1 [e"dr=1e" +c=

=1 1, teR.
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O Priklad 12.11.

et
Vypocitejte integral / ——dt.
yp J g (o 127
Reseni. Integrand je spojity v R, integral proto existuje v R,
Postupujme podobné jako v pfedchozim pfikladu:

t r=ce +2 1
e—dt: = [ Zder= [ 23dz =
(et +2)° de =e'dt a3
ot 1 B 1 R
__—4+C_—@+C——m+C, t e .

Poznamka. Samozfejmé nezéalezi na tom, jakymi pismeny jsou
jednotlivé proménné oznaceny.
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O Priklad 12.12.

2.3
Vypocitejte integral / (Inz)/(5+1n"2)

T
Reseni.
(Inz)+/(5 + In*z)3 1
dox = (Inx) d =
x V( 5+ln x)3
- 2
1 1 1 t=5+1In"x
- = —2(21111’)—(11’: 1
2 (54 In"z)3 x dt = (2Inz) —dx
T

t_l
/—dt /t_gdt: S be=-2ide=

=-2V5+Inz+c, z€(0,+00).

dz vintervalu I = (0, +00).
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Véta (Druh& véta o substituci v neurcitém integralu) Necht
v intervalu I existuje integral na levé strané rovnosti

[ Fle®)¢'(t)dt = [ f(x)de (12.3)

a rovna se F'(t), necht funkce = = ¢(t) ma nenulovou derivaci
v kazdém bodé intervalu I a necht zobrazuje interval I na interval
J = ¢(I). Pak v intervalu J existuje integrél na pravé strané
rovnosti (12.3) a rovna se F(v(z)), kde () je inverzni funkce k
funkci x = p(t).

Dlkaz. Funkce ¢ je podle predpokladu prosta v intervalu I.
OznaCme t = ¢(x) funkci inverzni k funkci ¢. Tato funkce zobra-
zuje interval J nainterval I.

Podle pfredpokladu existuje funkce G, diferencovatelnav I takova,
Ze G'(t) = f(o(t)¢'(t), t € I.OznaCme

Podle véty o derivaci sloZené funkce existuje v intervalu J deri-
vace [’ aplati F'(z) = G'(¢(2))¢'(z) = G'(t)Y'(x) = f(e(t)¢'(t)-
1/¢'(t) = f(x), z € J.
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Poznamka. Misto pfedpokladu ¢’(t) # 0 pro vSechna ¢ € I staci
pozZadovat, aby funkce ¢ byla ryze monotonni a aby bylo ¢'(t) = 0
pro nejvyse konecény pocet bodli ¢ € I.

O Priklad 12.13.
Vypocitejte integral [

\/15_7x2d:1;,x € (—1,1).

ResSeni. Integrand je spojity v intervalu J = (—1, 1), takZe integral
v tomto intervalu existuje. Abychom odstranili odmocninu v inte-
grandu, vyuzijeme identitu cos®’t = 1 — sin® ¢ a substituci:

r=p(t) =sint; ¢(t) zobrazuje (—m/2,7/2)na (-1,1);
dz = costdt; ¢'(t) = (sint) = cost #0;
V1—2%=|cost| =cost > 0;

t — arcsinx

5 5
——dz = —_— tdt =5 1dt = 5¢ =
fm x /costcos / +c

=barcsinz +t, z€(-1,1).
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12.5 Integrace racionalnich funkci

Véta (Rozkladu na soucet parcialnich zlomk)
P(x) . L . .
Necht R(x) = Plz) je racionalni lomena funkce a necht jmeno-

Q(r)

vatel () lze psat ve tvaru
Qx) = a(m—xl)kl . .-(x—xr)kr-(m2+2p1x+q1)l1-. ) .-(m2+2psx+qs)ls,

kde polynomy 2% + 2p;x + ¢;, i = 1,...,s, jsou v redlném oboru
nerozlozitelné. Potom Ize R(z) vyjadfit — az na poradi s¢itancl —
praveé jednim zplisobem ve tvaru

T

R(x) = ggg :p<m>+22 T

i=1 j=1 11]1

s

ﬁ: Bijl' -+ Cij
(22 + 2pix + q;)7’

kde p(z) je polynom, A;;, B;;, C;; jsou realné konstanty; rovnost
plati pro vSechna z € Dg, tj. pro vdechna realna z rizna od korent
polynomu Q(x) ve jmenovateli.
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O Priklad 12.14.

Rozlozte funkci na soucet parcialnich zlomkd:

3xr+5

R(x):x2—3m—|—2

Reseni. Polynom ve jmenovateli ma kofeny 1 a 2, proto:

3r+5 3x +5 A i B
2 -3zx+2 (2-1Dx-2) -1 z-2°

R(z) =

Pfi hledani koeficientll A, B pfevedme oba zlomky vpravo na
spole¢ného jmenovatele. Aby byl vysledek identicky s plvodni
zadanou funkci, musi byt v Citateli identické funkce, tj. koeficienty
u vSech mocnin proménné x musi byt shodné.
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3r+5 Az —2)+ Bz - 1)

(@-1@-2) (-1 -2)
3t+5 = (A+ B)r+ (—2A - B)

... 3 A+ B
20 ... 5 —2A-B
A=-8, B=11

Celkem je tedy
3r + 95 8 11

R(x):x2—3x+2: :v—1+a:—2'
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O Priklad 12.15.

Rozlozte funkci na soucet parcialnich zlomkd:

3xr+5

e 10— R
3r+5 A B C ,7,7

R(w):(x_1)2(x—2):x—1+(x—1)2+$—2

R(z) =

3z +5 Az —1)(z —2)+ B(x — 2) + C(z — 1)?
(x—1)%(x—2) (x —1)(x —2)

3r+5 = A(x* -3z +2)+B(x—2)+C(z* -2z +1)
3x+5 = (A+C)a?+ (-34A+ B —-2C)z+ (2A-2B + O)
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Aby byly funkce na obou stranach rovnice identické, musi platit:

... 0 = A+C (— A=-0C)
... 3 = -3A+B-2C
... 5 = 24-2B+C

3 = -A+ B

5 = A-2B

B=-8 A=-11, C=11
Celkem je tedy

3T+ 5 11 8 11
R(gc)_(3:—1)2(:6—2)__x—l_(x—1)2+x—2'
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Poznamka. Uvédomme si, Ze pokud bychom hledali rozklad pouze
ve tvaru
3r+5 A B

o) = a2 " wo1p Ta-2

ziskali bychom podminku
3r+5 = A(x—2)+ Bz —1)?
3r+5 = A(x—2)+ B(2?—2z+1)
3r+5 = Ba?+ (A-2B)x+ (—2A+ B)

a prislusnou soustavu rovnic, ktera nemé feSeni (mame jen dvé
proménné a tfi rovnice, z nichZz Zadna neni linearni kombinaci
ostatnich):

2 ... 0 = B
... 3 = A-2B
2 ... 5 = —2A+B
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Vypocet integralu racionalni funkce

Danou racionalni funkci nejprve rozloZzime na soucet parcialnich
zlomkU. Neni-li stupen polynomu v Gitateli mensi neZ stupen po-
lynomu ve jmenovateli, provedeme nejprve Castecné délené po-
lynomdi. Poté staci zintegrovat jednotlivé zlomky.

O Priklad 12.16.

Vypocitejte integral / .
2 —3x

Reseni.

dx 1 1 1
/2_390——§/2_3m(—3)dx——§In|2—3:c|+c.
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O Priklad 12.17.
dx

Vypocitejte integral / m

Reseni.

da 1 1 1 _3



http://euler.fd.cvut.cz

O Priklad 12.18.
3r+5

Vypocitejte integral [ = / G- 1)z —2) dx .

Reseni. Po rozkladu na parcialni zlomky obdrzime:

11 8 11
I=1] (= _ dz =
/< x—1 (x—1)2+x—2> v

(z -1~

=—1llnfz —1] -8 7 +1lln|z —2|+c=
xr—2 8

=111 .

N x—1‘+w—1+c
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O Priklad 12.19.

e i d
Vypocitejte integral [ = / a

2422’

Reseni. Polynom ve jmenovateli je v realném oboru nerozloZi-
telny. Integrace povede na arctg :

dx dx
=leaT) N
2(%+1)

2

2 1 1 2
Zg/——dxziarctgi—i-c.

(G
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O Priklad 12.20.

dz
Vypocitejte integral I = .
yp J g / 3x2+2
Reseni.
/ dx / dx
I == = 3 g
312+ 2 3x

2@/( ﬁ>2+1@dx;6arctg (@+
"3
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O Priklad 12.21.

Vypocitejte integral I = / de
ypocite] gl = o 3r 6
Reseni.
dz 1 dx
I= 202 —3x+6 2 3 -
$2—§$+3

1) 1w “1) "6
16 /39 1 4
2.39 4 4 3.\> V39

EXmEy N
39 4
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12.6 Prevedeni integrandu na racionalni
funkci

Pomoci druhé véty o substituci Ize fadu integralli prevést na in-
tegraly racionalni funkce. Pfehled substituci uzitecnych v jednot-

livych pfipadech je uveden ve skriptech na str. 103—-110.
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PREDNASKA 13

URCITY
INTEGRAL
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13.1 Riemanniv integral

Definice 1. Necht I = (a,b) omezeny interval v R.
Délenim D intervalu (a,b) nazveme kazdou konecnou po-
sloupnost bod{

o= <71 <225 - <Tp1 ST =0b.

Definice 2. Rekneme, Ze déleni D’ intervalu (a,b) je
zjemnénim déleni D pravé tehdy, kdyzZ je kazdy délici bod
déleni D délicim bodem déleni D'.

Déleni D:
a=xp X; Xy oo X x; o X, b=x,
a=xy X; Xy - X Xp Xpgp o Xy b=X,

Déleni D' - zjemnéni déleni D
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Definice 3. Necht je funkce f omezena na intervalu (a, b).
OznaCme

m; = _inf f(z), M;= sup f(z).

TE(Ti—1,%4) CC€<CU7;—1,CU7;>

Pro kazdé déleni D intervalu (a, b) sestrojme soucty
SDZZmi'<93i—fUi—1), SDZZMz"(JUi—IEi—1>-
=1 =1

Cislo sp se nazyva dolni Riemannlv soucet a Sp horni
Riemanniv soucet funkce f(z) pfislusny k déleni D.

Poznamka. Protoze pro kazdé i je m; < M;, plati nerovnost

SD S SD.
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Geometricka interpretace

VA
M5l N M (- 3)
ms
M;
my (x;- xq) f
mz
M,
m m; (x7—x4) X
6
>
Ola=xy x;, x5 X3 X4 X5 X4 X7 b =xg

Dolni soucCet pfedstavuje obsah vepsaného obrazce sloZzeného z
obdélnik{, ktery je pro kazdé déleni mensi nebo roven obsahu
plochy vymezené osou = a grafem funkce na daném intervalu.
Horni soucet udava velikost plochy opsaného obrazce, a je tedy
pro kazdé déleni vétsi nebo roven obsahu uvedené plochy.
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Oznacme symbolem D mnoZinu vSech déleni intervalu (a,b) ,

M = sup f(z), m = inf)f(m).

z€{a,b) x€(a,b

Véta. Je-li D' ziemnénim déleni D, plati nerovnosti:

m(b—a)ﬁngsD/ SSDISSDSM([)—G).

VA M (b _ a) D' - zjemneni déleni|\D
M éSD
SD
|
| f
1
|
|
|
|
mf m (b —a) ; X
f $ . >
Ola=x) x; x; X3 X; X5 X4 X7 b =xg
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Véta. Pro libovolna dvé déleni D; a D, intervalu (a,b) plati ne-
rovnost sp, < Sp,.

Mnozina {sp; D € D} je shora omezena, napfiklad Cislem M (b—

a), a zdola omezena, napfiklad Cislem m(b — a). Proto existuji
Cisla

s=supsp € R a S = inf SpeR.
DeD DeD

Definice 4. Cislo s = sup sp se nazyva dolni Riemann(iv
DeD

integral funkce f naintervalu (a,b), €islo S = Ii)n% Sp se
€
nazyva horni Riemanndyv integral funkce f na intervalu

(a,b) .
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Definice 5. Necht je I = (a,b) omezeny interval v R a
funkce f(x) je omezena na [. Jestlize plati s = S, kde s je
dolni a S horni Riemannlyv integral funkce f(x) na intervalu
I, nazyvame tuto spoleCnou hodnotu Riemannovym
integralem funkce f(z) na intervalu (a,b) a znaCime ji

b
symbolem / f(z)dx.

Existuje-li Riemanndv integral funkce f(z) na intervalu
(a,b), Tikhme, Ze funkce f(x) je integrovatelnd na in-
tervalu (a,b). Vedle nazvu Riemannllv integral se bézné
pouZiva také nazev urcity integral funkce f naintervalu

(a,b).

Poznamka. Uvédomme si, Ze Riemanndyv integral je definovan
pouze pro omezené funkce na omezeném intervalu, v jiném pfi-
padé nema vySe uvedena definice smysl.
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Poznamka.

V naSi geometrické interpretaci pfedstavuji dolni a horni Rie-
mannovy soucty aproximace obsahu rovinné oblasti vymezené
grafem dané funkce a osou = na daném intervalu (a, b), pficemz
hodnota dolniho souctu je vZdy menSi nebo rovna obsahu uve-
dené plochy, hodnota horniho soucty je vzdy vétSi nebo rovna
tomuto obsahu.

Videéli jsme, Ze pfi zjemnovani déleni se dolni soucet zvétSuje
nebo zlstava konstantni, horni soucet se naopak zmensuje, pfi-
padné zlstava konstantni, a oba se "pribliZuji” k obsahu oblasti
pod grafem funkce. Aby meélo smysl hovofit o obsahu tohoto ob-
razce, nemélo by zaleZet na tom, budeme-li jej aproximovat zdola
nebo shora, coZ nastava tehdy, kdyz se dolni Riemanndyv integral
rovna hornimu. V tomto pfipadé je tedy obsah uvedeného ob-

b
razce roven Riemannovu integralu / f(z)dz.
a
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Véta. Je-li funkce f monotonni na intervalu (a, b), pak je na tomto
intervalu integrovatelna.

Véta. Je-li funkce f spojita na intervalu (a,b), pak je na tomto
intervalu integrovatelna.

Véta. Funkce f je integrovateln& na intervalu (a, b) prave tehdy,
kdyz je pro kazdé c € (a,b) funkce integrovatelna na obou inter-
valech (a, c) a (c, b). Pfitom plati rovnost:

/abf(x)dx:ch(x)dx+/cbf(x)dx.
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b
Poznamka. Riemannlv integral f(z)dx jsme definovali pro

a - ~ I . - - . ya
b > a. Pfedchazejici véta nam umoznuje rozsifit definici integralu
pro b < a vztahem

/abf(x)dx:—/baf(x)dx.

Uvédomme si, Ze tato definice neni ve sporu s pfipadem b = a,
kdy je Riemannlv integral roven nule. Pro takto rozsifené inte-
graly plati rovnost:

/abf(x)dx:/acf(:c)dx+/be(x)dx

za predpokladu, Ze alespon dva integraly existuji.
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Prozatim jsme definovali Riemann(v integral pro funkce, které
byly definovany na omezeném intervalu (a, b). Nyni rozSifime de-
finici Riemannova integralu na funkce, které jsou definovany na
omezené mnoziné M C R.

Definice 6. Nechtje funkce f : M — R definovana na ome-
zené mnoziné M C R a necht I je omezeny uzavieny inter-
val takovy, ze M C I. Riemannovym integralem funkce f
pfes mnozinu M rozumime integral

f(z)prox € M,

b
/ f(z)dz, kde f(z)=
a Oprox eI\ M.

Integral funkce [ pfes mnozinu M budeme znacit

/ f(z)dx.

M
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Véta. Necht jsou funkce f;, f, integrovatelné na intervalu (a, b)
a c1, ¢y jsou realné konstanty. Pak plati:

/ab(clfl( )+ cafolz /fl d37+€2/ fa(

Véta. Necht jsou funkce f, g integrovatelné na intervalu (a,b).
Pak jsou na {(a, b) integrovatelné také funkce f*a f - g.

Poznamka. Je tfeba upozornit, Ze obecné neplati rovnost
b b b
[ @ o= [ e [ g dr.

Véta. Necht je funkce f integrovatelna na intervalu (a,b) a pro
kazdé z € (a,b) je k < f(z) < K. Pak je

b
k(b — a) §/ flz)dz < K(b— a).
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Véta. Je-li integrovatelna funkce f(x) > 0 naintervalu (a, b), pak

plati: /b f(z)dz > 0.

Véta. Jsou-li funkce f, g integrovatelné na intervalu (a,b) a pro
kazdé x € (a,b) plati nerovnost f(z) < g(x), pak plati nerovnost:

/abf(a:)dxg/abg(x)dx.

Véta. Je-li funkce f integrovatelna na intervalu (a, b), pak plati:

/ab f(z)dz

< /ab|f(x)‘ dz.
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13.2 Integral jako funkce horni meze

Necht je funkce f integrovatelna na intervalu (a, b), kde a < b. Pak
pro kazdy bod z € (a, b) existuje integral [ f( )dt Protoze hod-
nota tohoto integralu je uréena jednoznacné, mtizeme definovat
funkci F': (a,b) — R pfedpisem

xT

F(z)= [ f(t)dt, = € {a,b).

a

Integral v této rovnosti je tedy funkci horni meze. Analogicky je
mozné definovat integral jako funkci dolni meze

b

G(z)=[ft)dt, = € (a,b).

T

Pro body =,  + h € (a,b) je

Fe+n)= T rwa = froas T roa-rw+ T o
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Véta. Necht je funkce f integrovatelné na intervalu (a,b), kde
a < b. Pak ma funkce F(x ff € (a,b) nasledujici
vlastnosti:

(i) je spojita v intervalu (a,b) ;

(i) je-li funkce f spojith v bodé zy € (a,b), pak je F'(xg) =
f(xg). Je-li zy = a, resp. o = b, pak je F'(a+) = f(a+),
resp. F'(b—) = f(b—);

(i) ma-li funkce f v bodé z, € (a,b) nespojitost 1. druhu,
pak je F'(xo+) = f(zo+), F'(zo—) = f(xo—).
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13.3 Veéty o stfedni hodnoté
pro Riemannuv integral

Véta. Necht'jsou f, a g integrovatelné funkce na intervalu (a, b),
g(x) >0ak < f(xr) < K. Pak plati nerovnost:

e[ owar< [ <k [ oo

Je-li navic funkce f(z) nalntervalu (a b> spOJlté, existuje ¢ € (a, b)
takové, ze fabf(:z)g(x do = f g(x

Véta. Necht je funkce f spojitd na intervalu (a, b) a ¢ monotonni
funkce, kterd ma na intervalu (a, b) spojitou derivaci. Pak existuje
bod ¢ € (a,b) takovy, Ze plati:

/ab f()g(r) dz = g(b) /ﬁ @) dz + g(a) / S da
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13.4 Newton—-Leibnizova formule

Véta. Necht je funkce f spojitd na intervalu (a,b) a F je jeji
primitivni funkce. Pak plati:

/ f@)de = F(b) — F(a).

Poznamka. Newton—Leibnizova formule se obvykle zapisuje po-
moci hranaté zavorky ve tvaru

Zfejme plati:
[F(2) £ G(o)l, = [F(2)] £ [G@)]e,  [cF(2)]g = c[F(2)]q

pro kazdé dvé funkce F, G a libovolné realné Cislo c.
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Newton—Leibnizova formule je velice uzitena, nebot nam ko-
necné poskytuje navod, jak RiemannUv integral nalézt. Navic nam
umoznuje vyuZit vSechny poCetni metody, které jsme pouzivali pfi
hledani primitivni funkce: jakmile nalezneme pro danou funkci f
jeji primitivni funkci F, staCi dosadit do Newton—Leibnizovy for-
mule.

Poznamka. PFi pouZivani Newton-Leibnizovy formule nezéaleZi
na tom, kterou z funkci primitivnich v intervalu (a,b) k funkci f
pouzijeme. Jsou-li F', G dvé primitivni funkce k funkci f v intervalu
(a, b, existuje konstanta C tak, Ze G(z) = F(x) + C pro vSechna
x € (a,b), atedy

G(b) — G(a) = (F(b)+C) — (F(a) + C) = F(b) — F(a).

Definice 7. Necht je funkce f(x) definovana na intervalu
(a,b). Je-li F(z) primitivni funkce k funkci f(x) na intervalu
(a,b), nazyvame Cislo F(b) — F(a) Newtonovym urcitym
integralem funkce f(z) od bodu a do bodu b.
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O Priklad 13.1.

UvaZujme funkci

1

- pro x = % € Q, n e N, m € Z nesoudélna Cisla,
flz) =

Oproz e R\ Q.

Lze ukazat, Ze pro tuto funkci existuje Riemanndyv integral

/Olf(:v)dxzo.

Ale k této funkci neexistuje zadna na intervalu (0,1) primitivni
funkce. Proto nema tato funkce Newtondyv integral.
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13.5 Integrace per partes

Véta. Necht'jsou f, g spojité diferencovatelné funkce na intervalu
(a,b). Pak plati:

/ f()g(x)dz = f(b)g(b) — f(a)g(a) — / f@)g (z)dz.

Dlikaz. Funkce
Fa) = [ £0g0) dt. F) = f@glo)-f@gto)- [ 1010) d
jsou primitivni funkce k integrovatelné funkci f’(z)g(x) naintervalu

(a, b). Mohou se tedy liSit pouze o aditivni konstantu. Ale pro = = a
plati F(a) = F(a) = 0. Tedy pro kaZzdé = € (a, b) plati rovnost:

[ 190 dat = f@)gt0) - F@gta) - [ 1010 ar.

Pro xz = b odtud plyne tvrzeni véty. [
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13.6 Substitu¢ni metoda pro Riemanntv
integral

Véta. Necht je funkce f(r) spojitd na intervalu (a,b) a funkce
¢ : {a, ) — (a,b) ma spojitou derivaci a plati p(«) = aa¢(3) = b.
Pak plati rovnost

B b
[ rtew)-vwa= [ s

pak je podle véty o substituci pro neurcity integral funkce ¥ (t) =
F(p(t)) primitivni funkci k funkei f((o(2))-¢/(t) naintervalu (o, 3)
Proto je integral vlevo roven

Dlkaz. Je-li F(x) naintervalu (a, b) primitivni funkce k funkci f(x),

6
/ Fp(®) - ¢ (B dt = W(5) — V(o) = F((5) — F(pla)) =
= F(b) — F(a) :/ f(z)dx.
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Véta. Necht je f(x) spojita funkce na intervalu (a, b) a funkce ¢ :
(o, B) — (a,b) je spojita diferencovatelna funkce, ktera zobrazuje
interval (o, #) na interval (a, b), a necht' je ¢'(t) # 0. Pak plati

s

/ab f(z)dz = / f(gp(t)) () dt

Didkaz. Necht je ¥(¢) primitivni funkce k funkci f(p(t)) - ¢'(t) na
intervalu (a, §). Pak je integral vpravo roven ¥(5) — ¥(«a). Ale
predpoklady véty zaru€uji, Ze existuje inverzni funkce ¢t = p!(x)
k funkci 2 = ¢(t) a Ze funkce F(z) = ¥(p~'(z)) je primitivni
funkce k funkci f(x). Proto plati

/ f(z)de = F(b) — Fa) = ¥ (7 (b)) — ¥ (47 (a)) =
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Poznamka. PovSimnéme si, Ze podobné jako v pfipadé neurci-
tych integralll se v obou vétach objevuje tvar
b s
[ s = [ rte) - ear. i

OvSem predpoklady se liSi podle toho, zda pomoci znamého in- ,7,7
tegralu na levé nebo pravé strané hledame druhy z integrald v

této rovnosti.
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13.7 Integral sudé, liché nebo periodické
funkce

Véta. Je-li funkce f suda a integrovateln& v intervalu (—b, b), pak
b b

plati: [ f(z)dx =2 [ f(z)da.
—b 0

Véta. Je-lifunkce f licha aintegrovatelna v intervalu (—b, ), plati:

_fl;f(:v) dz =0.

A A

AN fx)=—f(x)



http://euler.fd.cvut.cz

Véta. Necht funkce f je periodicka s periodou 7', necht a, a’ jsou
realna Cisla. Existuje-li jeden z nasledujicich integralll, existuje i
druhy z nich a plati

//\a' /\a’ﬂv A\ [
v

Volné fe€eno, integral pfes integracni obor délky periody je stejny
bez ohledu na to, kde je integra¢ni obor umistén.
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PREDNASKA 14

APLIKACE

INTEGRALNIHO
POCTU
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14.1 Aplikace Riemannova integralu
vV geometrii

Pfedpokladejme, Ze derivace funkci, které se ve vzorcich vysky-
tuji, jsou spojité na celém integracnim oboru.

Vypocet obsahu ¢asti roviny

1. Obsah S ¢asti roviny ohranicené grafy funkci y = f(x) ay =
g(x), spojitych na intervalu (a, b) a splfiiujicich nerovnost f(z) >
g(x) pro vSechna x € (a,b) a pfislusnymi seckami na pfimkach
x = a, r = b je dan vztahem
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2. Obsah S ¢asti roviny ohranicené grafem funkce dané parame-
tricky rovnicemi x = ¢(t) a y = ¢(t) spojitych na intervalu («, 5) a
splfujicich podminky ¢(t) > 0 a+(t) > 0 pro vSechnat € («, 3) a
pFisludnymi Gseckami na ose = a na pfimkach x = ¢(«), =z = ¢(5)
je dan vztahem

S = [ ol d.

[e%

3. Obsah S c¢asti roviny ohraniCené grafem spojité a nezaporné
funkce dané v polarnich soufadnicich rovnici ¢ = f(y) a privodici

pro ¢; a ¢y s délkami o; = f(¢1) @ 02 = f(p2), kde 0 < ¢ < p <
o < 27 je dan vztahem

©2
S=[ %QQ de.
P1

Tento vztah se nazyva Leibnizlv vzorec pro rovinnou vysec.
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Vypocet délky kfivky

1. Délka s rovinné kfivky dané jako graf funkce y = f(z), = €
(a,b), s krajnimi body (a, f(a)), (b, f(b)) je dana vztahem

I e

2. Délka s rovinné kfivky, ktera je popsana parametricky rovni-
cemiz = (1), y=v(t), t € (a, B), s krajnimi body ((a), ¥()),
(p(8),v(5)), je dana vztahem

o= [0+ o a

3. Délka s prostorové kfivky zadané parametrickymi rovnicemi
=), y =191, 2= x@), t € (x0), s krajnimi body
(o), ¥(@), x(a)), (¢(3),¥(3), x(B)), Je dana vztahem

o= [0 + 20 + ) .
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Vypocet obsahu plasté rotacniho télesa

1. Obsah @ plasté rotacniho télesa, které vznikne rotaci kfivky,
vytvofené jako graf spojité nezaporné funkce y = f(z), x € (a,b),
kolem osy z je dan vztahem

Q=2 f fla)/TH (F@)de.

2. Obsah (@ plasté rotacniho télesa, které vznikne rotaci rovinné
kfivky, kter& je popsana parametricky rovnicemi = = ¢(t), y =
»(t), t € (a,3), spliujicich podminky ¢(t) > 0 a (t) > 0 pro

vdechna ¢ € («, ) s krajnimi body (¢(a),v(a)), (¢(3),v(3))
kolem osy z je dan vztahem

0 = 2 [ 6(O/32(0) 1 02(0) .

«
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Vypocet objemu rotacniho télesa

1. Objem V rotacniho télesa, které vznikne rotaci kfivky, vytvo-
fené jako graf spojité nezaporné funkce y = f(z), = € (a,b),
kolem osy z je dan vztahem

V=mx[(f(z))?d.

8 =

2. Objem V rotac¢niho télesa, které vznikne rotaci rovinné kfivky,
ktera je popsana parametricky rovnicemi z = ¢(t), y =¢(t), t €
(o, B), spliujicich podminky ¢(t) > 0 a ¥(t) > 0 pro vSechna
t € (a, B) s krajnimi body (¢ (), ¥ (), (¢(8),%(3)) kolem osy =
je dan vztahem

V= m [yR(0() d.

[e%
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14.2 Pouziti Riemannova integralu
ve fyzice atechnice

Vypocet statickych momentd

1. Staticky moment S,, resp. S, oblouku homogenni rovinné
kfivky vzhledem k ose z, resp. y pro kfivku zadanou jako graf
spojité funkce y = f(z), « € (a,b) je dan vztahem

z)\/1+ (f'(z))?dx, resp. Sy=f$\/1+(f/($))2d.l'.

2. Staticky moment S,, resp. S, oblouku homogenni rovinné
kfivky vzhledem k ose z, resp. y pro kfivku popsanou parame-
tricky rovnicemi = = ¢(t), y = ¥(t), t € (o, 3), s krajnimi body
(p(a),¥(a)), (¢(B),%(8)), je dan vztahem

Q%c-

s, —fw 20+ (0 dt, tesp. S, = [e(O/EA(0) + 20 dt

3. Staticky moment S,,, resp. S,., resp. S,. oblouku homogenni
prostorové kfivky vzhledem k roviné zy, resp. xz, resp. yz pro
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kfivku popsanou parametricky rovnicemi = = ¢(t), y =

X(t),t € (a, ), skrajnimibody (p(a), ¥ (a), x(@)), (#(8),
je dan vztahem

Sy = [ (D9t So = [0t Spe = [ o()g(t) e

kde g(t) = \/2(1) + 02(t) + 2(2).

4. Statlcky moment S, resp. S, homogenniho rovinného obrazce
ohrani€eného grafem spojité nezaporné funkce y = f(z), = €
(a,b) a prislusnymi GseCkami na ose z a na pfimkach =z = a,
x = b, vzhledem k ose z, resp. y je dan vztahem

Se == [(f(x))*dz, resp. S, = fbxf(x) dx

DO |
8 =

5. Staticky moment S,, resp. S, homogenniho rovinného obrazce
ohranic¢eného grafy spojitych funkciy = f(z) ay = g(z) takovych,
ze f(x) > g(x) pro vSechna x € (a,b) a pfislusnymi tseckami na
ose x a na pfimkach x = a, x = b, vzhledem k ose z, resp. y je
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dan vztahem

b

((f(@)*—(g(2))?) dz, resp. S, = [=(f(z)—g(z))da.

a

S, =

N | =
8 —

6. Staticky moment S, homogenni rotacni plochy vytvofené pfi
rotaci grafu spojité nezaporné funkce y = f(z), « € (a,b), kolem
osy z vzhledem k roviné yz je dan vztahem

b
Sy =21 [xf(x)\/1+ (f'(x))?dz.
V tomto pfipade je S,, = S,. = 0.
7. Staticky moment S,. homogenniho rotacniho télesa, jehoz
plast se vytvori pfi rotaci grafu spojité nezaporné funkce y = f(x),

x € {(a,b), kolem osy z a které m& podstavy v rovinach =z = a,
x = b, vzhledem k roviné yz, je dan vztahem

S, = 7 [ a(f(@)da.
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™ oar

N4

1. Soufadnice zr, yr t€Zi5té oblouku homogenni rovinné kfivky
jsou dany vztahy z = Sy ,Yr = S , kde s je délka uvazovaného
oblouku a S, , S, jsou pfsisluéné stsatické momenty.

2. Souradnice z7, yr, zr t€ZiSté oblouku homogenni prostorové
kfivky jsou dany vztahy z, = % yr = —=, 2p = % kde

S S S
s je délka uvazovaného oblouku a S,,, S.., Sy, jsou pfislusné
statické momenty.

3. Soufadnice z7, yr t€Zisté homogenniho rovinného obrazce
jsou dany vztahy xr = gy VYT = % , kde S je obsah uvazovaného
rovinného obrazce a S, , S, jsou pfislusné statické momenty.

plast se vytvori pfi rotaci grafu spojité nezporné funkce y =
f(z), = € (a,b), kolem osy z a které méa podstavy v rovinach = =
a, z = b, je danavztahem z; = % , kde V' je objem uvazovaného
telesa a S, je prislusny staticky moment. Zde je y; = zp = 0.
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Vypocet momentl setrvacnosti

1. Momenty setrvacnosti I, resp. 1, resp. I, oblouku homogenni
rovinné kfivky vzhledem k ose z, resp. y, resp. k pocatku pro
kfivku zadanou jako graf spojité nezaporné funkce y = f(z), = €
(a,b), jsou dany vztahy

I = f(f(w))2g(t) at, I, = j$2g(t) dt, I.= fb(x2+(f(w))2)g(t) dt,

kde g(t) = /1 + (f'(x))*.

2. Momenty setrvacnosti 1, resp. I, resp. I, oblouku homogenni
rovinné kfivky vzhledem k ose =z, resp. y, resp. k pocatku pro
kfivku popsanou parametrickymi rovnicemi x = p(t), y = 1(t), t €
(a, B), s krajnimi body (¢(a), (), (p(8),¥(B)), je dan vztahem
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3. Momenty setrvacnosti 1,, resp. I, resp. I, oblouku homogenni
prostorové kfivky vzhledem k ose z, resp. y, resp. z pro kfivku
popsanou parametricky rovnicemi x = ¢(t), y = ¥(t), z = x(t),
t € {a,8), s krajnimi body (o(), ¥(a), x(a)), (#(8), ¥(8), x(8)),

jsou dany vztahy

I, = f((¢(t))2+(x(t))2)g(t) dt, I, = f((w(t))er(x(t))?)g(t) dt,
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4. Momenty setrvacnosti I, resp. I,, resp. I, homogenniho ro-
vinného obrazce ohraniCeného grafem spojité nezaporné funkce
y = f(x), z € (a,b) a pFisluSnymi GseCkami na ose = a na pfim-
kach x = a, x = b, vzhledem k ose =z, resp. y, resp. pocatku jsou
dany vztahy
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5. Momenty setrvacnosti 1,, resp. I, resp. I, homogenniho ro-
vinného obrazce ohrani¢eného grafy spojitych funkci y = f(z)
ay = g(x) takovych, Zze f(z) > g(x) pro vSechna z € (a,b) a
pfislusnymi UseCkami na ose z a na pfimkach =z = a, x = b,
vzhledem k ose z, resp. y, resp. poc¢atku jsou dany vztahy

=3 (@) - (@) ar. 1, = [a2(f(x) - g(e)) do.
L=1I+1I,

6. Moment setrvacnosti I, homogenni rotacni plochy vytvofené
pfi rotaci grafu spojité nezaporné funkce y = f(z), * € {(a,b),
kolem osy = vzhledem k ose x je dan vztahem

b

I, = 27rf(f(x))3 1+ (f’(x))de.

a
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7. Moment setrvacnosti I, homogenniho rotacniho télesa, jehoz
plast se vytvori pfi rotaci grafu spojité nezaporné funkce y = f(x),

€ (a,b), kolem osy = a které ma podstavy v rovinach = = a,
x = b, vzhledem k ose z, je dan vztahem

I, = fb(f(x))4da:.

bo | 3
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