Cviéeni 1
LINEARNf ROVNICE PRVNIHO RADU

1. Najdéte feseni Cauchyovy tlohy ' + 2 tgt = cos® t, které vyhovuje podmince z(27) = 2.
Reseni:
Méme nehomogenni linearni diferencialni rovnici prvniho fadu. Funkce h(t) = tgt a q(t) = cos®t

2k—1 2k+1
jsou definované a spojité v intervalech ( g T 2+

7 |, k € Z. Protoze je poc¢atecni podminka

3 5
definovana v bodé ty = 2m. Budeme hledat feseni v intervalu ¢t € (2 ™3 77).

Nejprve urc¢ime feSeni prislusné homogenni rovnice
v +utgt=0.

To je u(t) = Ccost. Jedno partikularni FeSeni nehomogenni rovnice najdeme variaci konstanty.
Reseni budeme hledat ve tvaru w(t) = C(t)cost. Po dosazeni do ptivodni rovnice dostaneme
C'(t) = cost, neboli C(t) = sint. Obecné Feseni nehomogenni rovnice je z(¢t) = C cost + sin¢ cost.
Z podminky x(27) = 2 plyne, C' = 2. Reseni Cauchyovy tlohy je tedy

z(t) = (2+sint)cost pro t € (;W,ZW) )

2. Najdéte feSeni Cauchyovy tlohy z’ — 2tx =t — t3, které vyhovuje podmince z(1) = 1.

Resent:

Mame najit feSeni nehomogenni linearni diferencialni rovnice prvniho fddu. Proto nejprve vyfesime

prislusnou homogenni rovnici v/ = 2tu. Standardnim zpiisobem ziskdme jeji Feseni u = Cet”.

Reseni nehomogenni rovnice w(t) ziskime variaci konstanty, tj. predpoklédame, ze w(t) = C(t)e .

2

Po dosazeni do dané diferencidlni rovnice dostaneme C’(t) = (t — t3)e~'", &ili C(t) = t—e_tQ.
t2 ’

Tedy hledané feSeni nehomogenni rovnice je w(t) = 5 a obecné Teseni dané diferencidlni rovnice je

t2 1 1
x(t) = Cet” + 7 Z pocateéni podminky plyne rovnost z(1) =1 = Ce + 3 Tedy C = %" Kdyz
e

dosadime tuto konstantu do obecného feseni, ziskdme hledané feseni Cauchyho tlohy

et2—1 +¢2

z(t) = 5

2
3. Najdéte feseni Cauchyovy tlohy z’ + % = t, které vyhovuje podmince z(0) = 1.

Resen:

2
2_1°
q(t) = t jsou definované a spojité v intervalech (—oo,—1), (—=1,1) a (1,+00). Protoze pocateéni
podminka je ddna v bodé to = 0, ktery lezl v intervalu (—1,1), budeme hledat feSeni rovnice v
tomto intervalu.

Méme fesit nehomogenni linedrni diferencidlni rovnici prvniho fddu. Funkce h(t) = —

. : R ) . 2u )
Nejprve najdeme obecné feseni prislusné homogenni rovnice u’ + a1 0. Standardni metodou
dostaneme
u’ 2 1 1

w12 1rt 1o
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1+1¢
a po integraci ziskdme u(t) = C -t

11—t
- 1+1¢
Reseni w(t) nehomogenni rovnice budeme hledat ve tvaru w(t) = C(t) 17+t Po dosazeni do ptivodni
rovnice dostaneme
1 —t) 2 1
C'(t) = = —t4+2- — boli C(t)=—=(2—-1)2—2In(1+1).
)= =—tro- 2 meboli C()= -3 (207~ 2m(1+1)

1+t t—2)?
Partikularni feSeni w(t) nehomogenni rovnice je tedy w(t) = 1 +t (—( 5 F_ 2In(1 +t)) a

obecné feseni dané diferencialni rovnice je

() = <c (2’2”2 21n(1+t)).

1t
Z podminky 2(0) =1 = C — 2 plyne, ze C = 3, a tedy FeSeni dané Cauchyovy ulohy je

1+t

x(t) = 13

Y
(3—(2 275) —2ln(1—|—t)) pro t € (—1,1).

4. Najdéte feseni Cauchyovy tlohy 2’ — 2z = t?, které vyhovuje podmince x(—1) = 0.

Reseni:

Mame resit nehomogenni linearni diferencialni rovnici prvniho fadu. Tato rovnice je specialniho
typu. Funkce h(t) = 2 je konstantni. Proto lze hledat feeni pfislusné homogenni rovnice v’ —2u = 0
ve tvaru u = e*. Jestlize tento predpoklad dosadime do homogenni rovnice, dostaneme A — 2 = 0,
ktera se nazyva charakteristickd rovnice. Jeji feseni je A = 2. Tedy obecné FeSeni homogenni rovnice
je u(t) = Ce?t.

Také partikularni feSeni nehomogenni rovnice lze v tomto pfipadé najit bez integrace. Protoze prava
strana ¢(t) = t? je polynom stupné 2 a ;1 = 0 neni kofenem charakteristické rovnice, lze partikularni
feseni nehomogenni rovnice hledat ve tvaru w = at?+bt+c, kde a, b a ¢ jsou konstanty. Dosazenim do
puvodni rovnice a srovnanim koeficient u riznych mocnin proménné ¢, dostaneme soustavu rovnic

1 1 1
—2a=1,2a—2b=0ab—2c=0, kterd ma feSeni a = 5 b= —5 ac= 1 Proto je partikularni
o £t g B0t 1
feSeni nehomogenni rovnice rovno w(t) = —5 Tg g 2l obecné Feseni je x(t) = Ce** — 5757 T
1 2
7Z pocatecni podminky plyne z(—1) = 0 = Ce™2 — 7 tedy C = ez- 7 toho dostédvame hledané

feseni Cauchyho tlohy

5. Najdéte feseni Cauchyovy tlohy x’ + 4x = te~4 + 4t — 3, které vyhovuje podmince z(0) = 2.
Reseni:

Méame opét fesit nehomogenni linearni diferencialni rovnici prvniho fadu s konstantnimi koeficienty.
Jeji charakteristicka rovnice A + 4 = 0 ma feSeni A = —4, a tedy obecné feseni homogenni rovnice
je u(t) = Ce~*'. Partikularni feseni nehomogenni rovnice budeme hledat ve tvaru w(t) = wi (t) +
wa(t), kde wy(t) je partikuldrni feSeni rovnice w} + 4w; = te=* a ws je partikuldrni feseni rovnice

wh + dwe = 4t — 3. Protoze p = —4 je feSenim charakteristické rovnice, budeme hledat funkci w;

ve tvaru wq(t) = t(at + b)e~*. Jestlize tento predpoklad dosadime do rovnice pro wi, dostaneme

po srovnani koeficient u rtznych mocnin proménné ¢ soustavu rovnic 2a = 1 a b = 0. Tedy
2

wy(t) = Bl e . Funkci wy budeme hledat ve tvaru wq(t) = At + B, protoze p = 0 neni feSeni



charakteristické rovnice. Po dosazeni do rovnice pro ws snadno zjistime, ze ws(t) =t — 1. Obecné
2

feseni dané diferencidlni rovnice je tedy x(t) = Ce™* + ) e % 4t —1. Jestlize pouZijeme poéatecni

podminku, dostaneme pro konstantu C' vztah 2 = C — 1, ze které plyne C' = 3. Hledané feseni

Cauchyovy ulohy je tedy

t2
z(t) = (3+2>e_4t+t—1.

1
6. Najdéte feSeni Cauchyovy tlohy o’ — 3z = sint, které vyhovuje podmince z(0) = 3

Reseni:

Méame najit feseni nehomogenni linearni diferencidlni rovnice prvniho fadu s konstantnimi koe-
ficienty. Charakteristickd rovnice A — 3 = 0 ma feSeni A = 3. Tedy obecné TesSeni piislusné
homogenni rovnice je tedy u(t) = Ce®. Z tvaru pravé strany nehomogenni rovnice plyne, Ze
jeji partikularni FeSeni lze hledat ve tvaru w(t) = acost + bsint. Po dosazeni do nehomogenni
rovnice dostaneme po srovnani koeficientii u cost a sint soustavu linearnich rovnic —3a + b = 0

1 3
a —a — 3b = 1, jejiz teseni je a = T ab= T Nasli jsme tedy jedno partikuldrni feseni
cost + 3sint
nehomogenni rovnice w(t) = —1_70. Odtud plyne, Ze obecné feSeni nehomogenni rovnice

cost + 3sint

je z(t) = Ce® —
jex(t) = Ce 10

Cauchyho ulohy je

3
. Z pocatecni podminky pak dostaneme C' = R a tedy hledané feseni

6e%* — cost — 3sint
10 '

z(t) =

7. Najdéte feseni Cauchyovy tlohy 2’ — 2 = cosht, které vyhovuje podmince z(0) = 1.

Reseni:

Méame najit feSeni nehomogenni linearni diferencialni rovnice prvniho fadu s konstantnimi koefi-
cienty. Charakteristickd rovnice A —1 = 0 ma feseni A = 1. Tedy obecné feSeni piislusné homogenni
rovnice je tedy u(t) = Ce'. Prava strana nehomogenni rovnice je cosht = }(et +e7"). Proto
budeme partikularni feseni tnehomogenni rovnige hledat jako soucet dvou funkci w; a ws, které jsou

FeSeni rovnic wj — w; = a wh — wg = - ProtoZe p = 1 je feSeni charakteristické rovnice

2

budeme hledat w; ve tvaru wi(t) = ate’. Po dosazeni do rovnice dostaneme koeficient a = a

ia
4
tedy ws(t) = iet. Protoze ;1 = —1 neni kofenem charakteristické rovnice, hledame wq ve tvaru
1 et
wa(t) = be~t. Po dosazeni do rovnice dostaneme b = 78 tedy ws(t) = - Obecné feseni dané
t e! 1
diferenciélni rovnice je z(t) = Ce! + 3 el — - Z pocéateéni podminky x(0) = 1 ziskdme 1 = C' — 7

¢ili C = g Tedy feseni Cauchyho tlohy je

(5+2t)et —e™t

z(t) = 1

8. Najdéte TesSeni diferencialni rovnice 2’ —inz = 0, n € R, které vyhovuje podmince z(0) = z(2).
Reseni:

Mame najit feSeni homogenni linearni diferencialni rovnice prvniho fadu s konstantnimi koeficienty.
Jeji charakteristicka rovnice je A —in = 0. Tedy obecné feseni je z(t) = Cel"*. Podminka x(0) =



x(27) davé vztah C' = Ce?*™". Pokud n ¢ Z plyne odsud C = 0 a rovnice ma pouze trivialn{ feseni
x(t) = 0. Je-li ale n € Z, je feseni rovnice z(t) = Ce'™, kde C je libovolna komplexni konstanta.

9. Najdéte feseni diferencialni rovnice (t — 2tz — z)z’ + 2% = 0.

Resent:

Tato diferencialni rovnice neni linedrni. Ale pokud budeme povaZovat t za funkci proménné x, pak
dt 1 .

plati — = — a dand rovnice piejde na diferencialni rovnici

de o
dt dt  2x-1 1
l-22)t—a+a’— =0 — = t+—. 1
( ) dz dx 22 x (1)
Rovnice (1) jiz linearni je, a proto lze najit jeji feSeni standardnim zpisobem. Nejprve nalezneme
feSeni homogenni rovnice

dt 2z -1

dz a2
kde C je libovolna konstanta. ReSeni w(x) nehomogenni rovnice nalezneme variaci konstanty, tj.
budeme jej hledat ve tvaru w(x) = C(z)e/*, kde C(x) je diferencovatelna funkce proménné z. Po
dosazeni do rovnice (1) dostaneme pro tuto funkci vztah

1 1 = 1
C'(z) = Ee_l/mﬁC(x) = /Ee_l/” dz :%yC’(x) _ T e,

— t(z) = Cz?el/®,

x
Z toho plyne, Ze partikularni FeSeni diferencidlni rovnice (1) je w(x) = z(x + 1) a obecné FeSeni této
rovnice je

t(z) = Cx2e'/* 4 z(z +1),

kde C je libovolna konstanta. ReSeni nasi pivodni tlohy je pak funkce inverzni k této funkci.

10. Najdéte Fedeni diferencidlni rovnice ta’ + = = tz?Int.
Reseni:
Dan4 diferencidlni rovnice neni linedrni, ale lze na linearni diferencidlni rovnici pfevést (Bernoulliova
rovnice). Jestlize rovnici vydélime x? dostaneme diferencialni rovnici
x 1
—St+-=t Int.
x x
/

1 x
Jestlize zavedeme novou proménnou y = —, pak 3y’ = —— a diferencialni rovnice (1) ptejde na
T T

linearni rovnici
—ty' +y=tlnt. (1)

Nejprve nalezneme obecné feSeni homogenni rovnice —tu’ + u = 0. Standardnim zptisobem dosta-

neme d gt
/iz &=,
U t

kde C je libovolna konstanta. ReSeni w(t) nehomogenni rovnice budeme hledat variaci konstanty,
tj. ve tvaru w(t) = tC(t), kde C(t) je diferencovatelnd funkce proménné ¢. Po dosazeni do (1)
dostaneme pro funkci C'(¢) vztah
Int In® ¢
_—— =
t
Tedy obecné feseni diferencidlni rovnice (1) je

y(t) =5 (0~ 1),

C'(t) =

a tedy obecné Feseni dané diferencialni rovnice je
1 2
)= = —"F—
=30~ Wc-w2y)

kde C je libovolna konstanta.




Cviéeni 2
NELINEARNI ROVNICE PRVNIHO RADU

2
1. Najdéte Feseni Cauchyovy tlohy z’ =
b) (1) = 1; ¢) z(t) — 1 pro t — oc.
Reseni:
Mame fesit diferencialni rovnici prvniho fadu se separovanymi proménnymi. V tomto pfipadé je

0 = o ) = a2

2? = 0 mé jediné feSeni x = 0, a tedy = 0 je jedno FeSeni této rovnice. Protoze ¢'(z) = 2z je
omezena funkce na kazdém konecném intervalu, spliiuje prava strana rovnice predpoklady véty o
jednoznacnosti feseni. Proto je v pfipadé a) = 0 jediné FeSeni, které splituje poc¢ateéni podminku.
Abychom dostali feeni tloh b) a c), najdeme obecné feSeni této diferencidlni rovnice. Standardnim
postupem dostaneme pro x # 0

t;rﬁ’ které vyhovuje pocateéni podmince: a) z(5) = 0;

Tyto funkce jsou definované a spojité v celém R. Rovnice g(z) =

' 1 /dx / dt ‘C 1 tott+ C
v SR e — — = = arc .
2 241 2 24+1 x &

Tedy obecné nenulové feseni diferencialni rovnice je

1
arctgt +C

x(t) = (1)
Definiéni obor tohoto Feseni je pro |C| > g roven R, ale pro |C| < g je (—oo,tg C) nebo (tg C, +00)
podle toho, kde lezi pocatedni podminka. V piipadé b) dostaneme z pocatecnich podminek 1 =

1 ~.
_m, tj. C=—-1-— Z Reseni Cauchyho tlohy je tedy

4
m+4 —4arctgt

x(t) =

pro t € (—oo,400).

1

V ptipadé c¢) dost 1 limitu ¢ tah 1 = —————
pfipadé c) dostaneme z (1) pro limitu ¢ — oo vzta Crn2

tj. C = —-1-— g, a tedy
feseni je

2
T+ 2 — 2arctgt

x(t) =

pro t € (—oo,400).

2. Najdéte feseni Cauchyovy tlohy (1 —t3)a’ = t?(2? —x — 2), které spliiuje podminku: a) z(0) = 3;
b) z(3) = 0.
Reseni:
V tomto pfipadé mame diferencialni rovnici, kterd vyfeSend vzhledem k proménné x’. Proto ji
nejprve vyfesime. Ale k tomu potfebujeme, aby 1 — t3 # 0, tj. t # 1. Dostaneme diferencialni
rovnici 2
r_
11—
coZ je rovnice se separovanymi proménnymi. Zde je tfeba upozornit na to, ze bod ¢ = 1 nepatii
do defini¢niho oboru FeSeni rovnice (1), ale mtZe nebo nemusi patfit do definiéniho oboru Feseni
ptivodni rovnice. Proto pokud lze prodlouzit feseni rovnice (1) do bodu ¢ = 1, musime vySetfovat
chovéni feseni v okoli tohoto bodu zvI4st.

(2 — 2 -2), (1)

2
ﬁ’ Jejiz obor
—x — 2, kterd je spojita na celém R. Jeji nulové body jsou

Rovnice (1) je diferencidlni rovnice se separovanymi proménnymi, kde f(t) =

spojitosti je R\ {1}, a funkce g(z) = 22



feSenfm rovnice 22 — x — 2 = 0, tj. body ¥; = —1 a x5 = 2. Derivace funkce ¢'(z) = 2z — 1 je
omezend v kazdém konecném intervalu, a tedy konstantni feseni x = —1 a x = 2 jsou jednoznacna.
V piipadé a) jsou poc¢atecni podminky [to; o] = [0; 3]. Proto budeme hledat v intervalu ¢t € (—oo, 1)
a zavisle proménna x bude patfit do intervalu (2, +00). Integraci rovnice (1) dostaneme

Tooodg b r2dr , r—2 3
/3 & ¢ 2 /01—73’ neboli n( $+1) n(l—¢)

Kdyz jesté vyfesime tuto rovnici vzhledem k proménné z, dostaneme feseni pifislusné Cauchyho

tlohy ve tvaru
9 — 83 3
z(t) = 3T PO te (—oo, i/;) C (—00,1).

V piipadé b) je pocéateéni podminka dana v bodé [tg;xg9] = [3;0]. Proto budeme hledat FeSeni
v intervalu (1,+00) a hodnoty funkce z(t) budou lezet v intervalu (—1,2). Integraci dostaneme

rovnice (1)
/1’ d¢ /t r2dr eholi 1 22 | 26
= n i In =In .

Jestlize najdeme z posledni rovnice x, dostaneme

0 2t3 — 54
z(t) = ———.
3 +51
P¥i feSeni rovnice (1) jsme se museli omezit na interval (1, 4+00), ale funkce 2(t) dand vySe uvedenym
vztahem ma vétsi definiéni obor. Jestlize ji dosadime do ptvodni rovnice, lze se presvédcit, ze je
fesenim dané diferencidlni rovnice na intervalu (7\3/51, +oo). Ale méame-li zkoumat, zda je toto
feSeni jediné na celém tomto intervalu, musime podrobnéji zkoumat chovani obecného feseni v bodé
t=1.
Standardni metodou se snadno zjisti, Ze obecné FeSeni diferencidlni rovnice (1) prot > 1 a —1 <
T <2je

23 -2 -C

T= (2)

B—1+C
kde C > 0 (v naSem pfipadé je C = 52). Toto feSeni ma pro ¢ — 14 limitu —1 pro kazdou
konstantu C' > 0. Bod (1,—1) je tzv. singuldrnim bodem dané rovnice. Derivace zprava tohoto

9
obecného feSeni v bodé ¢ = 1 je rovna 2/(1) = —. Je tedy uréena konstantou C' jednozna¢né.

ProtoZze musi existovat derivace feSeni z(t) v bodé ¢t = 1, musi byt derivace zleva v tomto bodé

9
rovha — > 0. Jak snadno nahlédneme, je musi hodnoty feSeni x(t) pro ¢ < 1 lezet v intervalu

(—o0,—1). Standardni metodou zjistime, Zze obecné feSeni v tomto intervalu méa opét tvar (2).
Protoze je konstanta C' jednozna¢né urcena derivaci v bodé ¢ = 1, lze feSeni, které jsme ziskali
vySe na intervalu (1, +00) jedinym zpisobem prodlouzit pro ¢ < 1. Z toho plyne, Ze feSeni ptivodni
rovnice je jediné a je dano vztahem

2t3 — 54

3

3. Najdéte feseni Cauchyho tlohy (1 — t?)2’ = 2v/22 — 1, které splituje po¢atecni podminku: a)

5 5

9) = 2 b) 2(0) = .

o) = 3i0) 2(0) = ]
Reseni:



Opét jde o rovnici, kterd neni vyfeSena vzhledem k x’. Rovnici lze pro t # £1 vyfesit, ale musime
si uvédomit, Ze jsme vyloucili body ¢t = +1. Proto feSeni, které ziskdme integraci, je nékdy mozné
rozsifit i za tyto body. Po vyfeSeni dostaneme rovnici se separovanymi proménnymi

, 2V/x? -1
L o (1)

2
Tedy mame f(t) = ——, coz je spojita funkce na intervalech (—oo, —1), (—=1,1) a (1, +00). Funkce
1—1¢2

g(x) = Va2 — 1 je definovdna na intervalech (—oo, —1), (1,400) a je v téchto intervalech spojita.
Nulové body funkce g(x) jsou FeSeni rovnice vz2 —1 = 0, tj. x = £1. Zndme tedy jiz dvé FeSeni

diferencidlni rovnice x = +1. Ale protoze funkce ¢'(x) = % neni definovana v bodech +1
2 _
bude tfeba podrobné zkoumat body ¢1, v nichz feseni z(¢) nabyva hodnoty z(t1) = +1.

5
V piipadé a) jsou déany pocéateéni podminky v bodé [2; 3] . Proto budeme hledat to feSeni rovnice

(1), jehoz definiéni obor je podinterval (1,400) a pro které je x(¢t) > 1. Obvyklym postupem
dostaneme

neboli 1

_— — _— n .
a1 Sy 172 3 3(t—1)

7 této rovnice plyne

/“E d¢ t2dr N Gl BN
5

t+1
t—1"

Najdeme funkci z(t). Kdyz si uvédomime, Ze plati rovnost

r+Va2-1=

1
=z—Va?-1,
z+vVx2 -1
dostaneme jednoduchou tpravou
) 2 +1
x(t) = .
2 -1

Toto FeSeni je definovdno na intervalu (1,400) a je to jediné feseni dané Cauchyovy ulohy.
5
V piipadé b) jsou dany pocateéni podminky v bodé |0; 1l Proto budeme hledat to feseni rovnice

(1), jehoz definiéni obor je podinterval (—1,1) a pro které je x(t) > 1. Standardnim postupem
dostaneme

/IL_ ' 2dr neboli  In ztvar—1 Va2 —1 —lnﬂ
sia /-1 Jo 1—72 2 o 1-t

7 této rovnice plyne
2(141¢)
1—t¢

Najdeme funkei x(t). Stejné jako v pfipadé a) odtud plyne rovnost

r+Var-1=

#(t) = % (2)

Funkce (2) mé sice defini¢ni interval (—1,1), ale to jeSté neznamend, Ze je feSenim dané rovnice.
Méli bychom se jesté presvédcit, ze funkce (2) je skutecné spravné feseni. Jde o to, Ze vyraz
V22 — 1 musi byt vétsi nebo roven nule. Pi feSeni rovnice jsme totiz pouzili pouze skutecnosti, ze
(\/ 2 — 1)2 = 22 — 1. Z pFedchozich rovnic plyne, ze

L2041 (E+3)(Bt+1)
e e e i et



1
Na intervalu (—1,1) je tento vyraz vétsi nebo roven nule pouze na intervalu <—3, 1). Proto davéa

1 1
vztah (2) FeSeni pouze na tomto intervalu. V bodé ¢ = —3 je x —3) = 1. Protoze z rovnice
1 t+3)3t+1 1 .
(2) plyne, Ze na intervalu <—3,1> je 2'(t) = (;_(1)—(252;)’ je ' (—3> = 0. Reseni lze tedy

1
prodlouzit na interval (—1, —3 tak, Ze na tomto intervalu definujeme z(t) = 1. Protoze z rovnice

(1) plyne, Ze na intervalu (—1,1) je derivace feSeni z'(t) > 0, je funkce na tomto intervalu rostouci.

Proto je funkce
1
1 te-1,-=
pro ( 3>

z(t) = )
5+ 6t + 5t 1
i@ Pote(-gl

(3)
41— 2)

jediné feseni dané Cauchyho tlohy pro diferencialni rovnici (1) na intervalu (—1,1).

Ale kdyz hledame feSeni ptivodni Cauchyho tlohy, lze toto feSeni prodlouzit i na vétsi interval. Lze
snadno nahlédnout, ze FeSeni (3) lze pro kazdé a < —1 prodlouzit na interval (a, 1) tak, Ze polozime
x(t) = 1prot € (a,—1). V bodé a jiz neni funkce 1 —t? = 0, a proto lze opét vyfesit danou rovnici
vzhledem k proménné z’ a ziskat opét rovnici (1). Na intervalu (—oo,a) je, jak plyne z rovnice
(1), derivace mensi nebo rovna nule. Proto selhdvd nas argument, ktery jsme pouzili v intervalu
(—1,1) a protoZe v bodé [a; 1] nejsou splnény predpoklady véty o jednozna¢nosti, mtize na intervalu
(—00,a) existovat FeSeni, které je rtizné od konstantniho Yeseni z(t) = 1. Na intervalu (—oo,a)
budeme tedy hledat nekonstantni feSeni rovnice (1) s pocateéni podminkou z(a) = 1. Obvyklou
integraci dostaneme

/w ¢ (" 2dr
1 \/52_1 a177—2.

Stejnym postupem jako vyse dostaneme

1+t 1-
x4+ Va2 — _ ! ?

1—t.1+a

@ odtud (L4 02(1 = a) + (1 — (1 +a)?
+ —a)”+ (1 - +a
z(t) = 2 —1)(a® — 1) ' )

Jesté se presvédéime, ze vyraz va? — 1 je na intervalu (—oo, a) véts$i nebo roven nule. Po dosazeni
dostaneme vyraz

2(at — 1)(a—1t)

E-D@-1)’

2 —-1=

ktery je pro t < a < —1 vétsi nez nula.

Dand Cauchyho tloha m4 na intervalu (—oo, 1) nekoneéné mnoho FeSeni, kterd jsou dédna vztahem
1 1

(4) pro t € (—o0,a), z(t) = 1l pro t € (a,3> a vztahem (2) pro t € <3,1), kde parametr

a € (—o0,—1) (pro a = —o0 je prvni interval prazdna mnozina.)

4a. Najdéte feSeni Cauchyho ulohy =’ = /1 — 2, které splituje poc¢éteéni podminku x(7) = 0.
Resen:

Mame fesit Cauchyho tlohu pro diferencidlni rovnici prvniho fadu se separovanymi proménnymi.
Funkce f(t) =1 je spojita na celém R a funkce g(z) = v/1 — 22 je definovana na intervalu (—1,1) a
je na tomto intervalu spojitd Nulové body funkce g(x) jsou +1. Méame tedy dvé konstantni FeSeni

x(t) = £1. Ale funkce 7/(t) = ——=
V1-—2a2

neni definovana v bodech +1. Tedy jestlize pro néjaké t;



je z(t1) = £1 muZe byt v tomto bods narusena jednoznacnost feseni dané Cauchyho dlohy. Nejprve
najdeme obvyklym zptisobem obecné feseni dané rovnice.

dx
———== [ dt+C neboli arcsinz=t+C.
Bylo by ale chybou usoudit z této rovnice, ze z(t) = sin(t + C). Funkce arcsinxz méa totiz obor

hodnot <7g, g>, a proto se pro dané C' musime omezit interval na ¢t € <7g - C, g - C>. Funkce
x(t) = sin(t + C) je feSenim dané rovnice, ale jen na vySe uvedeném intervalu. Zkoumejme, zda je
mozné toto FeSeni prodlouzit na vétsi interval. V bodé t; = g — C je hodnota funkce z(t;) =1 a
2'(t1) = 0 proto lze funkci prodlouzit pro ¢ > t; konstantni funkci z(t) = 1. Podobné pro ¢ < tq, kde
ty = T C, lze funkci prodlouzit konstantni funkei x(t) = —1. Z ptivodni diferencialni rovnice

plyne, Ze derivace feSeni je vétsi nebo rovna nule. To znamené, Ze feSeni diferencialni rovnice je
neklesajici funkei proménné ¢. Proto pro ¢ > t; musi byt x(t) = 1 a pro t < to musi byt z(¢) = —1.
Z pocéteéni podminky plyne, ze 0 = sin(r + C). Tedy se musi rovnat C = km, kde k € Z. Ale
bod t = 7 musi lezet v intervalu, ve kterém feSeni neni konstantni. Z toho plyne, Ze musime volit
C = —mn. Existuje tedy jediné feseni dané Cauchyho tlohy, které je dano vztahy

1 0
— pro t € (—oo,§>
. m 3w
z(t) = sin(t — ) pro t € <2, 2>
37
1 pro t € <2,—|—oo)

4b. Najdéte feseni diferencialni rovnice (:U’ )2 + 2?2 = 1, které splituje poc¢ateéni podminku z(m) = 0.
Resen:

Na rozdil od pfedchoziho zde neni rovnice vyfeSena vzhledem k proménné xz’. Jestlize tuto rovnici
vyfesime, dostaneme dvé rovnice ' = ++/1 — x2. Na prvni pohled by se mohlo zdat, Ze feSeni dané
diferencidlni budou feSeni z pfedeslé dlohy, tj. z1(t) = sin(t — 7) = —sint a x3(t) = —x1(t) =
3T
2
interval (—o0, +00) nekoneéné mnoha zptsoby. V kazdém bodé ¢, ve kterém je feSeni x(t;) = 1 lze
pokracovat bud konstantni funkei (¢) = 1 nebo vhodné posunutou funkei sin(¢ + «). Podobné lze
pokracovat v bodech ¢, ve kterych je x(tz) = —1.

™
sint. To bude pravda, ale pouze v intervalu 5 Ale obé tato feSeni lze prodlouZit na

2tz
2 — 2 :

5. Najdéte obecné feseni rovnice z’ =

Resent:

Mame najit feSeni nelinearni diferencialni rovnice, kterd neméa separované proménné. Ale tato
. . , . . . x v ..

rovnice je tzv. homogenni rovnice, tj. rovnice typu z’ = f (;), kterou lze pfevést na rovnici se

separovanymi proménnymi tak, Ze zavedeme novou funkei y(¢) vztahem x(t) = ty(t). Kdyz tento
vztah derivujeme, dostaneme x’ = ty’ 4+ y. Jestlize dosadime do dané rovnice, ziskdme vztah

2t2y
2(1-y?)

Po jednoduché tpravé dostaneme rovnici se separovanymi proménnymi

ty' +y=

,y(L44?)
ty_ 1 2 )
—y

9



kterou jiz umime integrovat. Integrace dava

1—g? /dt Y
/y(1+y2) Y t 1+y? !

X . ‘o o« p o R
Kdyz dosadime nazpét za y = n dostaneme po jednoduché tpravé a vhodné volbé konstanty feseni

ptvodni rovnice v implicitnim tvaru
22+t =Cz,

coZ jsou rovnice systému kruznic, které se dotykaji osy Ot v pocatku souradnic.

6. Najdéte integralni k¥ivky diferencidlni rovnice (z + t)a’ = x — ¢.

Resent:

Danéa diferencialni rovnice je prvniho fadu a je nelinearni. Ale, jak se lze snadno presvédcit, je
homogenni. Proto pouzijeme novou zavisle proménnou y(t), kterd je definovana vztahem x = ty.
Dosadime do dané rovnice a po jednoduchych tpravach ziskame vztah

/ y2+1

coz uz je diferencidlni rovnice se separovanymi proménnymi. Rovnici integrujeme obvyklym zpu-
sobem a dostaneme

y+1 dt 1 9
/y2+1dy:— ?:>§1n(y +1)+arctgy=—Int+C; .

v z v :L. z 7’ . . . v 7 v v z .
Jestlize dosadime nazpét za y = e ziskdme implicitné definované feSeni rovnice ve tvaru

ln\/x2+t2+arctg§ =C].

Jestlize zavedeme nové proménné pomoci rovnic ¢ = rcos a x = rsin ¢, lze posledni rovnici psat
ve tvaru
Inr+¢=0C7 neboli r=Ce %,

coz je rovnice logaritmické spiraly.

7. Najdéte soustavu rovinnych kfivek, které jsou kolmé na systém kiivek dany rovnici zy = C, kde
C je parametr.

Reseni:

Systém krivek je zadan pomoci implicitni funkce. Normalovy vektor ke kazdé kiivce tohoto systému
v bodé [z;y] je tmérny grad(zy) = (y,z). Teény vektor ke k¥ivce dané rovnici y = y(z) je (mérny
vektoru (1,y"). Proto musi platit rovnost

(y,2) =AXL,y), tj.y=X, 2=y =yy.

tvaru dano vztahem
y2 - ‘T2 = C7

m
coZ je opét rovnice systému rovnoosych hyperbol pootocenych o tthel — kolem pocatku soutadnic.
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Cviceni 3
HOMOGENNI LINEARN{ ROVNICE VYSSICH RADU
1. Najdéte obecné feSeni rovnice 22" + 2’ —x = 0.
Resen:
Danéa rovnice je homogenni linearni diferencialni rovnice druhého fadu. Staci tedy najit jeji dveé
linedrné nezavisla feseni. Protoze je to rovnice s konstantnimi koeficienty, budeme hledat jeji feseni
ve tvaru u(t) = e*. Po dosazeni ziskdme pro A charakteristickou rovnici
22+ A —1=(A+1)(2x—-1) =0,

L y 1 . , : : P
kterda ma dva kofeny \; = —1 a Ay = 3 Oba korfeny jsou nasobnosti 1. Proto je fundamentalni
systém Feseni této rovnice uy(t) = e~ a uy(t) = e/? a obecné feseni

z(t) = Cre™" + Chel/?

kde C7 a Cs jsou konstanty.

2. Najdéte feSeni Cauchyho tlohy 3z” — 5z’ — 22 = 0, 2(0) = 2, 2/(0) = —3.
Resent:
Méame najit feSeni Cauchyho tlohy pro homogenni linedrni diferencialni rovnici druhého fadu s

konstantnimi koeficienty. Reseni rovnice lze hledat ve tvaru u(t) = e*. Po dosazeni do dané

diferencialni rovnice ziskdme pro A charakteristickou rovnici

3N —5A—2=(A—-2)(3\+1)=0.

1
Kofreny charakteristické rovnice jsou A\ =2 a Ay = —3 které jsou nasobnosti 1. Tedy obecné feseni

dané diferencialni rovnice je

u(t) = Cre® + Che™ /3

kde C; a Cs jsou konstanty. Jestlize dosadime pocatecni podminky, ziskdme pro konstanty C; a Cs
soustavu linearnich algebraickych rovnic

1
Ci+Cyy=2 a 201—502:—3:>01:—1, Cy = 3.

Hledané feseni Cauchyho alohy je
x(t) = 3e71/3 — 2,

3. Najdéte vSechna FeSeni diferencidlni rovnice ¢/ — 42" +4a’ = 0, kterd spliiuji podminky x(0) = 1,
z'(0) = 2.

Reseni:

Nejprve najdeme obecné feSeni dané rovnice. Ta je homogenni linearni diferencidlni rovnice tfetiho
fadu a konstantnimi koeficienty. Proto hleddme feseni ve tvaru u(t) = e. Po dosazeni dostaneme

charakteristickou rovnici
N A= )2\ -2 =0.

Tato rovnice ma kofen A = 0, ktery je nasobnosti 1, a A = 2, coz je kofen nasobnosti 2. Proto je
obecné feseni této diferencidlni rovnice

u(t) = Cl —+ Cgezt —+ Cgte2t 3

11



kde C7, Cy a Cj3 jsou libovolné konstanty. Z pocatecnich podminek dostaneme pro tyto konstanty
soustavu dvou linedrnich algebraickych rovnic

Ci+Cy=1, 205+ C3=2,

jejiz obecné Teseni je napf. C; = ¢, Co =1 — c a C3 = 2¢, kde c¢ je volitelny parametr. Tedy feSeni
nasi rovnice, které spliuji dané podminky je

z(t)=c+(1-— c)e% + 26t62t, ceR.

4. Najdéte feSeni Cauchyovy ulohy z” + 22’ + 4z = 0, z(0) = 1, 2/(0) = 2.

Resen:

Maéme fesit Cauchyho tlohu pro homogenni linedrni diferencialni rovnici druhého fadu s konstant-
nimi koeficienty. Proto hleddme Feseni rovnice ve tvaru u(t) = e*. Po dosazeni do rovnice ziskdme
charakteristickou rovnici A2 + 2\ +4 = 0. Tato rovnice ma dva komplexné sdruzené kotfeny
Ao =—-1=+ iv/3. Obecné feseni bychom mohli napsat v komplexnim tvaru

u(t) = C’le(_Hi‘/g)t + 026(—1—1\/5)15,

kde Cy a C5 jsou libovolné komplexni konstanty. Pokud nés ale zajima realné feSeni, tj. TeSeni,
pro které plati w(t) = wu(t), musi byt konstanty komplexné sdruzené, tj. musi platit Cy = Cj.
Ale z hlediska vypocétu konstant pii feSeni Cauchyho tlohy je vétsinou vyhodnéjsi volit redlny
fundamentéalni systém TfeSeni, tj.

u1(t) = Re (e(*lﬂ\/g)t) =elcosV3t a wuy(t)=Im (e(*lﬂﬂ)t) =e tsin/3t,

ktery je linedrni kombinaci predchoziho. Pomoci tohoto fundamentalniho systému Feseni lze pak
napsat obecné realné feseni dané diferencialni rovnice jako

u(t) = Cre " cos V3t + Cretsin V3t ,

kde C7 a C5 jsou libovolné realné konstanty. Jejich hodnotu dostaneme fesenim soustavy linearnich
algebraickych rovnic

C1:1 a —C1+\/§02:2,

které plynou z pocatecnich podminek. Regeni této soustavy je C; = 1 a Cy = /3. ReSeni dané
Cauchyho ulohy je tedy

x(t) = et cos V3t + V/3e tsin /3t .

5. Najdéte fundamentalni systém feseni diferencialni rovnice

"

e® 432" + 4" + 32" +2=0. (1)

Resent:
Protoze (1) je linearni diferencialni rovnice ¢tvrtého Fadu, je fundamentalni systém Feseni tvofen
CtyTmi linedrné nezavislymi feSenimi této rovnice. ProtozZe je to rovnice s konstantnimi koeficienty,
budeme hledat fefeni ve tvaru z(t) = e. Po dosazeni do rovnice (1), ziskdme pro A charakteri-
stickou rovnici

MAE3N AN 430+ 1= A+ 12N+ A+ 1).
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Tato rovnice mé kotfen A = —1, ktery je nasobnosti 2 a dva komplexné sdruzené kofeny Az 3 =

~-1+iV3

5 , které jsou nasobnosti 1. Fundamentélni systém feSeni rovnice (1) je napft.

3 3
ur(t) =e b, up(t) =te™t wz(t) =e ?cos g t, us(t)=e"*?sin g t.

6. Kdyz vite, Ze jedno feSeni diferencialni rovnice

(2t — )" + (t* = 2)2’ +2(1 =)z =0 (1)
je z1(t) = et, najdéte jeji obecné FeSeni.
Resent:
Protoze koeficient u druhé derivace 2t — ¢ = 0 pro t = 0 a t = 2, omezime se na jeden z intervalii
(—00,0), (0,2) nebo (2, 00).
Abychom nasli obecné feseni homogenni linedrni diferencialni rovnice druhého fadu, potifebujeme

najit dvé linedrn& nezavisla feseni. ProtoZe zndme jedno feseni z1(t) = e, budeme druhé FeSeni
hledat ve tvaru z(t) = z1(t)y(t) = e'y(t). Derivace funkce z(t) jsou

a'(t) = (y' +y)e’ a 2"(t)=(y" +2y +y)e'.
KdyZ dosadime do rovnice (1) dostaneme po snadnych pravich rovnici
(2t —t2)y" — (t* — 4t +2)y' = 0.
Jestlize oznacime y'(t) = z(t), ziskdme pro funkci z(¢) linedrni rovnici prvniho fadu
(2t —12)2 = (1* — 4t +2)z = 2z =t(2 —t)e ".
Jelikoz z(t) = y'(t) = t(2 — t)e~!, dostaneme integraci y(t) = —t%e~", a tedy druhé feseni rovnice

(1) je z2(t) = t2. Protoze wronskian fefeni x1(t) = et a x5(t) = t2 je W(t) = (2t — t?)e! # 0, jsou
tato TeSeni linedrné nezavisld a tvoii tedy fundamentalni systém feseni rovnice (1).

7. Predpokladejte, ze diferencilni rovnice
t2(t —2)a” —t(t* +2t — 6)2’ + (3t> —6)z =0 (1)

maé FeSeni tvaru x = t", kde n je konstanta. Najdéte obecné feSeni této diferencidlni rovnice.
Reseni:

Protoze koeficient u druhé derivace 2t — ¢ = 0 pro t = 0 a t = 2, omezime se na jeden z interval
(—00,0), (0,2) nebo (2,00).

Protoze mame najit obecné feseni homogenni linearni diferencialni rovnice druhého fadu, staci urcit
dvé linearné nezavisla rovnice (1). Nejprve najdeme FeSeni tvaru z(¢) = t". KdyZ dosadime tuto
funkci do diferencidlni rovnice (1), dostaneme po jednoduchych algebraickych tipravach vztah

(B—n)t*—nt+2n—2)=0,
ktery musi platit pro viechna t. Proto je n = 3 a zndme tedy jedno feseni z1(t) = t® diferencidlni
rovnice (1). Protoze jiz zndme jedno FeSeni linedrni homogenni diferencidlni rovnice, lze snizit ¥ad
této rovnice tak, ze polozime z(t) = x1(t)y(t) = t3y(t). Snadno uréime derivace takové funkce x(t):

o (t) =3y +3t% a 2 =3y + 6%y +6ty.
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Tyto derivace dosadime do diferencidlni rovnice (1) a po algebraickych tpravach dostaneme rovnici
tt— 2" — (1> =4t +6)y =0.

Jestlize zavedeme novou proménnou z(t) = y'(t), dostaneme linedrni diferencidlni rovnici

2 — 4t +6 1 3 t—2
t(t—2)2 = (1 — 4t =1 2/7(1115:/ 1+ ——— | dt = 2z2(t) = ‘.
( )2 = ( +6)z nz =) +t—2 ; z(t) el

Protoze je z(t) = y'(t) najdeme funkci y(t) integraci:

1 2 1
y(t):/<t2_t3> etdtzt—zet.

Tedy jsme nasli druhé feseni z5(t) = te' diferencidlni rovnice (1). ProtoZe wronskidn FeSeni
21(t) = t3 a x22(t) = te! je W(t) = t2(t — 3)et # 0, jsou tato feSeni linedrné nezavisla, a tedy
tvoii fundamentélni systém feSeni diferencidlni rovnice (1). Obecné FeSeni této rovnice je

x(t) = C1t® + Cyte’

kde C; a Cy jsou libovolné konstanty.

8. Diferencilni rovnice t22” — tz’ — 3z = 0 m4 Fedeni tvaru z(t) = t", kde n je konstanta. Najdéte
jeji feSeni, které spltiuje podminku z(1) =0, 2/(1) = 1.

Resen:

Maéame najit feseni Cauchyho tlohy pro homogenni linedrni diferencialni rovnici druhého radu. Nej-
prve najdeme obecné feSeni této rovnice. Protoze je tato rovnice druhého fadu, je jeji fundamentalni
systém Teseni slozen ze dvou linedrné nezavislych feseni. Jelikoz pfedpoklddame, ze méa feseni tvar
z(t) = t", dosadime tento vyraz do dané rovnice a po tGpravach ziskdme pro n rovnici

nn—1)-n—-3=n>-2n-3=(n+1)(n—-3)=0.

Tato rovnice mé dvé feseni ny = —1 a n = 3. Ziskali jsme tedy dvé Feseni dané rovnice z1(t) = ¢!
a xo(t) = t3. Jejich wronskidn W (t) = 4t, ktery je pro t # 0 nenulovy. Tedy tato feseni jsou na
intervalech (—o0,0,), (0,00) linedrné nezavisld, a proto tvofi fundamentalni systém feseni. Obecné

feSeni dané rovnice je tedy
C
x(t) = 71

kde C7 a Cs jsou libovolné konstanty. Ty najdeme z pocateénich podminek, které davaji

+ Cot3,

1 1
Ci14+Cy=0, _Cl+302:1201:_1 CQ:Z'

Reseni dané Cauchyho tlohy tedy je

Poznamka: Linearni diferencialni rovnice typu
2™ 4 q,_1t" e 44 gta) + agr = @,
kde a; jsou konstanty se nazyvaji Eulerovy rovnice. Pro t > 0 je lze pfenést substituci ¢ = € na linearni rovnice

s konstantnimi koeficienty. Tyto rovnice maji Feseni tvaru t" In* ¢, kde n je kofen charakteristické rovnice, kterou
dostaneme, kdyz dosadime do p¥islugné diferencialni rovnice z(t) = t™, a k je nasobnost tohoto kofene.
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9. Diferencialni rovnice 22" + 3tz’ + 22 = 0 méa feSen{ tvaru z(t) = t", kde n je konstanta. Najdéte
jejl fundamentalni systém feSeni.

Resent:

Dana rovnice je homogenni linearni diferencidlni druhého fadu. Fundamentdlni systém feseni se
tedy skladé ze dvou nezavislych feSeni. Protoze je to rovnice Eulerova typu, pfedpokladame feseni
ve tvaru z(t) = t". Po dosazeni pfedpokladaného Feseni do diferencidlni rovnice, dostaneme pro n
charakteristickou rovnici

nn—1)+3n+2=n*+2n+2=0=n;o=—14i.
Pro ¢t > 0 mé tedy rovnice komplexni fundamentalni systém feSeni

21() = 1+ = g lgint _ cos(Int) +isin(Int)

t
Ta(t) = 47171 = Tt _ cos(Int) —tisin(ln t) .
Je zvykem volit redlny fundamentédlni systém Feseni
cos(Int sin(Int
x1(t) = 72 ) a xo(t) = 72 ) ,

ktery je linearni kombinace komplexniho fundamentalniho systému feseni.

10. V zavislosti na konstantich p,q > 0 a ¢ najdéte fundamentalni systém feSeni diferencidlni
rovnice 2 + 2pz’ + ¢*>x = 0 (volné tlumené kmity).

Resen:

Dané rovnice je homogenni linearni diferencidlni rovnice druhého fadu s konstantnimi koeficienty.
Jeji charakteristick4 rovnice A2 4+ 2pA + ¢2 = 0 m4 Feseni

A =-pEtVp?—¢°. (1)

Fundamentalni systém feSeni zavisi na hodnoté diskriminantu p? — ¢ rovnici (1).
1) Je-li diskriminant p? — ¢®> = 72 > 0 je fundamentdlni systém Feseni x1(t) = e~ P~ a xy(t) =

e~ (1)t Obecné feseni
z(t) = Cre~ P~ 4 Ohe=(PFm)t

je klesajici (protoze p > r) a jeho limita pro ¢ — 400 je rovna nule.
Reseni, které splituje poc¢ateéni podminky x(0) =z a 2'(0) = vy je

Vo + PTo

z(t) =e P (xo coshrt + sinh rt) .

Toto Feseni, pokud neni nulové, ma tu vlastnost, Ze muze pouze jednou prochéazet bodem x = 0. To
nastane v Case t > 0, pro ktery plati rovnost

1 —
sinhﬁ:O:tzilnvo‘F(p LD

vo + (p — r)xo
T 2r  wvo+ (p+1)x0

xocoshrt +

Takovy pohyb se nazyva aperiodicky.
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2) Je-li diskriminant p?> — ¢ = 0 je fundamentalni systém feSeni z1(t) = e P! a xo(t) = te PL.
Obecné feseni

x(t) = Cleipt + Cgteipt
mé v podstaté stejné vlastnosti jako v ptipadé 1). Regeni s danymi poc¢ate¢nimi podminkami je

z(t) = e P (xo + (vo + pro)t)

které muze opét prochazet pouze jednou bodem x = 0. Takovy pohyb se nazyva také aperiodicky
(ale nejsem si pFilis jist, zda nemé néjaky pirivlastek).

3) Je-li diskriminant p? — ¢ = —w? < 0, w > 0, je fundamentalni systém Feseni z1(t) = e P! coswt
a ra(t) = e P'sinwt. Obecné FeSeni

x(t) = e P (6’1 cos wt + Cy sin wt)

prochézi bodem x = 0 pro ¢ > 0 nekoneénékrat. ResSeni, které splituje pocatecni podminky je
Vo + pro .
z(t) =e Pt (mo coswt + 2P0 gy wt) :
w

Tento pohyb miiZeme povazovat za vlnéni s thlovou frekvenci

/ 2
S RE) p
w=+g-p*=q 1—?7

jehoz amplituda A je klesajici funkei ¢asu, A(t) = Age Pt. V ptipadé, Ze je konstanta tlumeni p
mala vzhledem k thlové frekvenci volnych netlumenych kmitt ¢, se béhem jednoho kmitu, tj. za
pT

T T -
pulperiodu 3= T amplituda zméni e ve*-r*—krat. Logaritmus tohoto vyrazu s opa¢nym
q~ —p
P

znaménkem, tj. = se nazyva logaritmicky dekrement kmitavého pohybu.

@ —p

11. V zavislosti na parametru r € R najdéte vSechna Feseni diferencidlni rovnice " + rz = 0, které
spliuji podminky: a) 2(0) =0, 2/(1) = 1; b) 2(0) =0, 2/(1) = 0.

Reseni: Tato tloha se lisi od vSech pfedesljch tloh tim, Ze jsou podminky na feSeni dany ve dvou
raznych bodech. Takové podminky se nazyvaji okrajové podminky a tloha najit feSeni diferencialni
rovnice s okrajovymi podminkami okrajovd tloha pro diferencialni rovnici. Resit okrajovou tilohu
pro diferenciadlni rovnici je zcela jiny, a zpravidla slozitéjsi, problém nez najit feSeni diferencialni
rovnice s poc¢ateénimi podminkami.

1) Pro r < 0 je obecné feseni diferencidlni rovnice

x(t) = CreVT 4+ Che™ VT,
7 okrajovych podminek dostaneme pro konstanty C; a Cs soustavu rovnic
Ci+Cy=0, \/F(Cﬁe‘/F — C’Qef‘/’j) =€,

1
~ 2y/rcosh/r a

kde e = 1 v piipadé a), resp. € = 0 v piipadé b). Tedy v ptipadé a) je C1 = —Cs
feSeni rovnice je

sinh /7t
\/Tcosh /1’

V piipadé b) je C; = Co = 0 a dand rovnice ma pouze nulové FeSeni.

a(t) =
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2) Pro r = 0 je obecné feSeni rovno z(t) = Cy + Cat. Z okrajovych podminek pak plyne, ze v
pfipadé a) je feSeni x(t) = ¢ a v pfipadé b) dostdvame opét nulové feseni x(t) = 0.
)

3) Pro r > 0 je obecné feSeni rovno
z(t) = Cy cos/rt + Caysin/rt.
7Z okrajovych podminek dostaneme pro konstanty C a Cs soustavu rovnic

C; =0, /rCycos\/r=¢.

2 .
2k+1 sin /7t
Tedy je-li r  — , Mm& rovnice fipadé a) feSeni x(t) = ———— a fipadé b) pouze
Y #( 5 T vnice v piipadé a) (t) Trcos i &V PP ) pouz
nulové feseni z(t) = 0.
. 2%k+1 \* UV L .
Ale je-li r = 5 T nemd rovnice v pifipadé a) zadné FeSeni, ale v pfipadé b) dostéavime

mnozinu Feseni x(t) = C'sin /rt, kde C je libovolnd konstanta.

Poznamka. Hlavni rozdil mezi obéma pripady spoé¢iva v tom, ze tloha v pfipadé a) nemd tu vlastnost, ze linedrni
kombinace Feseni je opét FeSeni, coz maji homogenni linedrni rovnice, kdezto tloha v pt¥ipadé b) tuto vlastnost mé.
Tedy z tohoto hlediska neni tloha v tomto pfipadé homogenni. Pokud bychom zavedli v pfipadé a) novou proménnou
y(t) = z(t) — t ziskali bychom nehomogenni rovnici y” + ry = rt, jejiz feseni by vyhovovalo okrajovym podminkam
y(0) = ¥/(0) = 0. Je to vlastné nehomogenni tloha pro piipad b), ktery lze povaZovat za pfislusnou homogenni tlohu.
Podrobnéjsi analyzou tohoto pfikladu bychom mohli ukazat, Ze "homogenni” rovnice (pfipad b) méa pouze nulové
FeSeni pravé tehdy, kdyz existuje pravé jedno fesSeni ”nehomogenni” rovnice (pfipad a) pro kazdou pravou stranu, tj.
hodnotu z’(1) (Fredholmova alternativa).

Tuto vétu byste méli znat s teorie soustav linearnich algebraickych rovnic a plati i v mnohem obecnéjsich pripadech.

12. Najdéte obecné feSeni diferencidlni rovnice

2 =1+ (7). (1)

Regeni: Protoze diferencialni rovnice (1) neobsahuje proménné = a z’, zavedeme novou proménnou
y(t) = 2’ (¢t). Z rovnice (1) dostaneme pro tu funkci diferencidlni rovnici prvniho fadu

y =v1+y2,

coz je diferencialni rovnice se separovanymi proménnymi. Standardnim postupem ziskdme

d
/ Y9 _ / dt =>argsinhy = ¢t + Cy = y(t) = sinh(t + C1).
V1+y?
Protoze y = 2", dostaneme dvojndsobnou integraci obecné feseni diferencialni rovnice (1) ve tvaru

z(t) = sinh(t + C1) + Cat + Cs,

kde 1, Cs a Cs jsou libovolné konstanty.

13. Najdéte obecné fesSeni diferencidlni rovnice
x(l—lnm)x"—i—(l—l—lnx)-(x')2:0. (1)

Resend: Protoze diferencialni rovnice (1) neobsahuje explicitné nezavisle proménnou ¢, zavedeme
novou proménnou p(x) rovnici p(z) = z’. Protoze pak plati " = pp’, ziskdme z rovnice (1) vztah

p(x(l—lnx)p'+(1+lnx)p> =0. (2)
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Pokud vylouéime trividlni p¥ipad p = 0, ktery odpovida konstantnimu feseni :(¢) = C, je rovnice (2)
diferencialni rovnice prvniho fadu se separovanymi proménnymi. Standardnim postupem ziskdme

d Inz dz 2
/;p:/;l 7:>p(q;)zcl.’1,‘(lnl‘—1) . (3)

nr—1 =

Protoze p = 2’ je diferencidlni rovnice (3) rovnici prvniho fadu se separovanymi proménnymi.
Obvyklym zptisobem dostaneme

dx 2 dx 1 1
— Inz—1 [ — dt=—=———— =1t =1 =1-—.
i Ciz(lnz—1) :>/x(lnz1)2 /Cl F—] Cit+Cy nx it Gy
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Cviéeni 4
NEHOMOGENNI LINEARNf ROVNICE VYS$SiCcH RADU

Priklad 1. Najdéte feseni Cauchyho tlohy z” + 2z’ — 6z = 4te’ s pocateéni podminkou z(0) = 1;
2'(0) = —2.

Reseni:

Méme najit feseni Cauchyho tlohy pro nehomogenni linearni diferencialni rovnici druhého fadu
s konstantnimi koeficienty a specidlni pravou stranou. Nejdiive najdeme obecné feSeni prislusné
homogenni rovnice u” + v’ — 6u = 0. Protoze je to linearni diferencidlni rovnice s konstantnimi

koeficienty, budeme hledat jeji feseni ve tvaru u(t) = eM. Po dosazeni do homogenni rovnice
dostaneme charakteristickou rovnici A2 + XA — 6A = (A — 2)(\ + 3) = 0, kterd m4 kofeny A\; = 2 a
Ao = —3, které jsou oba nasobnosti 1. Proto je obecné feseni homogenni rovnice

u(t) = OleZt + CQGiBt s

kde C; a C5 jsou libovolné konstanty. Partikuldrni feSeni w(t) nehomogenni rovnice lze hledat
odhadem. Protoze 1 neni kofenem charakteristické rovnice, budeme predpokladat, ze partikularni
feseni ma tvar w(t) = (at + b)e?, kde a a b jsou konstanty. Dosadime do dané nehomogenni rovnice
a pro konstanty a a b ziskdme vztahy

—4dat+3a—4b=4t—= —4da=4, 3a—4b=0=a= -1, b:_i'

4t + 3

Nasli jsme tedy partikuldrni feSeni nehomogenni rovnice w(t) = et. Proto je obecné feseni

dané nehomogenni rovnice
4t +3
——e".
4
Abychom nasli feSeni Cauchyovy tlohy, musime jesté urc¢it konstanty C; a Cy. Z pocatecnich
podminek dostaneme pro tyto konstanty soustavu dvou algebraickych linearnich rovnic

z(t) = Cre®t + Cre™>!

C1+C —221, 201—303—22—2:>01=1, 02=Z~

Tedy hledané feseni Cauchyho tlohy je

3 4t +3
t) = 2t o3t Tt
xz(t) =e +4e 1 ©

P¥iklad 2. Najdéte obecné feSeni diferencialni rovnice x” — 4a’ + bz = 2.

Reseni:

Mame najit obecné feseni nehomogenni linearni diferencidlni rovnice druhého fadu. Nejprve na-
jdeme obecné feSeni piislusné homogenni rovnice '/ — 4z’ + 5z = 0. ProtoZze se jednd o rovnici s
konstantnimi koeficienty, budeme feseni této rovnice hledat ve tvaru u(t) = e. Po dosazeni do
homogenni rovnice ziskdme charakteristickou rovnici

M—4A4+5=0= (A—2-i)(A—2+1i) =0.

Charakteristickd rovnice mé dva komplexné sdruzené kofeny A; o = 2 %1, které jsou nasobnosti 1.
Proto lze za fundamentdlni systém feSeni zvolit funkce u;(t) = e cost, uz(t) = e?!sint a obecné
feSeni homogenni rovnice je

u(t) = Cre* cost + Cae? sint,
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kde C7 a C5 jsou libovolné konstanty. Protoze fesime diferencialni rovnici s konstantnimi koeficienty,
prava strana nehomogenni rovnice b(t) = ¢* je polynom stupné 2 a 0 nen{ kofenem charakteristické
rovnice, budeme hledat partikuldrni feSeni nehomogenni rovnice ve tvaru w(t) = at® + bt + c¢. Kdyz
dosadime funkci w(t) do dané nehomogenni rovnice dostaneme pro konstanty a, b a ¢ rovnice

2a — 4(2at + b) + 5(at® + bt + ¢) = 5at* + (5b — 8a)t + 5¢ — 4b + 2a = t* =

1 8 22
= ba , Bb—8a=0, 5¢—4b+2a=0=a X b 25,0 195
1A . . 145 8 22 PV .
Tedy partikuldrni ¥eSeni nehomogenni rovnice je w(t) = 575 + %t + o5 a obecné feseni dané
rovnice je
1 8 22
t) = C1e? cost 2sint+ -2+ —t+ —
x(t) = Cre”" cost 4+ Cae™'sint + E + 2% + 125

kde C7 a Cs jsou libovolné konstanty.

Piiklad 3. Najdéte feSeni diferencialni rovnice 2’ + ' 4+ 2’ 4+ = 8tet, které vyhovuje poéatecnim
podminkdm z(0) = 2’(0) = 2”(0) = 1.

Reseni:

Jedna se o nehomogenni linearni diferencialni rovnici tfetitho fddu. Proto nejprve najdeme FesSeni
homogenni rovnice =’/ + x” + x’ + x = 0. ProtoZe je to linearni diferenciéln{ rovnice s konstantnimi
koeficienty, budeme hledat feSeni ve tvaru z(t) = e*. Kdy# dosadime tuto funkci do homogenni
rovnice, dostaneme pro A charakteristickou rovnici

NEX 4 A+1=Q0+ DN +1D) =N+ DA 1)\ +i).

Tedy charakteristickd rovnice mé tfi kofeny A\y = —1. Az 3 = =i, které jsou vSechny néasobnosti
1. Proto je fundamentalni systém feSeni u1(t) = et ua(t) = cost, uz(t) = sint a obecné feseni
homogenni rovnice je

u(t) = Cre™ " + Cycost + Cssint,

kde Cq, Cy a Cs jsou libovolné konstanty. Protoze mame rovnici s konstantnimi koeficienty a
prava strana ma specidlni tvar, budeme hledat partikularni feseni nehomogenni rovnice odhadem.
Protoze 1 neni kofenem charakteristické rovnice ma partikularni feSeni nehomogenni rovnice tvar
w(t) = (at + b)e'. Derivace této funkce jsou w'(t) = (at + a + b)e!, w”’(t) = (at + 2a + b)e,
w”(t) = (at + 3a + b)e'. Kdyz dosadime do nehomogenni rovnice, ziskdme pro konstanty a a b
vztahy

dat +6a+4b=8t = 4a =8, 6a+4b=0=—a=2, b= -3.

Tedy partikularni feseni nehomogenni rovnice je w(t) = (2t — 3)e’ a jeji obecné feseni je
x(t) = Cre™" + Cycost + Cysint + (2t — 3)e
kde Cy, C5 a C3 jsou libovolné konstanty. Ty musime urcit tak, aby feseni spliovalo pocatecni
podminky. Kdyz dosadime tyto podminky do obecného feSeni, ziskdme pro konstanty C7, Cy a Cj
soustavu tii linearnich algebraickych rovnic
Ci+Cy—-3=1, —-C1+C3—-1=1, C;—-Co+1=1—=C1=Cy=2, C3=4.

Hledané feSeni diferencidlni rovnice je tedy

x(t) = 27" + 2cost + 4sint + (2t — 3)e’.
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Priklad 4. Najdéte feSeni diferencidlni rovnice =" + 22’ + 5x = 17 cos 2t, které splituje pocateéni
podminku z(0) = 3, 2/(0) = 0.

Reseni:

Jednd se o nehomogenni line4rni diferencialni rovnici druhého fadu. Proto nejprve najdeme feSeni
homogenni rovnice z” + 22’ + 52 = 0. Protoze je to linearni diferencidlni rovnice s konstantnimi
koeficienty, budeme hledat feseni ve tvaru z(t) = e*. Kdy# dosadime tuto funkci do homogenni
rovnice, dostaneme pro A charakteristickou rovnici

A2 +5=A+1-2)A+1+20)=0,

kterd ma dva komplexné sdruzené kofeny A\ o = —1£24i, které jsou oba nasobnosti 1. Fundamentalni
systém feseni je napt. wui(t) = e 'cos2t, us(t) = e tsin2t. Odtud dostdvdme obecné FeSeni
homogenni rovnice

u(t) = Cre " cos 2t + Cae 'sin 2t

kde C; a C5 jsou libovolné konstanty. Protoze se jedna o linearni rovnici s konstantnimi koefi-
cienty a jeji prava strana ma specialni tvar, budeme partikularni feseni nehomogenni rovnice hledat
odhadem. Protoze 2i neni kofenem charakteristické rovnice, budeme hledat partikularni feseni ne-
homogenni rovnice ve tvaru w(t) = acos2t + bsin2t, kde a a b jsou konstanty. Po dosazeni do
puvodni rovnice ziskdme pro konstanty a a b soustavu dvou algebraickych rovnic

(a+4b)cos2t + (—4a +b)sin2t =17cos2t = a +4b=17, —da+b=0=a=1, b=4.

Tedy jsme nasli partikularni feSeni nehomogenni rovnice w(t) = cos 2t + 4 sin 2t. Tedy obecné feSeni
dané nehomogenni rovnice je

z(t) = Cre " cos 2t + Cze " sin 2t + cos 2t + 4 sin 2t ,

kde Cy a Cs jsou libovolné konstanty. Ty musime uréit z po¢ateénich podminek. Po jejich dosazeni
dostaneme
Ci+1=3, —C1+20,4+8=0=C1 =2, Cy=-3.

Tedy feseni dané Cauchyho ulohy je

x(t) = 2¢ " cos 2t — 3e " sin 2t + cos 2t + 4sin 2t .

Ptiklad 5. Najdéte obecné feSeni diferencialni rovnice 2/ — 6z’ + 8z = e’ + ',

Resen:

Mame najit obecné feseni nehomogenni linearni diferencidlni rovnice druhého fadu. Nejprve na-
jdeme obecné FeSeni homogenni rovnice z”/ — 62’ + 8z = 0. Protoze je to rovnice s konstantnimi
koeficienty, budeme jeji feseni hledat ve tvaru z(t) = e’. Dosadime-li do homogenni rovnice,

ziskdme pro A charakteristickou rovnici
M6 +8=(A-2)(A\—4)=0,

ktera méa kofeny A1 = 2 a Ay = 4, které jsou oba nasobnosti 1. Proto lze fundamentélni systém
feSeni zvolit ve tvaru u;(t) = e?! a uy(t) = e*. Tedy obecné fegeni homogenni rovnice je

u(t) = Clth + Cge4t y

kde C7 a Cs jsou libovolné konstanty. Protoze méme rovnici s konstantnimi koeficienty a prava
strana nehomogenni rovnice ma specialni tvar, lze hledat partikularni feseni nehomogenni rovnice
odhadem. Toto feSeni budeme hledat ve tvaru w(t) = wq(t) + wa(t), kde wi(t) je FeSeni neho-
mogenni rovnice s pravou stranou e’ a ws(t) feSeni s pravou stranou e?’. Protoze 1 neni kofenem
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charakteristické rovnice, hleddme w1 (t) ve tvaru ws (t) = ae’. Po dosazeni do piislusné nehomogenni
1
rovnice dostaneme vztah a = 3" Tedy wq(t) = 3 e!. Protoze je 2 kofen charakteristické rovnice

nésobnosti 1, hleddme feseni wq(t) ve tvaru wo(t) = ate®’. Po dosazeni do piislusné nehomogenni

t
rovnice dostaneme a = —5 Tedy ws(t) = —5 e?t. Partikularni feSeni nehomogenni rovnice je proto
1 t - Lvoe
w(t) = 3 et — 3 e?! a jeji obecné FeSeni je

1 t
z(t) = Cre®t + Coe™ + 3 el — 3 e’

kde C; a Cy jsou libovolné konstanty.

Priklad 6. Najdéte partikuldrni feSeni diferencidlni rovnice " 4+ x = sint sin 2t.

Reseni:

Maéame najit partikularni feSeni nehomogenni linedrni diferencialni rovnice druhého fadu. Protoze
mame rovnici s konstantnimi koeficienty, a protoze jeji prava strana sintsin 2t = %(cost — cos 3t),
Ize hledat partikularni feseni w(t) odhadem. ReSeni budeme hledat jako soudet dvou funkei w(t) =

cost
w1 (t) + wa(t), kde funkce wi(t) je partikuldrni feSeni s pravou stranou — A (t) je partikularni

feSeni s pravou stranou

Protoze charakteristickd rovnice prislusné homogenni rovnice je
A2 +1 = 0 a tedy jeji feseni je A = +i, budeme hledat feseni w1 (t) ve tvaru wi(t) = at cost + bt sint.
Protoze je w](t) = (bt+a) cost+(—at+b)sint a wy (t) = (—at+2b) cost+(—bt —2a) sin t, dostaneme
po dosazeni do rovnice

t 1 t
2bcost — 2asint = %ﬁa:O, b= 1 :>w1(t):1 sint.

Protoze 3i neni feSenim charakteristické rovnice, budeme FeSeni wq(t) hledat ve tvaru wq(t) =
acos 3t + bsin 3t. Po dosazeni do pfislusné rovnice dostaneme

cos 3t 1 cos 3t
:>G—T6, b—0:>’w2(t)— 6

—8a cos 3t — 8bsin 3t = —
Partikularni feseni dané rovnice je napf.

t . cos 3t
w(t)zzsmt—i— TR

Piiklad 7. Najdéte partikularni feseni diferencialni rovnice 2" — 4z’ + 5z = e** sint.
Reseni:
Mame najit partikularni feseni nehomogenni linearni diferencidlni rovnice druhého fadu. Protoze
se jedna o rovnici s konstantnimi koeficienty a specidlni pravou stranou, budeme hledat partikularni
feseni w(t) odhadem. Pifslusné charakteristickd rovnice A\> — 4\ +5 = 0 m4 fefeni A\; o = 2 +i.
Proto budeme ptedpokladat, ze w(t) = ate®! cost + bte* sint. Derivace funkce w(t) jsou

w'(t) = ((2a + b)t + a)e* cost + ((2b — a)t + b)e* sint

w"(t) = ((3a + 4b)t + 4a + 2b)e*' cost + ((—4a + 3b)t — 2a + 4b)e* sint.

Kdyz dosadime do dané rovnice, dostaneme vztah
2t 2% s 2 1 t oo
2be”’ cost — 2ae*' sint = e smt:>a:—§, b:0:>w(t):—§e cost.
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Jind moznost, jak najit partikuldrni feseni je tato. Pravou stranu nehomogenni rovnice napiseme v
komplexnim tvaru

o2t sint — l (e(2+i)t _ e(2—i)t)
2i

a budeme hledat komplexni partikularni feSeni wi () pro pravou stranu by (t) = %e(ﬂm. Pro-
toZe koeficienty v rovnici jsou realné plati pro partikuldrni feSeni wsy(t) s pravou stranu bs(t) =
—l, e(=t = b (t) vztah wy(t) = W, () a partikulrni feSeni celé rovnice je w(t) = wy (t) + wo(t) =
2Re(w:(t)). Staci tedy najit feseni wy (¢). Protoze je 2+1i kofenem charakteristické rovnice, budeme
hledat w (t) ve tvaru wy (t) = ate®**)?, kde a je komplexni konstanta. Derivace funkce w (t) jsou

wi(t) = a((2+1)t +1)e®D a2 wl(t) = a((g 4D 2(2 ¢ i))e(2+i)t _
Po dosazeni do piislusné diferencialni rovnice dostaneme

_ 1 ... 1 ' 4 t
2aie?Ht = ie(zﬂ)t =a=-7= w(t) = —5 Re (e(2+‘)t> =-3 e* cost.

Partikularni feseni dané rovnice je tedy

t
w(t) = ~5 e* cost.

et —et

Priklad 8. Najdéte partikularni feseni rovnice 2" — v = ——.
e’ +e

Resent:

Maéame najit jedno feSeni nehomogenni linedarni diferencidlni rovnice druhého Fadu. Protoze prava
strana této rovnice nema specialni tvar, budeme hledat partikularni feseni metodou variace konstant.
Piislusnad homogenni rovnice 2" — x = 0 mé4 charakteristickou rovnici A> — 1 = 0, kter4d m4 kofeny

A1,2 = £1. Tedy obecné feSeni této homogenni rovnice je
u(t) = Cre’ + Cae™,

kde Cy a Cs jsou libovolné konstanty. Partikuldrni feseni budeme hledat ve tvaru w(t) = Cy(¢)et +
Cs(t)e ", kde Cy(t) a Ca(t) jsou diferencovatelné funkce. Derivovanim dostaneme

w'(t) = Op(t)e' + Ch(t)e " + Cret — Coe™".
V této rovnosti polozime
Ci(t)e! + Ch(t)e " =0
a za tohoto predpokladu je w'(t) = Cie! — Cye™t. Tedy

w’(t) = Oy (t)e' — Cy(t)e " + Cre’ + Cae™".

Kdyz dosadime do dané rovnice, zjistime, ze funkce Cf(t) a C4(t) spliuji soustavu rovnic

_ _, et—e’t
C{ (t)et —+ Cée t = 0 a Ci (t)et — Cée t = m .

7 této soustavy plyne

t_ ot
le —e™" |

_let—et /
“SeTeit =

!/
Al =5 e

e_t’ Cé(t) =

—t t
= O4(t) = 67 —arctge ™", Co(t) = —% + arctge’.
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Tedy partikuldrni feseni je

w(t) =e'Ci(t) + e 'Cy(t) = e "arctge’ — e arctge™.

Piiklad 9. Najdéte partikularni feseni diferencidlni rovnice t2x” — 2ta’ + 2z = t, které spliiuje
podminky z(1) =0 a /(1) = 1.

Resent:

Vlastné mame fesit Cauchyho tlohu pro nehomogenni linearni diferencidlni rovnici druhého ¥adu.
Protoze dana rovnice Eulerova typu, budeme feseni pfislusné homogenni rovnice t?z" —2tx’ +2x = 0
hledat ve tvar x(t) = t". Po dosazeni do homogenni rovnice ziskdme pro n rovnici n? — 3n + 2 = 0,
ktera ma feSeni n; = 1 a no = 2. Proto je feseni homogenni rovnice

u(t) = Cit + Cyt?,

kde Cy a (5 jsou libovolné konstanty. Protoze se nejedna o diferencialni rovnici s konstantnimi koe-
ficienty, budeme hledat partikularni feSeni nehomogenni rovnice variaci konstant. Predpokladame
feseni nehomogenni rovnice ve tvaru w(t) = tCy(t) +t2Ca(t), kde C1(t) z C2(t) jsou diferencovatelné
funkce proménné ¢. V prvni derivaci funkce w(t) = tC(t) + t2C5(t) + C1(t) + 2tCa(t) polozime
identicky

tCy(t) +t2Ch(t) = 0. (1)
Za tohoto pfedpokladu je w'(t) = C1(t) + 2tCa(t), a tedy druhd derivace funkce w(t) je w”(t) =
C1(t) +2tCY(t) + 2C5(t). Kdyz dosadime do ptivodni rovnice, ziskdme, uvazujeme-li podminku (1),
pro funkce C1(t) a C}(t) soustavu rovnic

tC(t) + t2Ch(t) = 0, t2C(t) +23ChH(t) =t =

1 1 1
= C1(t) = - Cy(t) = 7= Ci(t) = —1Int, Cs(t) = -

Nasli jsme tedy partikularni feSeni w(t) = —t(Int + 1). Tedy obecné FeSeni dané rovnice je
z(t) = Cit + Cot? — t(Int 4 1),

kde C; a C5 jsou libovolné konstanty. Protoze hledame feSeni, které spliiuje pocate¢ni podminky
musime jesté urcit konstanty. Z nich ziskdme soustavu rovnic

Ci+Cy—1=0, C14+20—-2=1=—=C;=-1, Cy=2.

Hledané feseni je tedy
z(t) = 2t> —t(Int + 2) pro t € (0,00).

Piiklad 10. V zavislosti na parametrech p, q,w > 0, g2 —p? > 0, hledejte obecné feseni diferencialni
rovnice 2 + 2pz’ + ¢*x = sinwt (tlumené kmity vynucené periodickou silou).

Resent:

Mame najit obecné feSeni nehomogenni linearni diferencialni rovnice druhého fadu. Protoze se
jedna o diferencialni rovnici s konstantnimi koeficienty budeme hledat feSeni prislusné homogenni
rovnice ve tvaru e(t) = e’. Po dosazeni do homogenni rovnice = + 2px’ + ¢%x = 0 ziskdme pro A
charakteristickou rovnici A% + 2pA + ¢® = 0, ktera ma kofeny A\; o = —p+iy/q2 — p? = —p +ir, kde
jsme oznacili r = 1/q% — p2. Obecné feseni homogenni rovnice je tedy

u(t) = Cre P cosrt + Cee P sinrt = Ce P sin(rt + ),
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