CVICENT 1 — Elementarni funkce

Priklad 1. Najdéte defini¢éni obor funkce f(x) = v2 + x — z2.

Reseni:

24+r—2°>0=02-2)(1+2)>0=2€ (-1,2)= Dy = (-1,2).

x
3 — 2

Priklad 2. Najdéte definiéni obor funkce f(x) =

Reseni:

(55 20) no-e 0= g =0) e 99—
=1 € (—00, —V3) U(0,V3) = Dj = (—00,—V3) U{0,V3).

P¥iklad 3. Naleznéte inverzni funkci k funkci f(z) = 22 — 1.

Reseni:

Defini¢ni obor dané funkce je celé realna osa R. Dand funkce neni na svém defini¢nim
oboru prosta. Proto k této funkci inverzni funkce neexistuje.

P¥iklad 4. Naleznéte inverzni funkci k funkci fi(x) = 2% — 1, jejiz defini¢ni obor
je D¢, = (0, +00).

Resent:

Funkce f1(z) je prosta. Proto inverzni funkce existuje. Obor hodnot této funkce je
mnozina Hy, = (—1,400). Pro inverzni funkci y = fl(_l)(:r) plati

=y - 1=y’ =r+1=y=+Vr+1.

Protoze defini¢ni obor Dy, = (0,+00) a obor hodnot Hy, = (—1,+00), je inverzni
funkce dana predpisem

1@ = Va1, Dycn =Hp = (~1+00) a Hyn =Dy = (0,+00).

Ptiklad 5. Naleznéte inverzni funkci k funkci fo(z) = 22 — 1, jejiz defini¢ni je
Dy, = (—00,-2) U (0,1).

Reseni:
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Funkce f>(z) je prosta. Proto inverzni funkce existuje. Obor hodnot této funkce je
mnozina Hy, = (—1,0) U (3, +00). Pro inverzni funkci y = fz(_l)(:v) plati

x:y2—1:>y2:a:+1:>y:j:\/a:+1.

Protoze defini¢ni obor Dy, = (—o00,—2) U (0,1) a obor hodnot Hy, = (—1,0) U
(3,400), je inverzni funkce dédna predpisem

(,1)( ) { —Vr+1 pro x € (3,400)
€Tr) =
2 vr+1 proz € (—1,0)

D 2(—1) = Hf2 = (—1,0) U (3, +OO) a 2(—1) = Df2 = (—OO, —2) U (0, 1).

I

Pfiklad 6. Naleznéte definiéni obor funkce f(z) =In(1 — In(z? — 5z + 6)).
Reseni:

Defini¢ni obor nalezneme z nerovnosti (1 —In(z? —5z+6) > 0) A (z? —5z+6 > 0).
7 nich plyne

(In(z® =52 +6) <1) A ((z —2)(z —3) > 0) =
= (2 =5z +6 <e) A (z € (—00,2) U(3,+00)) =

( 5+\/1+4e>< 5 —+v1+4e
= r-— e —

5—+1+4e 5+\/1+4e> ﬂ<(
2 ’ 2

> <OA (2 € (—00,2) U (3,40)) =

— € ( —oo,2)U(3,—|—OO)):>

—v1+4 v1+4
= D; = (%2) U (37¥>_

1
2 -9

Priklad 7. Naleznete defini¢ni obor funkce f(z) = +In(2® — ).
Reseni:
Defini¢ni obor dané funkce najdeme ze vztahi
(22 =9#0)A (2> —2>0)= (2 #L3) A (z(z - 1)(z+1) > 0) =
=2 € (—-1,0)U(1,3)U(3,+00)= D¢ = (—1,0) U (1,3) U (3,+00).

Piiklad 8. Naleznéte inverzni funkci k funkci f(x) = e®~1 + 2.

Reseni:



Defini¢ni obor této funkce je Dy = R a jeji obor hodnot je Hf = (2, 400). Funkce
je prosta, a proto k ni inverzni funkce y = f(=1) (x) existuje. Najdeme ji jako FeSeni
rovnice x = €Y~ ! +2. Z ni snadno dostaneme vztah y = 1+ In(x —2). Tedy inverzni
funkee je f(=Y(z) = 14 In(z — 2). Jeji definiéni obor je Dy-1) = Hy = (2+ 0) a
jeji obor hodnot je Hy-1) = Dy =R.

Piiklad 9. Naleznéte definiéni obor funkee f(z) = In(1 — 2cos? 3z)>/".

Reseni:

Defini¢ni obor dané funkce najdeme z podminky (1 — 2cos? 390)2/3 > 0. To je
ekvivalentni vztahu 1 — 2 cos? 3z # 0. Cili

1 1 k 142k
c0523x7é§:cos3x7éiﬁ:>3m#%+7ﬂ,kGZ:x# + T, kel.

%k —1  2k+1
Tedy Dy = [ J ( 12 12 W)’
kEZ

1—=x
142

Priklad 10. Najdéte defini¢ni obor funkce f(z) = arcsin

Reseni:
Defini¢ni obor dané funkce najdeme ze vztaht

1—2 1—=x
—1 <4/ <1]A >0)A(1 0).
( - 1+a:_) (1+a:_) (1+270)
7Z nich plyne

(0<1_‘T§1)/\(x7é—1):>
—=((1+2>0A1-2>0)A0<2)V(1+z<0)A(l-2>0)A(0>2)=
—(0<z<1)=D;=(0,1).

Priklad 11. Vyjadiete funkce f(x) = argsinh x pomoci logaritmii.

Resend:
T _ =T

Funkce y = argsinh z je inverzni funkci k funkci f(x) = sinhz = %. Tedy je

v v ’ . ey - e_y ’ .
feSenim rovnice x = ———. Z této rovnice dostaneme

2
er—Za:ey—1:0:>(ey—a:)2:1+x2:>ey:a:j:\/1+a:2.

Protoze €Y > 0, musime v poslednim vztahu vzit pouze znaménko +. Pak snadno
dostaneme
y = argsinhz = In(z + /1 + 22) .




CVICEN] 2 — Ciselné mnoziny

arccos vVz2—1
T — 2)

Priklad 1. Najdéte definiéni obor funkce f(x) = ( 1
x

Reseni: 5
Funkce f(x) je dana pfedpisem f(x) = exp <1n T ; | - arccos Va2 — 1). Proto je
x

jejl defini¢ni obor dan nerovnostmi

(—1§\/a;2—1§1)/\(:1;2—120)/\(x_2>0)/\(x—|—17£0):>

r+1

Priklad 2. Najdéte supremum a infimum mnoziny M = {x eER; lx—1| < x}
Reseni:
Mnozina M je dana nerovnostmi

1
x§1:>1—.r<x:>§<:c§1
nebo
r>l—=zcz-1<x=—z>1.

Tedy mnozina M je interval M = (1/2,400). Protoze mnozina M neni shora

omezena, neexistuje v R supremum. inf M = 3"

Piiklad 3. Nech Q zna¢i mnozinu vSech racionalnich ¢isel. Najdéte supremum a
infimum mnoziny M = {x cQ; 22 < 2}: a) v mnoziné Q; b) v mnoziné R.
Reseni:

Mnozina M obsahuje vsechna racionalni cisla x, pro ktera je V2 <z < V2.
Protoze /2 neni racionalni ¢islo, neexistuje v mnoziné Q supremum ani infimum
této mnoziny. Naproti tomu v mnoziné realnych ¢isel R je sup M = /2 a inf M =

V2.

Piiklad 4. Dokazte, ze pro kazdé n € N plati nerovnost

2n—1< 1
2n V2n+1°

1 3
5 1



Dané tvrzeni lze dokazat matematickou indukci. Nejprve ukézeme, ze tvrzeni plati

1 - 1 . d

— < —=, coz je pravda.

V dalsim kroku predpokladame, ze uvedené tvrzeni plati pro n € N, a za tohoto
predpokladu musime ukéazat, ze tvrzeni plati pro n + 1. Tedy predpokladame, ze
plati

pro n = 1. To znamena, ze

2n —1 < 1
2n V2n +1

a musime ukazat, ze z toho plyne vztah

B
e

DN |

2n—1 2n+1 1

. < .
2n 2n + 2 Von +3

3.
e

N | =

Podle predpokladu plati nerovnost

2n — 1 2n+1< 1 2n—|—1_\/2n+1
on  2m+2  Von+1 2n+2 242

3
1

N =

Ze vztahu (2n + 1)(2n + 3) = 4n? + 8n + 3 < 4n? + 8n + 4 = (2n + 2)? ziskame

Van +1 1

nerovnost < . Z toho a predchozi nerovnosti jiz plyne pozadovana

2n 4 2 V2n +3

nerovnost.

Priklad 5. Mezi ¢leny aritmetické posloupnosti plati pro kazdé n € N vztah a,, 11 =
an + d, kde d je konstanta. Dokazte, ze pro soucet prvnich n ¢lenti aritmetické
posloupnosti plati vztah

n
snzzak=a1+a2+~-+an=g(a1+an).
k=1

Reseni:
(a1 + al). Tedy pro

DO |

Tvrzeni dokdZeme indukci. Pro n = 1 dostaneme s; = a1 =
n = 1 naSe tvrzeni plati.

n
Dale predpokladame, ze pro n € N plati s,, = 5 (a1 + an). 7 tohoto predpokladu

musime ukézat, ze tvrzeni plati pro n + 1. Pro s,,11 dostaneme

n
Sn+1:a1+a2+"'+an+an+l:Sn+an+1:§(a1+an)+an+1-

Pro n—ty ¢len aritmetické posloupnosti plati a,, = a1 + (n — 1)d. Toto tvrzeni
dokazeme opét indukci. Je ziejmé pro n = 1 tvrzeni plati. Predpokladejme, ze plati
pro n € N. Clen a,, ;1 je dan vztahem a, .1 = a,, +d = a1 + (n—1)d+d = a; +nd.
Tim je vztah a,, = a; + (n — 1)d dokédzan pro vSechna n € N.

5



7 vyse odvozené relace pro s, ;1 dostaneme

+1
sn+1:g(a1+a1+(n—1)d)+a1+nd:(n+1)a1+%d:
n+1 n +

(a1 + a1+ nd) = (a1 + ant1) -

2 2

Tim je uvedené tvrzeni dokazano pro vSechna n € N.

Piiklad 6. Mezi ¢leny geometrické posloupnosti plati pro kazdé n € N vztah
Gn4+1 = qan, kde q je konstanta. Dokazte, ze kdyz q # 1 plati pro soucet prvnich n
¢lent geometrické posloupnosti vztah

g"—1

n
Sn=Y ap=a1+azt - +a,=a T

k=1

Reseni:
Diikaz provedeme matematickou indukci. Pro n = 1 ma nase tvrzeni tvar s; = a; =

ay 4 T a tedy plati.

q E—
Nyni predpokladame, ze tvrzeni plati pro n € N a z tohoto predpokladu dokazeme
jeho platnost pro n + 1. Protoze pro (n + 1)-ni ¢len geometrické posloupnosti plati

Gn+1 = a1q", dostavame

qn_l - qn+1_1
7—1 +a19” = aq ]

Spr1=a1 +az+ - +ap +apy1 =Sy, +Anyr1 = a1

Priklad 7. Necht f(z) = arccotgx a M = (—o0,1). Najdéte obraz mnoziny M pfi
zobrazeni f(x), tj. mnozinu f(M).

Reseni:

Funkce f(x) = arccotgx je inverzni funkci k funkci cotg z. Protoze je funkce cotg x
klesajici, je také funkce f(z) = arccotgx klesajici. Navic je funkce arccotg x spojita
na celé, R. Proto je obraz intervalu M = (—oo, 1) interval. ProtozZe plati arccotg 1 =

% a pro velkd zédpornd x se hodnota funkce f(z) = arccotgzx blizi k 7, je obraz
mnoziny M roven f(M) = (n/4,7).

Priklad 8. Necht mé funkce f(z) tvar f(x) = az+b a plati f(0) = —2 a f(3) =5.
Najdéte f(1) a f(2).

Reseni:



Nejprve urc¢ime konstanty a a b. Z rovnosti f(0) = b= —-2a f(3) =3a+b=5

7 1 8
dostaneme a = g ab=—2. Tedy f(z) = 3 x—2. Odtud plyne f(1) = 32 f(2) = 3

Priklad 9. Najdéte funkci f(x) tvaru f(z) = a + b - %, jestlize je f(0) = 15,
f(2)=30a f(4) =90.

Reseni:

Konstanty a, b a ¢ musi spliiovat soustavu rovnic

fO)=a+b=15, f(2)=a+b-c*=30, f(4)=a+b-c*=90.

7 této soustavy rovnic plyne

4
a=15—b, b(®~1) =15, b(c' —1) =T5—

-1
1:c2—|—1:5:>

=P =d=—c=4220c=2, b=5,a=10= f(z) =10 +5-2°.

Piiklad 10. Necht mé funkce f(x) defini¢ni obor Dy = (0,1). Najdéte defini¢ni
obor funkce g(z) = f(lnz).

Reseni:

Defini¢ni obor funkce g(z) uréime z podminky 0 < Inz < 1. To znamena, ze
D, = (1,e).

Piiklad 11. Najdéte z jako funkci x a y, jestlize plati arctg z = arctg x + arctg y.
Reseni:
Podle definice plati pro kazdé x € R rovnost tg(arctg x) = z. Pro jednoduchost
oznacme o = arctgxr a (§ = arctgy. Pak plati tga = x a tg8 = y. Z defini¢ni
rovnice dostaneme

tga+tgB Tty
l1—tga-tgf 1—ay’

= tg(arctg z) =tg(a+0) =

Priklad 12. Necht je p(z) = sgnz a ¢(z) =
(@) = v o(a), p(¥(z) = poi(z) a

Reseni:

V pripadé ¢ o (x) dostaneme pro z > 0 rovnost sgn(sgn(z)) = sgn(1) = 1; pro
x = 0 dostéavame sgn(sgn(O)) = sgn(0) = 0 a pro x < 0 rovnost sgn(sgn(w)) =
sgn(—1) = —1. Tedy po @ = ¢.

/\H"—‘

. Najdéte funkce ¢ (p(z)) = pop(z),
p(x)) =1 op().



V piipads ¢ o i (x) dostaneme ¢ (¢ (z)) = 1/% =ux,x #0.

V piipadé ¢ o ¢(z) dostévame pro z > 0 vztah ¢(¢(z)) = sgn(l/z) = 1 a pro
z < 0 vztah ¢(¢(z)) = sgn(1/z) = —1. Tedy ¢ o ¢ = sgn a definiéni obor této
funkce je R\ {0}.

V pfipadé ¢ o p(zx) je pro x > 0 w(go(x)) =laproz <0 je ¢(gp(w)) = —1. Tedy
o p(x) =sgn(x) s definiénim oborem R \ {0}.

Priklad 13. Najdéte f(x), jestlize plati f <%) = 22
x

Resent:
x
Oznacme y = 1 Pak je z = v Po dosazeni do daného vztahu dostaneme

T+ 1—y

%2

fly) = <ﬁ)2 Tedy () = 7= o

suda nebo licha?

1—
Priklad 14. Je funkce f(z) =1In T °

Reseni:
Plati

Funkce je liché.

1
Priklad 15. Najdéte nejmensi periodu funkce f(z) =sinz + 3 sin2x + 3 sin% :
Resent: ]
Funkce f(z) je souctem tii periodickych funkci fi(z) = sinz, fao(z) = 2 sin 2z a
f3(z) = 3sin g Jejich nejmensi periody jsou po fadé L = 2w, Lo = m a L3 = 6.

Nejmensi perioda je nejmensi spolecny nasobek téchto tii period. Tedy nejmensi
perioda je L = 6.

Priklad 16. Najdéte nejmensi periodu funkce f(z) = cosz + sin(xﬂ).

Reseni:

Funkce f(z) je sou¢tem dvou periodickych funkei fi(z) = cosz a fo(x) = sin(zv/2).
Jejich nejmensi periody jsou L; = 27 a Ly = m/2. Protoze v/2 je iracionalni é&islo,
neexistuji pfirozena é&isla p a g takova, ze 2p = ¢v/2. Dana funkce neni periodické.




CvVICENI 3 — Limity posloupnosti

2 + 1 2)(3n —
Priklad 1. Najdéte limitu lim 7+ DG +2)Bn—=8)
n—oo nd —n24+1

Reseni:
Dany vyraz lze upravit na tvar

(2n+1)(3n+2)(3n — 8) (2+1/n)(3+2/n)(3—8/n)

li = li = 18.
nl—{%o nd—n24+1 nl—{%o 1—1/n—|—1/n3
" . e w1 2n
Priklad 2. Podle definice ukazte, ze lim — =
n—oo n° + 1
Resent: 5
K danému € > 0 mame najit no € N tak, aby pro kazdé n > ng bylo — Z ] <e€
n

Plati nerovnosti
2n < 2n B 2

2
ST S
nd+1 " n3 n?2 " n

2 2
Proto staci zvolit — < ¢. Tedy lze vzit jakékoliv ng > —.
) 9

14—
Priklad 3. Najdste lim o T 1 —( .
A 1T (1)

Resent:

Dany vyraz lze upravit na tvar
(n+1)*—(n—1)*  8n®+38n
(n+1)34+n—-1)3 2n3+6n"

14_ _14
Tedy lim (n+1) (n—1) =4.
n—oo (n+1)3 4 (n —1)3

2 D'+ (2n —1)!
Priklad 4. Najdste lim ot D+ @n—1)
n—oo (2n+ 1)! — (2n)!
Resent:
Dany vyraz lze napriklad napsat ve tvaru

@Cn+ D!+ @2n-1! (2n—-1((2n+1)2n+1) _An?+2n+1

(2n+1)! — (2n)! (2n — 1)1((2n + 1)2n — 2n) 4n?

2n+ 1)+ (2n —1)! 1

Tedy li
VEN T @n ) - (2n)!



o y . (=2)nT3 43
Priklad 5. Urcete 'n,h~>n;o W

Reseni:
Po zkraceni 3™ dostaneme

_9\n+3 n _9\3 . (_ n
PO G e A PO o) ML G 7 Dl
n—oo 2118 _ 3n+l n—oo  28.(2/3)" —3 3
Priklad 6. Kolik je lim e kde a > 07
n—00 a™
Reseni: )
a'fl/
P 1je Li "= . Proto j 11 = lim — =
roa>1je lim a +00. Proto je pro a > n1—>Hc}o2+an nl_)rgo2a_n+1

1 1
Pro a =1 je dany vyraz roven konstanté a,, = =, a tedy lim = —.
3 n—oo 2 + a™ 3

n

Pro0<a<1je lim a" =0. Proto je lim =0

n—0o0 n—oo 2 + a”

1 |
Priklad 7. Najdéte lim 2 on™
n—oo n2+1

Reseni:

Posloupnost sinn! je omezend, protoze |Sin n!‘ < 1. Nebof lim 5 = 0, je
n—oo n? + 1

. bnsinn!

lim ——— =
n—oo M=+ 1

” s . dncosn
Priklad 8. Najdéte lim ———.

n—oo 3n + 7
Reseni: . .
n

Tato limita neexistuje. Je jednoduché ukazat, ze lim = —. Ale jiz neni tak

n—oo3n+7 3
snadné ukéazat, ze posloupnost a,, = cosn nema limitu. Presto kdybyste se moc

snazili, ukazete, ze mnozina hromadnych bodd této posloupnosti je cely interval
(—1,1). Ale spis si to jen pamatujte.

4 n
Piiklad 9. Najdéte limitu lim <1 — —> .
n—oo n

Reseni:

10



4 n
Jak by mél kazdy védét, je tato limita rovna lim (1 — —)

n—oo n

to, ale taky si priklady podobného typu spis pamatujte.

e *. Nedokazujte

9 3In+2
Piiklad 10. Kolik je lim ( "+3> ?

n—oo \ 2n — 1
Resent:
Dany vyraz lze upravit ne tvar
277/ + 3 3n+2 4 3n+2
—(1+
2n —1 2n —1
3n+2
2 3
Tedy byste méli védst, 7e lim |~ .
n—oo \ 2n — 1

1
Piiklad 11. Najdéte lim n-In (1 + —).
n—oo n
Reseni:

1 n
Protoze vime, ze lim (1+ — | =e, dostaneme lim n-Iln
n—oo n n—oo

(o)

Priiklad 12. Dokazte, Ze plati nésledujici véta: Necht lim «a,, = 0a lim (3, = too.

n—oo

n—oo

Pak je lim (1 + an)ﬁ” = exp ( lim anﬁn)

Reseni:
Dany vyraz je typu 1°°. Proto jej upravime na tvar

(1 + Oén)ﬂn — eﬁn 1n(1+an) = exp (ﬁn o, -

Pak je ale

n—oo

lim (1 + an)ﬁ" = exp ( lim (B,ay) - lim

Qnp,

n—oo

Ale podle pfedchoziho pfikladu lze tusit (toto tvrzeni dokdzeme pozdéji), ze

In(1+ o,
lim g = 1. Proto plati

n—oo (e 7%

lim (1 + an)ﬁn = exp (nh_)ngo anﬁn> .

n—odo

11



92 n“+3
Priklad 13. Najdéte lim <1+ = ) .
n—00 n° +1

Reseni:

7 predchazejiciho prikladu plyne, Ze staci najit lim ( (n2 + 3)) = 2. Tedy

n—oo
2
9 n“+3
lim (1 + n ) — 2.

n—oo

n3+1

Priklad 14. Urcete hromadné body posloupnosti

1 1 1 1 7 1 2"—-1
2 ) 2 ) 4 ) 8 ) 8 Y ) 2n ) 2n Y
Reseni: . o 1
Tato posloupnost je slozena ze dvou podposloupnosti (2—n) a ( 2; ) Limity

n_

téchto posloupnosti jsou lim — = 0 a lim = 1. Tedy hromadné body

n—oo 2N n—oo

posloupnosti (an) jsou body 0 a 1.

4
Piiklad 15. Najdéte hromadné body posloupnosti a,, = 3 (1 — 3—) + 2 cosn.
n

Reseni: A
Dana posloupnost je sou¢tem dvou posloupnosti. Prvni posloupnost (3 (1 — 3—))

n
ma limitu 3. Druhou posloupnost lze napsat ve tvaru 2cosnm = 2 - (—1)". Tato
posloupnost ma hromadné body +2. Proto jsou hromadné body dané posloupnosti
rovny 5 a 1

Priiklad 16. Urcete hromadné body posloupnosti

DN | =
Wl =
Wil
A~ =
NI )
o

Reseni:
Posloupnost (a,) obsahuje vSechna racionalni ¢isla z intervalu (0,1). Proto je
mnozina hromadnych bodu této posloupnosti cely interval (0, 1).

12



CVICENI 4 — Limity funkci

2
1
Piiklad 1. Najdéte limitu lim —
t—0212 —x —1

Reseni:

Plati lin%) (:1:2 — 1) =—1la linr%)(Z:I;2 —x— 1) = —1. Podle véty o podilu limit je tedy
21

lim — =1

21
Piiklad 2. Najdéte limitu lim —0
t—12x2 —x —1

Resent:
Plati lim1 (a:z — 1) =0a lim1 (23:2 —x— 1) = 0. Proto dany vyraz upravime. Protoze
je
-1  (z-1(@@+1)  az+1
202 —x—1 (z—1)2r+1) 2z+1
Y z? —1 i £FL 2
im —— = lim =—.
e—1272 —x—1 2-12x+1 3
z? -1
Priklad 3. Najdéte limitu lim ——.
z—+oo 202 —x — 1
Resent:
Plati liIJ1r1 (x2 — 1) =400 a lir}rl (23:2 —x— 1) = +00. Proto musime dany vyraz
upravit. Plati
2 —1 ) 1—1/22 1

lim ——o = _—
rote0 222 — g — 1 aoteo2 —1jz — 1/22 2

Priklad 4. Najdéte limitu lim ———.
rx—1 x4 — 1

Reseni:

Plati limlx =1a liml(x2 — 1) = 0. Proto je dany vyraz v okoli bodu z = 1
T— r—

neomezeny. Pro z > 1 je 22 — 1 > 0. Tedy vyraz je v pravém okoli bodu =z = 1

kladny. Z toho divodu je lim —
r—1y ¢ —

= 400. Na druhé strané je pro 0 < z < 1

x
vyraz 2 — 1 < 0. Tedy nab§vé zapornych hodnot. Proto je linl1 7 1= —00.
z—1_ 4 —

Protoze jsou limity zleva a zprava riizné, hm1 —— heexistuje.
rx—1 r< —

13



Priklad 5. Necht je a,b,, # 0. Dokazte, Ze plati

. Anx™ + ap_12" L+ -+ a1z + ao an
lim = — pro n=m
z—+00 by @™ + by 1™ 4 -+ by + by b
+o0 pro n >m
Resend:

Dany vyraz lze upravit na tvar

. ant” 4 ap_12" L+ Farz + ag
lim =
=400 by ™ + byp_12™ L+ -+ bz + by
) anxnfm + an_lznfmfl 4+t alxlfm + aox’m
lim
z—+00 by + b1+ -+ Dyxl—™ + bor—™

a
Proto je pro n < m tato limita rovna nule, pro n = m je tato limita rovha — a

m
pro n > m je limita rovna +oo. Navic je zfejmé, Ze znaménko této limity je stejné
jako znaménko soucinu a,,b,.

1 14 22)(1 1
Piiklad 6. Najdéte limitu lim (1+2)A+22)(1+37) — 1
xr— xr

Resend: 0

Jde o limitu vyrazu 0 Proto vyraz upravime. Plati

1 1+22)(1+3x)—1 62 + 1122 + 623

lim( +x)(1 4 2z)(1 + 3x) — m x4+ 11x* + 62 :111%(6+11m+6x2):6.

r—0 xX rz—0 xT

9 10
o o (P2 2)
Priklad 7. Najdéte limitu lim E-
22 (23 — 122 + 16)
Reseni: 0
Jde o limitu vyrazu typu 0 Proto dany vyraz upravime. Protoze plati 22 —z —2 =
(x —2)(z+1) ax®—12x + 16 = (v — 2)%(z + 4), dostaneme

2 _210 __ 9\10 10 10 5
lim (ac v ) = lim (z—-2)"(z+1) zlim—(x+1) :(3> .

2 (15 1201 16)° o2 (- P@ 4P e (4P \2

m—1

Priklad 8. Necht m a n jsou pfirozend ¢isla. Najdéte limitu limi R
rz—1 " —

14



Reseni: 0
Jde o limitu vyrazu 0 Proto vyraz nejprve upravime. Plati ™ —1 = (x—1) (mm_l +
™ 24+ ... 4+ 241 a podobné pro n. Proto je dana limita rovna

™ -1 zm gy am 2424+l m

z—1 " —1 :c—>1:c”1—|—x”2—|— -+x+1 n

\/x +Vx+
Priiklad 9. Najdéte limitu lim .
s—+o0  Jz I 1

Resenvz: . . / 50 - , , o

Protoze jde o limity vyrazu typu —, nejprve tento vyraz upravime. Po zkraceni
00

vz dostaneme

\/rv+ TV \/1+ 1+ V33

lim =

T—+00 \/,1;——1—1 37—’+00 \/HT

va! —1
Piiklad 10. Najdéte limitu hr% +—x
xr— €T

Reseni:

0
Jde o limitu typu 0 Proto vyraz upravime. Plati

I vVi+z-—1 I vit+zr—1 V14+z+1 I T 1
im — = lim . = lim = —.
0 x z—0 T Vi+rz+1 x—0 x(\/1+x+1) 2

\/m—f—l?) 2\/m+l
2-9

Priklad 11. Najdéte limitu lir%

Reseni:

0
Jde o limitu typu 0 Proto dany vyraz nejprve upravime. Plati

oV +13-2Vz +1 . Va4 13 — 2\/x—|—1 Vr+13+2y/x+1

lim = lim

T3 22 -9 z—3 22 -9 VT 13+2Vz +1
—3(x — 3) 1

s (z-3)(c+3)(Ve+13+2V/z+1) 16’

15



Vit -3
Piiklad 12. Najdéte limitu lim Y- =%
r—4 \/_ — 2
Reseni:

0
Jde o limitu typu o Proto dany vyraz upravime. Plati

lim\/1—|—2x—3_hm(\/1+2x—3 V142243 \/E+2)
=4z —2 a—d\ V-2  J1+22+3 VI+2

. 2(z —4) V42 4
= lim . = —.
z—4 r—4 V142 +3 3

Piiklad 13. Dokazte, 7e lim S
xTr— xr

=1.

Reseni:
7 definice funkce sinx pomoci jednotkové kruznice plynou pro kladnd x z obsahti
ploch nerovnosti

tgx sin sin 1

. T
—smrcosr < — < — = —cosr < — < .
2 2 2 2coszx x CoS T

sinx
Protoze cos (0 = 1 dostavame z véty o sevieni vztah lirg = 1. Protoze funkce
r—U4 xr
sinx sin sinx
flx) = je sudé, plyne z toho také lim = 1. Tedy lim =1.
x x—0_ xX x—0 X

tg 3x

Piiklad 14. Najdéte limitu lim ki
xr— €T

Reseni:

0
Jde o limitu typu 0 Proto vyraz nejprve upravime. Dostaneme

. tgdx ) sin 3x ) 3 . sindx
lim = lim = lim - lim =3,
r—0 T r—0 rcosdr x—0cosdzr z—0 3z
. . .. sindzx
protoze je lim = 1.
x—0 3x

1—
Priklad 15. Najdéte limitu lim —— >
z—0 T
Resent: 0
Jde o limitu typu 0 Tedy vyraz nejprve upravime. Plati

2

. l—cosz . 2sin’*(z/2) 1 . sin(z/2) 1
lm ——=lm ———=—-[llm ———= | =-.
x—0 2 x—0 x2 z—0 111/2 2

16



Piiklad 16. Najdéte limitu lim +/zsin(vz +1—Vx).

r——+00
Reseni:
Protoze je

Jim (VR vE) = tim (Va1 vE) YY)
1

lim ———— =0,
r—too \Jx + 14z

jde o limitu typu oo - 0. Tedy dany vyraz nejprve upravime. Plati

lim zsin(Vz+1-x) = lim Vi(Vz +1-x)- lim sin(ve + _\/5)

xr— 400 — 400 — 400 ver+1— \/E
. .. sinzx
Protoze je hr% =1la hm (\/w +1-— \/_) =0, je
xr— X xr—

i SR(VZHT-7)
xr——+00 \/ﬁ_ﬁ

=1.
Dale plati

i (T ) = i (VT ) -
1
2

Tedy liT Vasin(Vz+1—z) =<

o Ve » . . . . 1 v . eCC - 1
Dulezité limity jsou lim (14+ — ) =-ea lim =1.
x x

— 400 x—0 X

2 3x+1
Priklad 17. Najdéte limitu _lim (‘Hg) .
r—4oo \ L —

Reseni:
Dany vyraz upravime na tvar

2 3z+1 3z+1
im (2 — fim (142 —
z——+oo \ T — 3 T——+00 r—3

T\ 3
B . 9 . 5 15
_(wgl—}-loo( x—S)) mgr—{loo(1+x—3>_e '
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In(1
Piiklad 18. Najdéte limitu lim (1 +2)
xr— €T
Reseni:

0
Jde o limitu typu 0 Po dpravé dostaneme

In(1
lim In(1+) = lim In(1 4+ 2)Y* =In <lim(1 + :c)l/gE) =lne=1.
z—0 xT z—0 z—0
4o\ TF
Piiklad 19. Najdéte limitu lim ( “3) .
z—1 \ 2 + x
Reseni:
1 2 1— 1 1
Protoze je lim tr_ 2 a lim Ve =li = —, je
e—12+4+x 3 2—1 1—x  a-11+4+z 2
1—vx
1+2x) t-= 2
li =4/ =
z—1 \ 2 + x 3

Priklad 20. Najdéte limitu lirr%) V1-—2z.

Reseni:
Hledana limita je typu 1°°. Proto je

lim /1 — 22 = lim (1 - 2x)/% =72,

Priklad 21. Necht je funkce y = f(x) definovana v okoli bodu x = +o0. Pfimka
y = kx + q se nazyva asymptota ke grafu funkce y = f(x) v bodé x = +o0, jestlize
plati liril [f(z) — (kz + q)] = 0. Dokazte, ze pro konstanty k a ¢ plati vztahy

b=t O 0= i (1) - k]

Podobné se definuje asymptota v bodé x = —oo.

Reseni:

18



fl)—kz—q _

ProtoZe musi platit lir_'r_l [f(z)— (kz+q)] = 0, musi platit lim 0.
r— 400 r—00 x
Z toho plyne, ze k = lirf ﬁ Pro toto k dostaneme ze vztahu lirf [f(z) —
r——+00 €T Tr— 400
(kz + q)] = 0 pro q vyraz ¢ = lir41_1 [f(z) — kz].
23
Priklad 22. Najdéte asymptoty funkce f(x) = SR v bodech x = +o0.
x4z —
Resent:
- f(2) : z?
Pro k dostaneme £k = lim ——F = lim = 1. Konstantu ¢ pak
z—too T z—*oo (22 4+ — 2)

najdeme ze vztahu

g= lim [f(z)—ke] = lim (x—g—x>: lim (ﬂ):—l.

r—+o00 z—+oo \ 12 +x—2 z—too \ 22 + 1 — 2

Tedy asymptoty v bodech x = £00 jsou y = x — 1.

Priklad 23. Najdéte asymptoty funkce f(z) =2 + x v bodech z = +o0.

Resent:
T Vi +zx
Smérnici asymptoty k najdeme ze vztahu k = lim L) = lim vamtr +1.
r—Foo X x—+o0 x

Koeficient ¢ musi spliiovat vztah ¢ = lim [ f(x) — k:ac} Tedy v bodé © = +o0

+oo

1
dostaneme ¢ = lim [\/ 22 +x — x] = —. Tedy asymptota v bodé z = +o0 je

r——+00 2
1 1
Yy =x+ 3 Podobné v bodé © = —oc0 je ¢ = lim [ :c2—|—x—|—x} = -3 Tedy
r——00
. . 1
asymptota v bodé x = —o0 je y = —x — 3"
Priklad 24. Najdéte body nespojitosti funkce f(z) = ﬁ a urcete jejich
x
charakter.
Reseni: .
Funkce f(z) = ("‘—1)2 je spojitda na celé realné ose s vyjimkou bodu x = —1.
x
Protoze je lim _r —00, je nespojitost funkce f(x) v tomto bodé druhého
rz——1 (x -+ 1)2
druhu.
1 1

Priklad 25. Najdéte body nespojitosti funkce f(z) = 1171—3:4—% a urcete jejich

r—1 =z

charakter.
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Resend:
1 1

Funkce f(z) = :cl—x—k% je spojita na celé realné ose s vyjimkou bodi z = 0 a

-1 -1
x = +1. Funkci f(z) lze upravit na tvar f(z) = i—i— T Protoze plati y%1_)ml z 1o
. or—1
0 a lim

z—0x + 1
r—1

nespojitost. V bodé x = —1 je lim = —o00. Tedy bod z = —1 je bodem
z——14y T + 1

nespojitost funkce f(x) druhého druhu.

= —1, mé funkce f(z) v bodech x = 1 a x = 0 odstranitelnou

V1 -1
Priklad 26. Funkce f(x) = %
-

tak, aby byla funkce v bodé x = 0 spojita.

neni definovana v bodé x = 0. Urcete f(0)

Reseni:
Aby byla funkce f(z) v bodé x = 0 spojitd, musime ji tam dodefinovat jeji limitou.
Tedy

£(0) = lim vitr=1_
20 YT+ — 1

g (Yitz -1 Vitz+l (1+:L')2/3+(1+:c)1/3+1)
= 111m . . =
2=\ YT+z—-1 Vito+z (Q+2)?3+Q+2)/3+1

i (142 +0+2)3+1 3

z—0 Vi+z+1 2

1
Priklad 27. Funkce f(z) = sinz - sin — neni definovana v bodé x = 0. Urcete f(0)
x
tak, aby byla funkce v bodé x = 0 spojita.
Reseni:
Aby byla funkce f(z) v bodé x = 0 spojitd, musime ji tam dodefinovat jeji limitou.
Protoze je lim sinz = 0 a funkce sin — je omezend, je lim sinz - sin — = 0 Tedy
z—0 €T z—0 xT

musime polozit f(0) = 0.
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CVICENI 5 — Derivace
Priklad 1. Najdéte derivaci funkce f(z) = (1’3 — 222 + 1) (2333 + 2% — :E)
Reseni:
Funkci f(z) lze zapsat ve tvaru

f(z) =22% — 32° — 32* +22° + 2 — 2.

n—1

Podle véty o linearité derivace a znamého vztahu (m”)/ =nx je

f'(x) = 122° — 152* — 122 4 627 + 22 — 1.

Priklad 2. Najdéte derivaci funkce f(z) =

Reseni:

2
Jestlize napiSeme funkci f(z) ve tvaru f(x) =1 — N snadno dostaneme
x

4x
f/(x = 3 -
@+ 1)
v 1 .. 1+Inx
Priklad 3. Najdéte derivaci funkce f(z) = .
x
Reseni:
Pomoci véty o derivaci podilu ziskame
L (1o
—x— nx Inz
/ T _
f (l‘) - xQ 1‘2 .

2

Priklad 4. Najdéte derivaci funkce f(z) = 2%
Reseni:

KdyZ napiseme funkci f(z) ve tvaru f(z) =e
slozené funkce

2 e 7/ e v . .
©"In2 iskdme pomoci véty o derivaci

Fl(z) =e" 222102 =27 t1z1n2.

Piiklad 5. Najdéte derivaci funkce f(z) = 2%°.

Reseni:
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2z 1nx

Jestlize napiSeme funkci f(x) ve tvaru f(x) = e , ziskdme pomoci vty o

derivaci slozené funkce

2
fl(x) = e2@n® (21nx + f) =22* (Inz +1).

Piiklad 6. Najdéte derivaci funkce f(z) = In(arctgz).
Reseni:
Podle véty o derivaci slozené funkce a znamych vzorci pro derivace je

1 1
arctgr 1+ 22

f'(z) =

Piiklad 7. Najdéte derivaci funkce f(z) = log(z + V22 + 1).
Reseni:
Podle véty o derivaci slozené funkce a znamych vzorct pro derivace je

1 1 z 1
ILL‘ — . . 1+ ): .
f@ Inl0 z++vaz2+1 ( Va2 +1 In10-va2+1

Piiklad 8. Najdéte derivaci funkce f(z) = In(In(Inz)).
Reseni:
Podle véty o derivaci slozené funkce a znamych vzorci pro derivace je

F) - L

Inz) Inz =z

Priklad 9. Najdéte derivaci funkce f(z) = arcsin/x.
Reseni:
Podle véty o derivaci slozené funkce a znamych vzorci pro derivace je

1 1 1

o= - (va) ME 2/el-a)

Priklad 10. Najdéte derivaci funkce f(z) = arccotg(tg x)
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Reseni:
Podle véty o derivaci slozené funkce a znamych vzorct pro derivace je

@) = s = e =1

1+tg?x cos?z cos? x + sin® z

P¥iklad 11. Najdéte derivaci funkce f(x) = 22,
Resent: ,
Funkci f(x) pfepiseme do tvaru f(z) = e #. Podle véty o derivaci slozené funkce

dostaneme 91
ne
fl(z) = e 7 = 2¢ 1T n g,
T

Priklad 12. Najdéte derivaci funkce f(z) = — In (tg f) -
2 2 2sin” x
Reseni:
Pomoci vét o derivacich postupné dostaneme
f’(:c)zl 1 1 1_—sin3m—231naccos2:c:
2 tg(x/2) cos?(x/2) 2 2sin? 2

_ 1 —sin®z —2cos?z 1 sin®z + 2cos?x
"~ 4sin(z/2) cos(z/2) 2sin’ z " 2sinx 2sindz
_ 2(sin’z 4cosz) 1
B 2sin® z Cosindz

2
x
Priklad 13. Najdéte derivaci funkce f(z) = —x cotgz + ln(sin x) -5
Reseni:
Pomoci vét o derivacich postupné dostaneme

z(1 —sin’z
f(x) = —cotgw + J; + 2B p = # =
sin“x  sinx sin“ x
cos? x 9
=X ——5— =xcotg”x.
sin® x
o L1 . r—1 1 9
Priklad 14. Najdéte derivaci funkce f(z) = x arctg 11 2 In(z? +1).
x

Reseni:
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Pomoci vét o derivacich postupné dostaneme

, x—1 1 r+1—(x—1) 1 1
— arct : ) _ = SOy —
flw) = arctg == +2 1\ 2 (z+1)? 2:2+1
1+( )
r+1
) x—1+ 2z T
= arc — —
S (x+1)2+(x—1)2 2241
et 33—1+ 2x T st T —
= ar - = arctg —— .
S+l 2(z2+1) 22+1 S+l

x
r+1

Priklad 15. Najdéte derivaci f/(1) funkce f(z) = = + (x — 1) arcsin
Reseni:
V nékterych piipadech kdyz hleddme derivaci funkce f(z) v daném bodé, neni

tfeba hledat derivaci v obecném bodé, ale urcit derivaci pomoci definice. Naptiklad
v tomto pripadé je f(1) = 1. Tedy podle definice derivace je

1 1+h
/ IRT + . L _
f(l)—}llli% [h <1+h+harcs1n T 1)]

1+h 1
=1+ lim arcsin Lzl—l—arcsin—zl—l—z.
h—0 V2+h V2 4

Jinak lze vypocet zjednodusit i jinym zpusobem. Podle véty o derivaci souctu a
soucinu je

f'(x) = 1 + arcsin 1 +(z—1) {arcsin . f_ 1
x z |
Protoze v bodé x =1 je 1 rovno E a derivace funkce {arcsin 1 je
v tomto bodé omezena je
/ o1 , z | T
() = 1—|—arcsmﬁ +0- {arcsm 1 }m:1 =1+ 1

Priklad 16. Necht je D(x) tzv. Dirichletova funkce, ktera je definovana predpisem

1 pro x iracionalni

D(z) = {

0 pro x racionalni.
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Najdéte derivaci funkce f(x) = 22 - D(x) v bodé z = 0.

Reseni:

Protoze funkce D(z) neni spojitd dokonce v zddném bodé, musime se pokusit najit
derivaci f’(0) pomoci definice. Podle ni je

poy e JW) = £(0) . h*D(h) -0 _
J1(0) = Jimy = = iy =5 = i (RD(R)

Protoze plati [hD(h)| < |h|, je tato limita rovna nule. Tedy f/(0) = 0.

Priklad 17. Najdéte obé jednostranné derivace funkce f(z) = e 1%l v bods z = 0.
Reseni:

Pro z > 0 je f(z) = e~ l®l = e~ Tedy f}(0) = —1.

Pro z <0 je f(z) = e 1*l = e®. Tedy f’ (0) = 1.

P¥iklad 18. Najdéte obé jednostranné derivace funkce f(z) = Va2 v bodé x = 0.
Reseni:

Derivace funkce f(z) = V22 je v obecném bodé rfizném od nuly ddna vztahem
fl(z) = 3 2~1/3. V bodé = = 0 neni tato derivace definovéna. Proto radéji uréime

jednostranné derivace primo z definice. Pro z > 0 plati

VhZ -0
/ . . . . _1/3 .
fi.(0) = hhn(()1+ —— = hhn(f)1+ h = 400.

Pro z < 0 plati

vVh2 —0
! et .[[] —_— .[[| _1/3 —=
11(0) hlio, h hlio, h

1
P¥iklad 19. Najdéte derivaci f/(0) funkce f(z) = 2?sin — pro x # 0 a f(0) = 0.
x
Resent:
Protoze je lir% f(x) =0, je funkce f(z) v bodé z = 0 spojita. Lze se tedy pokusit
najit jeji derivaci. Derivace funkce f(x) v obecném bodé = # 0 je
1
f(x) = 2zsin = — cos — .
x x
Tato funkce ale nema limitu v bodé x = 0. Presto je

1 1 1
/ . - 2 s - — |5 1 p— —
11(0) = %11)1}) [h (h sin - O)} }llln% <hsmh) 0.

2

1
Tedy derivace funkce f(x) = z°sin — v bodé x = 0 existuje a je rovna nule. Uvé-
x

domte si, ze derivace této spojité funkce neni v bodé x = 0 spojita.
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CvVICENI 6 — Diferencialy a geometricky vyznam derivace
Priklad 1. Najdéte diferencial df(zo; h), kde f(z) = (sinz)® +z a zg = g

Reseni:
Diferencidl df(zg;h) funkce f(z) v bodé xg je definovan vztahem df(xg;h) =
f'(x0) - h. Protoze plati f(z) = (sinz)* + z = e* WGino) 4 2 e

/ o Na? : 2cos:c>
= 2zl 1.
f'(z) = (sinx) ( zln(sinz) + x P +

Tedy f'(n/2) =1 adf(x/2;h) = h.

1
1—22

cosh
Priklad 2. Najdéte diferencial df(zo; h), kde f(z) = ( ) +e%* axg = 0.

Reseni:
Diferencial df(xo;h) funkce f(z) v bodé z( je definovan vztahem df(xg;h) =

1 cosh x

f'(xo) - h. Protoze plati f(z) = (1 2) + @28 = e~ coshaln(l-a?) 4 o2z
-z

je

2
f'(x) = (1 — x?)~coshe (— sinhz - In(1 — %) + cosh x - 1 ’

263"
—x2>+ e

Tedy f'(0) =2 a df(0;h) = 2h.

cosh
1
Priklad 3. Najdéte diferencidl df(xzo;h), kde f(x) = (m) + e 3T
o = 0.
Reseni:
Diferencial df(xo;h) funkce f(z) v bodé z( je definovan vztahem df(xg;h) =

1 cosh x y

f'(xo) - h. Protoze plati f(z) = ( 5 2) + e 3% = g~ coshwn(e”—a%) 4 -3z
e —z

je

2
f(x) = (e? — %)~ coshe (— sinhz - In(e? — 2%) + cosh x - 2 ’ 2) —3e7%,

Tedy f'(0) = -3 adf(0,h) = —3h.

Priklad 4. Najdéte diferencial df(xo; h), kde f(z) = (sinz)® 4+ 2z a z¢ = g
Reseni:
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Diferencial df(xzo;h) funkce f(z) v bodé z( je definovan vztahem df(xg;h) =
f'(xo) - h. Protoze plati f(z) = (sinz)® + 2z = e*2(5In2) 4 24 e
cos

f(x) = (sinx)”® (ln(sinx) + xsinx) +92.

Tedy f'(n/2) =2 adf(w/2;h) = 2h.

Piiklad 5. Pomoci diferencialu najdéte piiblizné hodnotu 21-003,

Reseni:

Pomoci diferencialu lze pro hodnotu diferencovatelné funkce f(x) v bodé z ptiblizné
psat

f(z) = f(xo) +df(xo; 2 — 20) = f(x0) + f'(20) - (x — 20) = f(w0) + f'(20) - Az
V naSem ptipadé zvolime f(x) = 2%, 290 = 1 a x — 29 = Ax = 0.003. Potom

je f(xo) = f(1) =2 a f'(z) = 2% -In2. Tedy f'(z9) = f'(1) = 2-In2. Protoze
In2 = 0.69315 dostaneme 2193 ~ 2 4+ 2In2-0.003 = 2.004.

Priklad 6. Pomoci diferencidlu najdéte priblizné hodnotu In 1.1.

Reseni:

Pomoci diferencialu lze pro hodnotu diferencovatelné funkce f(z) v bodé z ptiblizné
psat

f(@) = f(wo) + df (xo; 2 — 20) = f(wo) + f'(20) - (x — x0) = f(wo) + f'(20) - Az

V naSem piipadé zvolime f(z) = Inz, 29 = 1 a  — 29 = Az = 0.1. Potom je

f(zo)=f(1)=0a f'(z) = é Tedy f/'(zo) = f/(1) = 1. Tedy In1.1 =~ 0.1.

Priklad 7. Pomoci diferencidlu najdéte pfiblizné hodnotu /80.

Reseni:

Pomoci diferencialu lze pro hodnotu diferencovatelné funkce f(z) v bodé z ptiblizné
psat

f(x) = f(xo) + df (wo; 2 — x0) = f(wo) + f'(w0) - (x — 20) = f(x0) + f'(20) - Az

V naSem ptipadé zvolime f(x) = /z, 290 = 81 a x — 9 = Az = —1. Potom je

flzo) = f(81) = 9 a f'(z) = % Tedy f'(z0) = f/(81) = 1—18 Tedy /80 ~

1
— - (—1) = 8.9445.
9+18( ) = 8.9445
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Priklad 8. Pro méfeni gravita¢niho zrychleni pomoci kyviu kyvadla se pouziva
420
T2’
na hodnoté g relativni chyba ¢ pfi méfeni: a) délky ¢; b) periody 17

vztah g = kde ¢ je délka kyvadla, T je perioda kyvu kyvadla. Jak se odrazi

Reseni:
Predpokladejme, ze ¢y a Ty jsou presné hodnoty délky kyvadla a jeho periody. Pak
e e ] 4y e e
je presna hodnota gravitacniho zrychleni gy = e Jestlize méfenim zjistime
délku kyvadla ¢ = ¢y + A/, resp. periodu T' =Ty + AT (Al =0 —Vy a AT =T —Ty
Al AT
se nagyvaji absolutni chyba a veli¢iny 0¢ = 72 0T = T jsou relativni chyby),
0 0
472y 4124,
) TOSP- Jo = 3

472(£ - KO)
T3

najdeme z daného vzorce zrychleni g = . Absolutni chyba

nalezeného gravita¢niho zrychleni je Ag = g—go = ,resp. Ag = g—go =

4720y 4Am* A
7;2 0 _ 7;2 9 Relativni chybu méreni g pak definujeme jako dg = 29, pomoci
0 go

diferencialti pak dostaneme v prvnim piipadé

4r?
0
Ve druhém pripadé je
4 2 4 2 2
mto U gO-AT, tedy dg = —20T .

I m+ar2 12 T T3

Obecné jestlize je znam vztah mezi dvémi veli¢inami y = f(z) a z méfeni veli¢iny
x urcujeme pomoci tohoto vztahu veli¢inu ¥y, dostaneme pro absolutni a relativni
chyby vztahy

Ay = f(x)—f(xo) = f(zo+Ax)—f(xo) = f'(x0)- Az a 5y:%zf/(x0).Ax_

Yo f(wo)
v .. . . l1—Inzx .
Priklad 9. Najdéte rovnice te¢ny ke grafu funkce f(x) = arccotg = v bodé
nx
M = [1;?}.
Resent:

Rovnice tecny ke grafu funkce y = f(z) v bodé z¢ je y —yo = f'(w0) - (z — z0), kde
Yo = f(zo). V nasem piipadé je yo = f(1) = arccotg 1 = Z a protoze

() = — 1 . —(1+lnm)/x—(1—lnm)/x,

(1—lnx> (1+Inz)?
1+

1+Inx
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je f'(1) = 1. Tedy rovnice hledané te¢ny je y — % =x—1,neboliy=xo—1+ %

1 1
Priklad 10. Najdéte rovnice te¢ny ke grafu funkce f(z) = — In— v bodé M =

x oz
[1; ?].

Reseni:

Rovnice teény ke grafu funkce y = f(z) v bodé z¢ je y — yo = f'(x0) - (93 — xo), kde
yo = f(x0). V nasem piipadé je yo = f(1) = 0 a protoze

f@)=—— > - =

22 x  x2’

je f'(1) = —1. Tedy rovnice hledané teény je y = —(x — 1), neboli y = —x + 1.

Piiklad 11. Najdéte rovnice te¢ny ke grafu funkce f(z) = (22 — l)smx v bodé

M = [7r; ?}.

Reseni:

Rovnice tecny ke grafu funkce y = f(z) v bodé z¢ je y —yo = f'(z0) - (z — z0), kde
Yo = f(zo). V nasem piipadé je yo = f(m) = 1 a protoze plati f( ) = esin® In(z -1,

je

f'(z) = (22 — 1)5n® <cos:c ‘In(x? — 1) +sinx - 290 1)

Tedy f’(m) = —In(n? — 1). Rovnice hledané te¢ny je y — 1 = —In(7? — 1) - (z — ),
neboli y = —xn(7? — 1) + wIn(7? — 1) + 1.

Priklad 12. Najdéte rovnice teény ke grafu funkce f(x) = (cos x) cosh +3x v bodé
M = [0;7].

Resent:

Rovnice teény ke grafu funkce y = f(z) v bodé zg je y — yo = [f'(z0) - (z —
o), kde yo = f(zo). V nafem piipadé je yo = f(0) = 1 a protoze plati f(z) =
ecosh:z:~ln(cosa:) + 3z, je

f'(x) = (cos z)°*"*(sinh x - In(cos x) — coshz - tgz) + 3.

Tedy f/(0) = 3. Rovnice hledané tecny je y — 1 = 3z, neboli y = 3z + 1.

coshzx
1
Priklad 13. Najdéte rovnice normaly ke grafu funkce f(z) = ( | 2) +e2®
—x
v bodé M = [O; ?].
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Reseni:
Rovnice normaly ke grafu funkce y = f(z) v bodé zo je —f'(z0) - (y — yo) =
x — xg, kde yo = f(z0). V naSem piipadé je yo = f(0) = 2 a protoze plati f(z) =

2 .
e~ cosh z-In(1—z<) +e2:c, je

f'(x) = (1 — g?)~coshe (— sinhz - In(1 — 2%) + cosh z - T3

> + 2e%%

Tedy f/(0) = 2. Rovnice hledané normély je —2(y — 2) = z, neboli y = —; + 2.

Piiklad 14. Najdéte rovnice normaly ke grafu funkce f(z) = (sin ac)% + 22 v bodé

M = [7/2;7].

Reseni:

Rovnice normély ke grafu funkce y = f(z) v bod& zo je — f'(z0) - (y — yo) = = — o,
2

kde yo = f(zo). V nasem pfipadeé je yo = f(7/2) =1+ % a protoze plati f(z) =

eQw-ln(sinx) + 5132, je

() = (sina)? (2 In(sinz) + 2z - C_"”) Lo
sin
/ ) ) . 2 - .
Tedy f’(w/2) = m. Rovnice hledané normdly je —7 [y — 1 — T)=c-3 neboli
__r w2 N 3
TR T Ty

Priklad 15. Najdéte rovnice normdly ke grafu funkce f(x) = (cos m)COShm +3x v
bode M = [0;7].

Reseni:

Rovnice normaly ke grafu funkce y = f(z) v bodé zo je —f'(z0) - (y — yo) =
x — xg, kde yo = f(z0). V nasSem piipadé je yo = f(0) = 1 a protoze plati f(z) =
ecoshw-ln(cosx) + 3z, je

f'(x) = (cos z)°"* (sinh x In(cos z) — coshz - tgx) + 3.

Tedy f/(0) = 3. Rovnice hledané normély je —3(y — 1) = z, neboli y = —% + 1.

T
Priklad 16. Najdéte rovnice normaly ke grafu funkce f(z) = n| —— | v
j y ke g f(z) ( m)
bodé M = [1/2;7].

Reseni:
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Rovnice normély ke grafu funkce y = f(z) v bod& zo je — f'(z0) - (y— yo) = = — o,

In3
kde yo = f(zo). V nasSem piipadé je yo = f(1/2) = —nT. Protoze

fa)= -+

x 1—x2’

8 8 In3 1
je f'(1/2) = —. Tedy rovnice hledané normaly je —— (y + n_) = x — —, neboli

3 3 2 9’
_ 3,3 I3
Y=78%T16 2

2

Priklad 17. Najdéte rovnice normaly ke grafu funkce f(x) = (sin m)x +3cosx v
bodé M = [r/2;7?].

Reseni:

Rovnice normély ke grafu funkce y = f(z) v bod& zo je — f'(z0) - (y— yo) = = — o,
kde yo = f(zo). V nasem piipadé je yo = f(n/2) = 1 a protoze plati f(z) =
v In(sinz) 4 3 cog x, je

_COS X

S x

f/(x) = (sin 96)9”2 (2:v In(sinzx) + z ) — 3sinzx.

Tedy f'(7w/2) = —3. Rovnice hledané normély je 3(y — 1) = = — g, neboli y =

x T

S

3 + 6

Piiklad 18. Najdéte rovnice normély ke grafu funkce f(z) = (4 — J:Z)Sinm +3cosx

v bodé M = [0; ?].

Reseni:

Rovnice normaly ke grafu funkce y = f(z) v bodé zo je —f'(z0) - (y — yo) =
x — xo, kde yo = f(z0). V nasSem piipadé je yo = f(0) = 4 a protoze plati f(z) =
esin z-In(4—x?) +3cosz, je

2x
4 — x2

f'(x) = (4 — z?)sn7 (COS$1D(4 —z?) - : sinx) — 3sinz.

Piiklad 19. Urcete rovnici te¢ny ke grafu funkce y = 23 +x—2, kterd je rovnobézné
s pfimkou y = 4z — 1.
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Reseni:

Rovnice teény ke grafu funkce y = f(x) v bodé xy je dana rovnici y — yo = f'(z0) -
(z — 20), kde yo = f(x0). Protoze f’(xo) je smérnice hledané te¢ny, kterd mé byt
rovnobézna s danou piimkou, jejiz smérnice je k = 4, budeme hledat na grafu
funkce y = 2 +  — 2 body [z0;yo], ve kterém je f'(z¢) = 323 + 1 = 4. Z této
rovnice najdeme xo = £1. Proto jsou body dotyku [1;0] nebo [—1; —4]. Rovnice
hledané teény tedy jsou y = 4(xz — 1) nebo y + 4 = 4(x + 1). Hledana rovnice teény
je y = 4x, kterd se grafu funkce dotyka ve dvou bodech [1;0] a [—1; —4].

Piiklad 20. Urcete rovnici te¢ny ke grafu funkce y = 23 + 322 — 5, kter4 je kolm4
na primku 2z — 6y + 1 = 0.

Resent:

Rovnice tecény ke grafu funkce y = f(x) v bodé x¢ je dana rovnici y — yo = f/(zo) -
(z — 20), kde yo = f(x0). Protoze f’(zo) je smérnice hledané te¢ny, kterd mé byt

1
kolmé na danou primkou, jejiz smérnice je k = 3’ budeme hledat na grafu funkce

y = 3 + 322 — 5 body [:I;o;yo], ve kterém je f'(xo) = 3z3 + 619 = —3. Z této
rovnice najdeme xg = —1. Proto je bod dotyku [—1; —3]. Rovnice hledané te¢ny
tedy je y + 3 = —3(z + 1), neboli y = —3z — 6.

Priklad 21. Urcete rovnici te¢ny ke grafu funkce y = In x, ktera je kolméa na primku
y=—2zx—1.

Reseni:

Smérnice dané piimky je k, = —2. Protoze hleddme te¢nu kolmou na tuto piimku,

musi byt jeji smérnice rovna k; = 3 Protoze smérnice teény ke grafu funkce y =

1 1
f(x) v bodé zg je k = f'(x0), musi pro z( platit rovnice f'(xg) = — = X Tedy
To

bod dotyku je [2;1n2]. Rovnice hledané teény je tedy y — In2 = 3 (x — 2), neboli
Yy = g —1+1In2.

Piiklad 22. Urdéete rovnici normaly ke grafu funkce y = 2 — 4z + 5, kterd je
rovnobézna s piimkou x + 4y = 0.

Reseni: .

Dané pfimka ma smérnici k, = T Norméla ke grafu funkce y = f(x) v bodé x¢
1

ma smérnici k,, = —W. Protoze hledame rovnici normaly rovnobézné s danou
Zo

pfimkou, musi pro bod z¢ platit f'(z¢) = 229 — 4 = 4. Z toho plyne z¢o = 4

a yo = f(zo) = 5. Rovnice hledané normély je tedy y — 5 = o , neboli

— 246
y=-7+6
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Priklad 23. Urcete rovnici normaly ke grafu funkce y = —\/x + 2, ktera je kolma
na primkou y = —g + 4.
Reseni:

Dana pifimka ma smérnici k, = —%. Piimka kolma na tuto pfimku méa smérnici
1
 f(=o)’
Protoze hledame rovnici normaly kolmé danou primkou, musi pro bod x( platit

1
f(xo) = —2\/30_0 = -3 Z toho plyne zop = 1 a yo = f(xp) = 1. Rovnice hledané

normaly je tedy y — 1 = 2(x — 1), neboli y = 2z — 1.

k = 2. Normala ke grafu funkce y = f(z) v bodé xy ma smérnici k,, =

9
Priklad 24. Ke grafu funkce y = ? i E vedte tecny, které prochazeji bodem [0;0].
x

Reseni:

Rovnice te¢ny ke grafu funkce y = f () v bodé z¢ je y —yo = f'(z0) - (z — x0), kde
yo = f(xo). Nasim tkolem je na grafu funkce y = f(z) najit bod [.%‘0; yo} tak, aby
primka y — yo = f'(z0) - (1’ — 330) prochazela bodem [0; 0], tj. bod, pro ktery plati

. . i) + 9 4
= f'(xzg) - xog. Protoze je yg = a f'(rg) = —————, budeme hledat
Yo = f'(zo0) - 7o Jeyo =7 75 f'(xo) (20 5 5)2
9 4
¥eSent rovmice — 202 — 20 615 22 1 1850+ 45 = 0. Jejf FeSent jsou zo = —3

$0—|—5 N (Jfo+5)2,
nebo zy = —15. Hledané body dotyku proto jsou [—3;3] nebo [—15;3/5]. Protoze

1
je f'(=3) = =1 a f'(—15) = ~35 dostavame dvé teény y — 3 = —(x + 3), neboli

3 x+15

a eboli 33
= —z ——=———'n iy =——.
Yy y ay 5 o5 Yy o5

1
Priklad 25. Ke grafu funkce y = — vedte tecny, které prochazeji bodem [—1;1].
x

Reseni:

Rovnice teény ke grafu funkce y = f(z) v bodé zo je y — yo = f'(z0) - (z — x0),
kde yo = f(zo). Nasim tikolem je na grafu funkce y = f(x) najit bod [zo;yo]
tak, aby pfimka y — yo = f'(z0¢) - (:1: — :1:0) prochézela bodem [—1;1], tj. bod, pro

ktery plati 1 — yo = f'(x0) - (=1 — z¢). Protoze je f'(z¢) = musi x( spliiovat

-,
1 1 o
. . —1 =20 ... s s
rovnici 1 — P R ¢ili 23 — 220 — 1 = 0. Jeji feSent jsou g = 1 £ V2.
0

0
Tedy hledané body dotyku jsou [\/§ +1;V2 — 1] a [1 —V2; -1 - \/ﬂ Protoze je
f’(\/§ +1) = -3+ 2v2 a f'(1 - \/5) = —3 — 2v/2, jsou rovnice hledangch tecen
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y—v2+1=(-3+2v2)(z—+v2-1), neboli y

= (—3+2\/§)x—2+2\/§,a
y+1+v2=(-3-2v2)(x -1+ v2), neboli y = (-3

—2V2)z — 2 - 2V2.

Piiklad 26. Najdéte rovnice teen k hyperbole 722 — 2y? = 14, které jsou kolmé
na pfimku 2z + 4y — 3 = 0.

Reseni:

Smérnice dané pfimky je k, = —%. Proto musi byt smérnice teény rovna k; = 2.
Budeme tedy na hyperbole hledat body [zo;yo| takové, aby y) = f'(z0) = 2.
Predpokladejme, 7e jsme nasli feSeni y = y(z) rovnice 722 — 2y? = 14. Jestlize
derivujeme tuto rovnice, dostaneme v bodé z vztah 14xo—4yoy{, = 0. Hledané body
dotyku [a:o; yo] tedy musi proto spliiovat vztahy 14x¢ — 8yo = 0 a 722 — 2y2 = 14.
Reseni této soustavy rovnice ndm d4 dva body dotyku [4;7] a [—4; —7]. Existuji
tedy dvé teény s danymi vlastnostmi: y — 7 = 2(z — 4), neboli y = 2z — 1, a
y+7=2(x+4),éliy =2z +1.
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CvICENI 7 — L’Hospitalovo pravidlo, derivace vyssich radu
Piiklad 1. Dokazte nerovnost ‘sinx — siny‘ < ‘:1: — y‘
Reseni:
Uvazujme funkei f(z) = x — sinz. Protoze je f(0) =0 a f'(x) = 1 — cos z, existuje
podle Lagrangeovy véty o stiedni hodnoté ¢islo € € (0, z), pro které plati rovnost
f(x) = f(0) =z —sinz = (1—cos§)x. Protoze je 1 —cos{ > 0 dostaneme pro z > 0
nerovnost x — sinz > 0. Tedy pro x > 0 plati nerovnost sinx < .

x T —
Pomoci vztahu sinx — siny = 2 cos —2|—y sin 5 Y dostaneme
x x — T —
|Sinx—siny|: 2 cos ;ysin 2y §2Sin| Y §|m—y{,

lz—yl e —yl

T
rotoze |cos
P 2 = 2

y‘glasin

hr —
Priklad 2. Najdéte lim ———— ",
x—0 x

Reseni: 0
Jde o limitu vyrazu typu —. Protoze citatel i jmenovatel jsou diferencovatelné
funkce, 1ze pouzit 'Hospitalovo pravidlo. Pomoci néj dostaneme

coshx — cosx sinh z + sinx

lim ———— = lim
r—0 l‘z z—0 2x

0
Limita je opét typu 0 Proto pouzijeme I'Hospitalovo pravidlo jesté jednou a

dostaneme
. coshz — cosx . sinhz +sinz . coshx + coszx
lm ———=lim —-——=lim ——— =1.
x—0 :L‘Q x—0 2x x—0 2

t —
Piiklad 3. Najdéte lim —22 2
z—0 T —SsInx
Reseni: 0
Jde o limitu typu 0 Vsechny predpoklady pro pouziti ’'Hospitalova pravidla jsou

splnény. Pomoci néj dostaneme

1

-1 2
. ) 2 . 1—cos“z . .
lim . = lim €98°%L  — lim ———— " . lim 5 = lim (1—|—cosw) =2.
z—0x —sinx z—0 1 —coszx z—0 1 —cosx z—0cos?xr z—0

tgxr —x
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tgx —1
Priklad 4. Najdéte lim ——2
x—0 x
Reseni:
Nejprve najdeme limitu liII(l) x cotg x. Ta je typu 0 - co. Ale lze psat
Tr—

) . CoS & . . x
lim x cotgx = lim x - — = lim cosz - lim —

z—0 z—0 s x z—0 z—0 SInx

=1.

0
Proto je dana limita typu o Vsechny predpoklady pro pouziti ’'Hospitalova pra-

vidla jsou splnény. Proto je

cotgx —

. xcotgx —1 . 2 . sinxcosx —x
lim ————— = lim SIL XL — 1im — =
z—0 T z—0 2z z—0  2xsin‘x
. sinzcosx —x . x? . cos?x —sin®z —1
= lim lim —— = lim 5 =
z—0 23 z—0 sin“ ¢ z—0 6x
. =2 sin® 1
= lim 5 = ——
z—0  Ox
1 — cosx?

Priklad 5. Najdéte lim ———.
r—0 x2sinx?

Reseni: 0
Jde o limitu typu 0 Protoze jsou splnény vsechny predpoklady pro pouziti ’'Hospi-
talova pravidla, je jej pro vypocet této limity mozné pouzit. Ale pfi podrobnéjsim
zkouméani daného vyrazu, zjistime, Ze se v ném proménnad z vyskytuje pouze ve
tvaru z2. Proto je mozné zavést pomocnou proménnou ¢ = x2 a zkoumat limitu

1 —cost

Jim et pro kterou je pouziti I’Hospitalova pravidla jednodussi. Dostaneme
—04 S11

. 1 —cost . t . sint 1
lim T o o = lim s lim —Q = 11m — .
z—0 r*sinx t—04 t t—04 sint  t—04 2t 2

arcsin 2x — 2 arcsinx

Piiklad 6. Najdéte lim 3
x—0 x
Reseni:

0
Jde o limitu typu 0 Vsechny predpoklady ’Hospitalova pravidla jsou splnény.
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Proto 1ze psat

2 2
lim arcsin 2z — 2 arcsinx ~ lim V1 — 422 B V1 — 22 _
x—0 1‘3 x—0 31‘2
. 2 V1 =22 — /1 — 422
= lim - lim =
=0 3v/1 — 4w2/1 — 22 2—0 x?
x N 4o
2y, VTP Vw23
3 z— 2z 3 2
1 1 1
Priklad 7. Najdéte hm — < — —)
r—0x \tghx tgz

Reseni:
Dany vyraz lze psat ve tvaru

lim — = lim

1 fcoshxz cosx . cosh x sin x — cos x sinh x
z—0 I z—0 z sin x sinh z

sinh x sin x

0
Tato limita je typu 0 Protoze jsou splnény vsechny predpoklady 1I’Hospitalova

pravidla je jej mozné k vypoctu této limitu pouzit. Ale pfimé pouziti tohoto pravidla

je pomeérné pracné. Protoze je lim = lim

- =1, je vyhodnéjsi psat
z—0sinx z=—0sinhx

cosh z sin z — cos x sinh «

lim - - =
2—0 x sin z sinh
coshzsinz — cosxsinhz . T . T
= lim 3 - lim — - lim — =
z—0 €T z—0sinx =z—0 sinhx
. 2sinzsinhz 2 . sinz .. sinhzx 2
=lim ——— = — lim - lim = —.
z—0 32 3z—0 x z—0 3

Priklad 8. Najdéte hm (cotg z)¥™®,

x—0 +
Reseni: .
Protoze je (cotg x)smm = eSinx'ln(COtgm) a funkce f(x) = e” je spojitd v celém R,
staci najit limitu lirgl sinx-In (cotg x) Tato limita je typu 0-oco. Proto ji prepiSeme
r—U

na tvar vhodny pro pouziti I’Hospitalova pravidla.

ln(cotg x)
lim sinz - ln(cotg x) = lim ——= =
J:—>0+ 1:—>O+ 1
sin x
1 1
. cotgr sin’z . sinwz

= lim COS T =1 =0.

204 _ z—04 cos? x

sin? x
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Tedy lim (cotgz)™™® = e’ = 1.

LE—>0+

1 1
Priklad 9. Najdéte lim ( >
z—0\xr e —1
Reseni:
Jde o limitu typu oo — co. Proto vyraz upravime. Plati

. 1 1 o oef—1—x
hm - — :hm—.
z—0 \ & et —1 z—0 w(e$ —-1)

0
To uz je limita typu 0 Proto bychom mohli pouzit I’'Hospitalovo pravidlo. Vypocet

:I:_

se zjednodusi, jestlize pouzijeme znamé limity lim

= 1. Pak lze psat
x—0 €

. 1 1 . ef—-1—z
lim | — — = lim —— =
z—=0\x e —1 z—0 x(em — 1)

1
£—0 2 z—0e* —1 z—0 2 2"

. 1/
Piiklad 10. Najdéte lim (W) .

x
Resend: )
) arcsin x
arcsinz \ */ n T
Méme urcit limitu vyrazu lim | ———— = lim exp | ————— |. Protoze
z—0 €T z—0 €T
arcsin
In —
je funkce f(x) = e® spojita, sta¢i najit limitu lim o
xr— €T
arcsin x 0
Nebot 11 L———— = = 1, jde o limitu typu 0 Mizeme se tedy pokusit najit tuto

limitu pomoc1 l Hospitalova pravidla.

) arcsin T T . 9
n|{— - —arcsinz | x
x I arcsinx \ /1 — 12
= lim

lim _

x—0 3:2 r—0 2.’1}

e T i 1 I x—+1—x2- arcsinz

_Ea: arcsinx.xli%w/l_ﬁ o 3 =

_ 1 lim xarcsinx B 1 I 1 y arcsin B 1
§xH03x21/1_$2_65€1§6 /—1—332‘;1;13})—x =5
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. /x2
Hledana limita tedy je lin%) (M) — ¢!/,
xr— €T

2 o3 1
Priklad 11. Najdéte lim ~500/%)
z—0 sinx
Reseni:

0
Jde o limitu typu 0 Miuzeme vyzkouset I’Hospitalovo pravidlo. Dostaneme

2 . . _
lim & Sl.Il(l/CL’) — lim 2zsin(1/z) — cos(1/z) '
z—0 s T z—0 COS T

Ale limita v pravo neexistuje. Proto v tomto pfipadé nevede pouziti I’Hospitalova
pravidla k cili. Proto vyraz upravime.

. !
_ = - -lim (xsin— | =0,
z—0 sinx z—0sInxr z=—0 x

protoze prvni limita je 1 a druh& je rovna nule, nebof sin — je omezena funkce a
x

lim z = 0.
x—0

P¥iklad 12. Najdéte y” pro funkci y = (1 + 2?) arctg z.
Reseni:
Prvni derivace této funkce je y' = 2x arctg x + 1. Druhd derivace je derivace prvni

derivace. Tedy
2x

14227

y" = 2arctgx +

Priklad 13. Najdéte y® pro funkei y = zIn .
Reseni:
Naptiklad postupnym derivovanim dostaneme

5 __ 0

" 1 " iz? y(4):3 a y -

ylzlnx—}-l’ y =—-, Yy =—-
X

Priklad 14. Najdéte y(199) pro funkci y = x sinh .

Reseni:
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V tomto prikladé je vhodné pouzit Leibnizuv vzorec (uv)(n) = Z (Z) uFy(n=Fk),

k=0
Prou=zjevw =1au™ =0pron >1aprov = sinhz je v®%) = sinhz a
v(%*+1) = cosh x dostaneme

100
(x sinh x)(100) = xsinhx + ( ] ) coshz = xsinhz + 100 cosh « .

Piiklad 15. Najdéte d%y pro funkci y = cos® x - cosh .

Reseni:

Sesty diferencial funkce f(z) je definovan vztahem dSf(z) = f()(z)dz®. Proto
musime najit Sestou derivaci f(6)(z) funkce f(x) = cos? z-cosh 2. Napiiklad pomoci
Leibnizova vzorce dostaneme

(cos2 x cosh .’13) ©) _ cos? aj(cosh at) ©) + (f) (cos2 x)/(cosh :1:) (5)—1—
6 2 1" (4) 6 2 1" 1"
+ 5 (cos x) (cosh m) + 3 (cos :L') (cosh IL’) +
+ (i) (cos2 sc)(4) (cosh x) " + (§> (cos2 x) ) (cosh x)/—l—

+ (2) (cos2 90)(6) coshz =

= cos® z cosh z — 6 sin 2z sinh z — 30 cos 2x cosh 7 + 80 sin 2z sinh z+
+ 120 cos 2x cosh z — 96 sin 2z sinh z — 32 cos 2x cosh z .
Tedy hledany diferencial je

déf = (cos2 x cosh x — 22 sin 2x sinh x 4+ 58 cos 2x cosh :1:) dab .

Priklad 16. Najdéte y(™ pro funkei y = cos? .

Resent: )

Nejdrive urc¢ime nékolik derivaci dané funkce. Plati ((3052 3:) = —2coszsinx =
—sin 2z. Déle

(0052 x)// = —2cos2x = —2sin <2x + g) )

(0052 a:)m = —4cos2x = —4 sin(233 + 77) e

Lze odhadnout, ze pro n > 1 mtize platit vztah

n -1
(cos2 a:)( ) = —on~Llgin (2x + n 5 7r) .
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Tento vztah nyni dokdZeme indukci. Pro n = 1 jsme platnost tohoto vztahu jiz
ovétili. Zbyva nam ukézat, Ze z jeho platnosti pro n plyne tento vzorec pro (n+1).
Derivovanim dostaneme

n -1 \7 —1
(cos2 :)3)( T {—2n_lsin (2(L‘ + n 5 7T):| = —2" cos <2x + i 5 7'(') =

= —2"sin <2x + gw) .

Tedy tento vztah plati pro vSsechna n € N.

Piiklad 17. Dokazte, ze Cebysevovy polynomy

1
2m—1

T (x) = cos(m arccos ), m=12,...

spliuji rovnici
(1 — 2T (z) — 2T, (z) + m*Trn(z) =0.

Reseni:
Derivaci dostaneme

m sin (m arccos x)

T =
m(ﬂf) gm—1 m

m I sin (m arccos x)
T) (x) = (112 <—m cos(marccos ) + i )

Po dosazeni téchto derivaci se dany vztah snadno ovéri.

Piiklad 18. Laguerrovy polynomy jsou definovany vztahy

Lm(x):emci—mm(xme_x), m=20,1,2,....

Dokazte, ze L,,(x) splituje rovnici
zL! () + (1 —2)L () + mL,,(z) =0.

Navod: Pouzijte rovnici zu’ 4+ (x — m)u = 0, kde u = z™e~*.

Reseni:
Nejprve ovéfime vztah zu' + (x — m)u = 0, kde u = x™e~*. Snadnym derivovanim
dostaneme



m, —T

Me™® — g™ e = (m — x)a™e " = (m — x)u.

= mx
Dan4 rovnice pro funkce L,,(z) lze psat ve tvaru

x(ewu(m))// +(1-=x) (e‘”u(m))/ + me"u(™ =
= x(e“u(mH) + 2e%u(mHD) 4 ewu(m)) +(1—x) (emu(mH) + emu(m)) + me®u™ =
= ze®u(™? (1 4 2)e®u™ Y + (m +1)eu(™ = 0.

Kdyz derivujeme (m+ 1)-krat vztah zu'+ (x —m)u = 0, ziskdme, az na vynasobeni
funkci e* pravé tuto rovnici.

Piiklad 19. Hermitovy polynomy jsou definovany vztahy

dm
H,(z) = (—l)mexzd%—m (e_”Q) ) m=0,1,2,....

Dokazte, ze H,,(x) spliiuje rovnici

H) (z) — 2zH,,(x) + 2mH,,(z) = 0.

Néavod: PouZijte rovnost u’ + 2zu = 0, kde u = e—°
Reseni:

. g2 . 2 . ,
Derivace funkce u = e™* je u' = —2xe™* = —2zu. Tedy plati nad$ pomocny vztah.

. . 7 7 . . ’ _— 2
Danou diferencialni rovnici lze zapsat pomoci funkce ©u = e™% ve tvaru

<em2u(m))// —2x (ew2u(m)>/ + 2me® u(m =

= e u(MT2) | 4pe® y(m+D) 4 (2 + 4$2)€m2u(m)—
— 2 <ex2u(m+1) + 2:cew2u(m)> +2me” ul™ =

— e’ (u(m+2) + 2zu(mtD) 4 2(m + 1)u(m)> =0.

Ale to je a# na nasobeni funkci e®” vztah, ktery ziskdme po (m + 1)-ni derivaci
vztahu v’ 4 2zu = 0.
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CVICENI 8 — Derivace funkce zadané parametricky a implicitné

Necht jsou funkce z = ¢(t) a y = ¥(t), t € (a,b), diferencovatelné. Pokud je

de

dt dt

derivace je o= m kde pfedpokladame, Ze je za t dosazeno t = (=D (z). V
€z ¥

takovém piipadé je funkce y(z) = 1 o (=Y (z) = ¢ (p(~Y(z)) diferencovatelna v

intervalu (o, 3) = ¢(a,b) a pro jeji derivaci plati

(t) = p(t) # 0 pro t € (a,b) pak existuje inverzni funkce t = (=Y (z). Jeji

-1y
0= (o) - - -

kde opét bereme t = p(~1)(z). Podobné se najdou i vyssi derivace. Napfiklad pro
druhou derivaci plati

dy . d(Y@)\d d[(¥)1
=g e ) w T w\e) e

Priklad 1. Najdéte derivaci y’(z) funkce definované parametricky rovnicemi z =

tet sin 2¢ ( ™ 7'(')
ay= ——,— .
g y 2 ) 27 2
Reseni:
. i sin 2t | . 1 ) ..
Derivace funkci x = tgt a y = jsou &(t) = 2y @ y(t) = cos 2t. Protoze je
cos

#(t) # 0 pro t € (—g, g), je funkce y = y(x) dobfe definovana. Pro jeji derivaci

plati
d 2t 1—tg?t 1— 22
—y:y’(x):&zzcos%-cos%: & 5 = :1:2.
dz 1/cos?t (14 tg2t) (1+22)

Priklad 2. Najdéte derivace y'(x) a y”(x) funkce definované parametricky rovni-
cemi x = acost a y = bsint, t € (0,2m).

Reseni:
Protoze je #(t) = —asint a y(t) = bcost, ziskdme pomoci obecného vzorce pro
derivaci parametricky zadané funkce
, y(t) b
Tr) = "—F—==—— cotgt.
y(z) =~ D~ Ta ot

Druhou derivaci lze urcit ze vztahu

oA 1 b
V'@ =g (53) 70 =
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Priklad 3. Najdéte rovnice teény ke kfivce, kterd je definovana parametricky
rovnicemi z = acos®t a y = asin®t, t € (0,27), v bodé to.

Resend:

Rovnici te¢ny najdeme ze vztahu y — yo = v/ (o) - (:v — a:o). Zde je xg = acos®ty a
Yo = asin® tg. Protoze je #(t) = —2acos® tsint a y = 3asin®t cost, je

3a sin® to costy
/
To) = = —tgiy.
y (zo) —3a cos? tgsin tg gto
Tedy rovnice hledané tecny je y — a sin® to = —tgto - (:c — acos® to).

Vsimnéte si, ze problémy nastanou v bodech, kdy je tgtg = 0, tj. v bodech ¢y = gﬂ'.
V téchto bodech jsou totiz obé derivace & i y rovny nule. Kdyz si nac¢rtnete danou
kiivku (asteroidu), snadno zjistite, pro¢ nastavaji v téchto bodech problémy.

Jind moznost, jak najit rovnici tecny, je napsat jeji parametrické rovnice. Tecny
vektor je 7 = (&, ¢). Parametrické rovnice pfimky, ktera prochdzi bodem [:Eo; yo] a
ma smér T = (71, 7T2) jsou & = xg + t11, Yy = Yo + t72, kde t € R je parametr. Tedy
rovnici teény lze napsat v parametrickém tvaru x = acos®ty — 3at cos? tysintg a
y = asin® tg + 3at sin® ty costy, kde t € R je parametr.

Priklad 4. Necht je x = rcosp a y = rsing, kde r > 0 a ¢ € (0,27). Najdéte
te¢nu ke kiivce, kterd je definovana rovnici r = 1 + cos¢ v bodé y.

Reseni:

Kf¥ivka je ddna parametrickymi rovnicemi x = (1+cos ) cos p ay = (14-cos ¢) sin ¢,
kde ¢ € (0,27) je parametr. Derivace téchto funkci jsou

Z(p) = —sinp — 2cos psin p = —(sin ¢ + sin 2¢p)

2

() = cosp + cos ¢ — sin® ¢ = cos p + cos 2 .

2 4
Derivace Z(¢) = 0 v bodech ¢ =7, ¢ = 3Tap=gm V téchto bodech neni jisté,

zda lze najit inverzni funkci k funkci z(p) = (1 + cosp)cose a tedy ani y jako
funkci proménné x. V jinych bodech ¢q je

€os o + €os 2¢q
sin o + sin 2

Y (wo) =

Tedy rovnice tecny je

oS g + €os 2¢g
sin g + sin 2¢g

y — (14 cospp) singy = — - (2 — (14 cospg) cos @ -
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Stoji za zapamatovani si uvédomit, ze v bodech ¢ = §7r ap = 57? lze vyjadrit ¢

jako funkci y. Proto lze v téchto bodech najit funkci x = z(y) a pomoci této funkce
najit tecnu.

Priklad 5. Necht je funkce y = y(z) definovana jako feSeni rovnice eV +zy —e = 0.
Najdéte derivaci této funkce v bodé =z =0, y = 1.

Reseni:

Bod [0; 1] vyhovuje dané rovnici. Lezi tedy na dané kiivce. Proto je mozné hledat
v okoli tohoto bodu funkeci y = y(x).

Predpokladejme, ze jsme tuto funkci nasli. Pak pro ni plati rovnice ey(m)+a:y(:c)—e =
0. JestliZe tuto rovnice zderivujeme podle proménné x, dostaneme pro derivaci y'(x)
rovnici

e? @y (z) + y(z) + 2y'(x) =0 neboli (z+ )y () = —y(x).
Za piedpokladu, ze (z + ey(m)) # 0 lze z této rovnice vyjadrit y’(x) jako

y(x)

/ P —
Y (:13) - T _|_ey(x) .

Tedy v bodé [0;1] je y'(0) = e~ .

Priklad 6. Najdéte mnozinu, ve které existuje inverzi funkce x = z(y) k funkci
y = x + Inx a urcete derivaci této inverzni funkce.

Reseni:

Defini¢ni obor dané funkce y = f(x) = x+1Inz je Dy = (0, +00) a jeji obor hodnot
1

je Hy = R. Protoze je y'(z) = 1+ — # 0 a spojitd na celém Dy, existuje inverzni
x

funkce z = x(y) pro vSechna y € R. Derivace této inverzni funkce je rovna

dz 1 T

dy  y'(x) w+1

Priklad 7. Najdéte derivaci funkce y = y(x) definované implicitné rovnici

arctg% =1In+/x2 +y2.
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Piedpokladejme, Ze jsme nasli funkci y = y(z), kterd je fesenim této rovnice. Pro
tuto funkci tedy plati vztah

arctg y(@) =In+/2? + y%(z).
x

Jestlize tuto rovnici zderivujeme podle proménné = a predpokladame, ze y = y(x),
dostaneme pro derivaci y'(z) vztah

zy'(x) —y(z) _ 2 +y2)y'(z)

a2 +y2(z) 2?4y ()
Z této rovnice ziskdme vztah (a: — y(x))y'(a:) = x + y(x). V bodech, kde neni
x — y(x) = 0, tj. v bodech, kde neplati ln(mﬁ) = %, lze pséat
: z + y()
y(r) = ——=.
)= 3= y(x)

Piiklad 8. Necht je ddna funkce y = f(z). Najdéte kruznici (z —25)% +(y—ys)? =
R? tak, aby prochézela bodem [z¢;yo] grafu funkce y = f(z) a méla v tomto bodé
stejnou prvni a druhou derivaci jako funkce y = f(x) (oskulacni kruznice).

Reseni:
Jestlize derivujeme rovnici kruznice jako implicitné zadanou funkci v bodé z,
ziskame vztahy

To—ws+ (Yo —vs)vo =0 a 1+ (vh) + (vo —vs)vf =0,

kde yo = f(xo), yy = f'(x0) a y§ = f"(x9). Tedy soufadnice stfedu kruznice
[905; yg] a jeji polomér R musi spliiovat vztahy

(zo — xs)2 + (yo — ys)2 = R?
zo — s+ (Yo — ys)yy =0
1+ (y9)” + (yo — ys)yl = 0.

Reseni této soustavy rovnic je
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(1+ (y6)>3/2

//|

‘?Jo

\2)3/2

1 (1 + (v6) )
Obvykle se nazyva R polomér kiivosti a k = 7= | ”’
Yo

vSech stfedti oskulac¢nich kruznic [xg; ys] se nazyva evoluta dané kiivky y = f(x).

krivost. Mnozina

Priklad 9. Najdéte mnozinu v8ech stiedi kiivosti (evolutu) elipsy dané paramet-
rickymi rovnicemi 2 = acost, y = bsint, kde ¢ € (0, 27).

Reseni:

Podle predchazejiciho prikladu méame najit mnozinu vsech bodu [xs; ys}, kde

1+ 1) 1+ 1)
xszﬂﬁ‘o—%yé, ys:yo—kﬁ.
Yo Yo

Tedy sta¢i ndm najit 3'(x) a y”(x). V nasem pfipadé jde o parametricky zadanou
krivku. Prislusné derivace

b

b
") = —= cotgt a o'(x) = ———n
y'(z) =~ cotg yi@) =

jsme jiz nasli v prikladé 2. Po dosazeni do ptislusnych vztahti ziskdme

2 o2 2 a2 2 _p2
a”sin”t 4 b° cos“ ¢ a‘—b
xs(t) = acost — cost = cos> t
a a
2 qini2 2 2 2 _p2
a®sin“t + b% cos“ t a‘—b
ys(t) = bsint — —;; sint = — 7 sin®t,

kde t € (0,27). To jsou parametrické rovnice evoluty. Jestlize z téchto rovnic vy-
lou¢ime parametr ¢, dostaneme implicitni vyjadfeni evoluty ve tvaru

(ax)2/3 + (by)2/3 _ (a2 _ b2)2/3 _ 64/37

kde e = va? — b2 je excentricita dané elipsy.

Piiklad 10. Hmotny bod M se pohybuje v roviné xy po elipse s poloosami a > b,
jejichz jedno ohnisko lezi v poc¢atku souradnic. V polarnich souradnicich x = r cos ¢,
VaZ — b2

y = rsin ¢ je rovnice takové elipsy dana rovnici r(1+¢ccos p) = p, kde e =
a

b2
je relativni vystrednost elipsy a p = —.
a
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Dale plati, ze plosna rychlost pohybu bodu M je konstantni, tj. v polarnich soutrad-
nicich plati vztah S = = r2 = konst.
Najdéte zavislost zrychleni bodu M na jeho soutradnicich.
Reseni:
Parametrické rovnice bodu M jsou z(t) = r(t) cos p(t) a y(t) = r(t) sin p(t). Jejich
derivovanim dostaneme

T =1Ccosyp —rpsinp

Uy = 7sinp 4 ry cos ¢

T =TCoSyY —2r¢Ysinp — rpsing — r(gb)2cosgp

Yy = 7siny 4+ 27¢Y cos ¢ + rY cos p — r(gb)Qsingo

p

Mezi r a ¢ plati podle zadani vztah r = (1+€ cos ¢)p, neboli r = ————— Prvni
1+ecosp
25
derivace ¢ vyhovuje rovnici ¢ = —-. Derivaci vztahu pro r ziskame
r
_ pepsingp  2peSsingp  2eSsing
" (I+ecosp)?  72(l+ecosp)? p
kde jsme pouzili vyrazy pro ¢ a p.
Najdeme jesté druhé derivace ¢ a ¥. Snadno dostaneme
. 4S5t 852 sinp
TR T T, 3
2S¢ 45%¢ cosyp
F=——(pcosp = 5
P r
Po dosazeni do vztahti pro & a g, ziskdme
. 458% cos’¢p 85% sin®y 85% sin®p  4S5% cosy B
T = p . ,,,,2 J— p . 7,2 + p . 7,2 — p . ,),.3 —
_ 45 (recosy — p) cos 457 T COS 457 ‘
~ prd - =3 - ' 3/2
pr pr P (xz + yg) /
. 48%¢ . cos @ sin n 85%¢ ' cos psing 85%¢ ' cospsing 482 _ singp
" r2 p r2 p r2 p
:ﬁ(rscosgp—p)sin@z—ﬁrsingpz—élbﬁ~ i 573
pr pr p (x2 + yz)
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CVICENI 9 — Tayloruv polynom
Priklad 1. Necht ma funkce f(x) v bodé xg derivace az do fadu n véetné. Najdéte
polynom

n

Po(z) = ag + a1(x — zg) + as(x — 20)* + - + an(z — 20)" = Zak(x — 20"
k=0

tak, aby platilo f*)(zq) = P,(Lk)(xo) pro vSechna k =0,1,...,n
Reseni:
Pro hodnotu funkce f(z) a hledaného polynomu P,(x) v bodé x = ¢ musi platit

f(xo) = Pu(x0) = ag. Tedy ag = f(xo).
Prvni derivace polynomu P, (z) je

Pr’t(w) =a; + 2a2(517 — x()) + 3@3($ — xo)z 4+ -+ n(x _ xo)nfl .

Tedy v bodé x = x¢ musi byt f/'(z¢) = P (x¢) = a;. Odtud dostaneme a1 = f'(z).
Z druhé derivace polynomu P, (z), které je

P!(x) = 2as + 2 - 3az(z — xg) + 3 - day(x — 3:0)2 + o4 (n— Dnap(z — xo)”_2 7

ziskdme v bodé x = xo vztah

f//(xo)
2 .

f”(l'()) = P,ll/(x()) = 2a9 = ay =

Z tteti derivace polynomu P, (z)
P/ (z)=2-3a3+2-3 -4das(z —x0) + -+ (n — 2)(n — V)na,(z — )" 2,

ziskdme v bodé x = xo vztah

f///(xo) e f///(xo)
2.3 P73

Obecné z k—té derivace polynomu v bodé x = xy dostaneme vztah

f(k)(l“o)
5

f’”(l’o) = P/{/(QL‘o) =230y — az —

f(k)(aco) = Pr(bk)(xo) = klay = ap =

Hledany polynom tedy je

(n) (4 ) ()
Pa(@) = £(@0) + £ (wo) (=) 4+ L) ka 0 (o)

n!

Polynom z ptikladu 1 se nazyva Tayloriv polynom stupné n funkce f(x) se stfedem
v bodé zy a budeme jej znacit naptiklad T),(f, xzo;x). Pro Tayloriv polynom plati

vztah
L T@) = Tu(f i)
T—To (x — o)™

=0.
Plati nasledujici
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Véta: (Tayloriv vzorec) Je-li: 1) funkce f(x) definovand na uzavieném intervalu
(a,b); 2) f(z) md na tomto intervalu spojité derivace f'(z), ..., f™(z); 3) pro
a < x < b existuje kone¢na derivace f"+V)(z), pak

ek (g
1@ =3 D ) 4 Rene). a<z<o,

k!
k=0
(n+1) 0(r —
kde Ry 41(x) = / EZ: 1;? a)) (x—a)"*1, 0 < 0 < 1, je zbytek v Lagrangeové

tvaru, nebo
B flnt1) (a+6:1(z —a))

Roi1(z) = o (1 —60)"(x —a)"™, 0 < 0, < 1, je zbytek v

Cauchyho tvaru.

Priklad 2. Najdéte Taylorav polynom stupné n se stfedem v bodé xzo = 0 pro
funkci f(z) = e*. Urcete zbytek R,,+1(x) tohoto polynomu.

Reseni:

Funkce f(z) = e® ma spojité derivace viech ¥adii na celém R. Protoze je f(¥)(z) =
e®, je pro véechna k € N f(®)(0) = 1. Tedy pro vSechna z € R plati

n
2 :13‘3 n .'L‘k

e _1+x+7+§+~-+H+Rn+1(x)—k_OH+Rn+1($)-

Zbytek R, .1(z) lze psat naptiklad v Lagrangeové tvaru jako

RnJrl(m) =

(n+1)!

kde bod & lezi mezi body 0 a =x.
Vsimnéte si, ze pro x > 0 plati pro zbytek R, 1(z) odhad

‘Rn—i—l (ZI?) ‘ S

a pro z < 0 odhad

n+1

V obou pripadech je pro pevné x € R
lim |R,11(z)| = 0.

n—oo

Lze tedy pro kazdé x € R psat
n k x n
T r NP
© _nh—{goz k! _Z n!’
k=0 n=0
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Posledni vztah se velmi ¢asto vyuziva k definici funkce f(x) = e®.

Priklad 3. Najdéte Taylorav polynom stupné n se stfedem v bodé zo = 0 pro
funkci f(z) = sinz. Urcete zbytek R, 11(x) tohoto polynomu.

Reseni:
Funkce f(x) = sinz ma spojité derivace vSech fadt na celém R. Protoze pro vSechna

k €N je

FER) (2) = sinx FERFD (1) = cosx,

FERF2) () = —sinz, A+ () = —cosz,
dostaneme pro derivace funkce f(z) = sinz v bodé xo = 0 vztahy
fA) =0, fEEDQO) =1, FUD0) =0, fUD(0) = -1,

Tedy pro vSechna z € R plati

®  a® (=" 2n+1
Sln$_$—§+y—"‘+(2n—+1)!$ +R2n+3(1'):
2 2k+1
Qk—l— +R2n+3(l’).

k:0

Zbytek R, y3(x) 1ze psat napiiklad v Lagrangeové tvaru jako

(—=1)"*lcosé Int3

Rzns(x) = 2nt3)l

kde bod & lezi mezi body 0 a =x.
Vsimnéte si, ze pro zbytek R, y3(x) odhad

|2n+3

‘R2n+3 ‘_ 2n+3

Tedy pro pevné x € R je
lim |Ry,13(z)| = 0.

n—oo

Lze tedy pro kazdé x € R psat
n o0
: : (—=1)F  apia ="
= 1 -~ 7 + — N 7 n+1 )
S ninéokz_o(2k+1)!m 7;)(2n+1)!aj

Posledni vztah se velmi ¢asto vyuziva k definici funkce f(x) = sinzx.
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Priklad 4. Najdéte Taylortuv polynom stupné n se stfedem v bodé zy = 0 pro
funkei f(x) = cosz. Urcete zbytek R, 11(z) tohoto polynomu.

Reseni:
Funkce f(x) = cos® mé spojité derivace vSech fadi na celém R. Protoze pro vSechna
k €N je

fAR) () = cosz, fERHD () = —sina,
f(4k+2)(:13) = —cosz, fOAFH3) (r) =sinz,
dostaneme pro derivace funkce f(x) = cosx v bodé zy = 0 vztahy
fA0) =1, fE0) =0, fHF0) =1, fEH0)=0.

Tedy pro vSechna z € R plati

z’ z* (_1)n 2n
cosle—g—l—z—--wk@n)!x + Ropyo(x) =
~ (=DF

k=

o

Zbytek Rgy,y2(x) 1ze psat napiiklad v Lagrangeové tvaru jako

(=1)" " cosg 40

Ronta(w) = Qn+2)

kde bod € lezi mezi body 0 a x.
Vsimnéte si, ze pro zbytek Ro,y2(x) odhad

Tedy pro pevné x € R je
lim ‘R2n+2(x)‘ =0.

n—oo

Lze tedy pro kazdé x € R psat

( 1)k 2k i(_l)n 2n‘

)
(2k)! s

n

cosz = lim E
n—oo

k=0

Posledni vztah se velmi ¢asto vyuziva k definici funkce f(x) = coszx.

Z prikladt 2, 3 a 4 plyne, ze pokud definujeme pro redlni z funkci e'*, kde i je
imaginarni jednotka, pomoci fady dostaneme

S Vi

n

(=1
(2n)!

oo n
22" —HZ ﬁx%ﬂ =cosx +isinzx.
— (2n + 1)!
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Vztah e = cosx + isinx se nazyva Fuleriv vztah a v matematice hraje velmi
vyznamnou roli.

Priklad 5. Najdéte Taylorav polynom stupné n se stfedem v bodé zo = 0 pro
funkei f(x) = In(1 + x). Urcéete zbytek R, 1(x) tohoto polynomu.

Reseni:

Postupnym derivovanim funkce f(x) = In(1 + x) ziskdme

/ . 1 " _ 1
Mo P o 2B

7 téchto nékolika derivaci lze odhadnout, Ze pro kazdé n > 1 mtze platit vztah

(n—1)!

f(n)(x) = (_1)n+1 (1 i J;)n :

(1)

Tento vztah dokdzeme indukci. Pro n = 1 jsme tento vztah jiz ukazali. Pfedpok-
ladejme, ze vztah (1) plati pro n € N. Pak je

coz je ale dokazovany vztah (1) pro n+ 1. Tedy vztah (1) plati pro vSechna n € N.
V bodé ¢ = 0 je f(0) = 0 a pro véechna n > 1 plati f(™(0) = (—=1)"T(n — 1)..
Tedy koeficienty Taylorova polynomu jsou ag = 0 a pro vSechna n > 1

M) (~1yr

n! n

Gn

Pro vSechna x € (—1,400) lze tedy psat

2 3 _1n—|—1 n _1k:
ln(1+w):x—x——|—x——~-+() "+ Ry () = (k)

5 T3 o + Ry ().
k=1

Zbytek R, 1(x) lze v Lagrangeové tvaru zapsat pro kazdé x € (—1,400) jako

—1)» n+1
Rusa(o) = ¢ n) '(115)“1’

kde £ lezi mezi body 0 a x. Pro x > 0 plati odhad

n+1
|Rpi1(2)] < 2

n
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apro x € (—1,0) je

|x|n+1
R, < — .
‘ +1(33)} = n(l +m)n+1

Protoze pro = € (—1,1) je lim |Rn+1(a:)| = 0, lze pro tato x psat

k—|—1 n—|—1

In(1+2z)= lim Z = Z
n=1
Napriklad pro = 1 dostaneme

In2=1—-4=—-+

1 1 ( 1)n+1 0 n+1
RS R D D

n=1

Priklad 6. Najdéte Tayloriuv polynom tfetiho stupné se stfedem v bodé zg = 1
pro funkci f(x) = 2% — 1.

Reseni:

Abychom nasli Taylortv polynom stupné 3 se stfedem v bodé xy = 1 staci najit v
tomto bodé prvni t¥i derivace funkce f(z) = 2% —1 = e*!"* —1. Postupné dostaneme

1) =0
f(x)=2"(lnz+1)= f'(1) =1

f'(z) = 2" ((lnx +1)2 + ;) = f"(1) =2
Inx+1

1
" (x) = 2" ((lnx+1)3+3 —P):>f”’(1):3.
Tedy hledany Tayloriv polynom je

T3(z",1;x) :(x—1)+(:c—1)2+%(x—1)3.

Priklad 7. Funkci f(z) = V14 22 — z, x > 0, rozlozte podle celych nezadpornych
mocnin zlomku — do ¢lenu — véetné.

x x
Reseni:

1
Danou funkei lze pfepsat do tvaru f(x) = z (\ [1+ — — 1) . Abychom nasli rozvoj
x

této funkce v proménné —, je vyhodné zvolit novou proménnou t = — a rozlozit
x T
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= V1+t2 -1

funkei f(t) = — podle proménné ¢ do Taylorova polynomu stupné 3 se

stfedem v bodé ¢ty = 0. K tomu ale stac¢i najit Taylortv polynom funkce g(t) =
V1 + t2 stupné 4 se stfedem v bodé tg = 0. Méli bychom tedy najit v bodé tqg = 0
prvni étyfi derivace funkce g(t) = v/1 + t2. Ale pokud si vSimneme, Ze tato funkce
je funkci pouze proménné y = ¢2, Ize naji Taylortiv polynom druhého stupné funkce
d(y) = /1 +y se stfedem v bodé& yo = 0. Tedy staci najit v bodé yo = 0 pouze dvé
derivace. Postupnym derivovanim a dosazenim ziskame

g0) =1
7(y) =~ = 7(0) = =
TW =9 ary IV 72
1 1
~/! . —— 1 ) Y-
Proto 1ze priblizné psat
2 2 4
. y oy t
~l+Z2 - —=gt)~14+ — — —
J(y) +t57 3 gt)~1+ 3
Ale z toho dostaneme
N 1 2 4 t 3 1
Hae- (14— - 1) =- - = ~—
I t< T3 ) AR T

Priklad 8. Najdéte Taylortv polynom ¢tvrtého stupné se stfedem v bodé xy = 0

ro funkci f(x) = .
p fle) = o
Reseni:
Abychom nasli Taylortv polynom stupné 4 dané funkce se stfedem v bodé zg = 0
musime zdanlivé najit prvni ¢tyfi derivace dané funkce v bodé zy = 0. Ale jak-
mile zacneme derivovat, snadno zjistime, ze hodnoty téchto derivaci musime hledat
pomoci limit.
Existuje ale jesté jind moznost. Kdyz vyjadiime funkci e® priblizné pomoci Tay-
3 4 5
x x
lorova polynomu stupné 5 se sttredem v bodé 0, tj. e* ~ 1+x+ > + 5 + 21 + 120’
vidime, Ze pro danou funkci plati priblizné vztah

T x x2  x3 24\ 71
R\t s+ ——+ 55t .

e’ —1 2 6 24 120

Proto staci najit polynom P(z) = ag + a1x + a2? + azx® + asx?, pro ktery je do
mocnin z*

2 3 4
1~ (ag + 17 + az2” + aza® + asz?) (1+§+%+%+1‘%0)
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Po vynésobeni a srovnani ¢lenti u stejnych mocnin x do fadu 4, dostaneme soustavu

rovnic
ag = 17 (x,O)
ao 1
ai + 7 = 07 (.T )
a a
a2+?1+€0:07 (1:2)
G2 41 Qo _ 3
Bty T T (@)
as az a1 ag 4
-2 = —_— — =0
Mty T T T (@)
Jeji Teseni je
_q 1 1 —0 1
ap =1, a; = 27 CL2—12, asz =V, a4 = 720
Tedy hledany Tayloriv polynom je
x x 22 ot
AU IR
e’ —1 2 12 720
r  x?
Piiklad 9. Odhadnéte absolutni chybu pfiblizného vztahu 1+ x ~ 1 + 5" %

pro0 <z < 1.

Reseni:

Nejprve najdeme Taylortv polynom stupné 2 funkce f(z) = /1 + x se stfedem v

bodé x¢o = 0 a jeho zbytek. Protoze je

f(0)=1

/ _ 1 / _1

1@ = g =0 =
124 3

f (fﬂ):—m,

plati pro = € (0, 1) podle Taylorovy véty vztah

2

x i
v1+x=1+§—§+R3($),

3

x
kde R3(z) = TAEYaEER kde £ € (0,1). Z toho dostaneme pro z € (0,1) odhad
zbytku
x3 1
< =< —.
Rs@)] < 15 = 1
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1
Tedy nejvétsi mozna chyba tohoto vzorce na daném intervalu je 6

e’sinz — z(1 + x)

Piiklad 10. Pomoci Taylorova polynomu najdéte lir% 3
r— X

Reseni:
Jestlize najdeme Taylortv polynom T5(f(z),0; z) funkce f(z) = e*sinx —z(1 +x),
plati vztah

. f(z) = T5(f(x),0;x) . €e"sinx —z(l + x)
lim =
x—0 x?’ x—0 1‘3 x—0 ,],‘3

jestlize alespon jedna limita existuje. Tayloruv polynom funkce f(x) nejsnéze na-
jdeme ze znamych Taylorovych polynomu stupné 3 se stredem v bodé xy = 0 funkci
2 3
x x
e"”x1+x+7+€ asinxzx—F.Pakjedoélenﬁx

3

2 3 3 3
e’sinx —z(l +x) & (1+x+x_+a:_) (x—x—)_x(1+x)z%_

2 6 6
. eTsinx —z(1l + x) T |
Tedy i S — iy -

Piiklad 11. Pomoci Taylorova polynomu najdéte

lim 2*2(Vo+1+ Vo —1-2V7).

Tr— 400

Reseni:
Hledanou limitu prepiseme do tvaru

1 1
lim 2¥2(Voz+14+ve—1-2V/z) = lim 2 (,/1+—+,/1———2>.
z—+00 z—+00 T T

Pomoci Taylorova polynomu lze psat pro velmi mala ¢ psat ptriblizné

t t?

1
Protoze pro z — 400 je — — 04, lze priblizné psat
T

1 1 1 1 1 1 1

2 2
x 1+ 44 /1—-Z—2)~a2? (1 4+ — - — 41— — - _9)=_°,
(\/ x \/ x > < 2z 8x? 20 8x? ) 4
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(Rozmyslete si, pro¢ nepotfebujeme Tayloriv polynom funkce /1 + ¢ vyssiho stup-
né.) Tedy

1
lim x3/2(\/x+1+\/x—1—2\/5) :—Z.

r——+00

— (a+ bcosz)sinz

Piiklad 12. Najdéte konstanty a a b tak, aby platilo lir% v

byla konecna.

x5

Resent:

Jedna z moznosti, jak fesit tuto ulohu je vybrat koeficienty a a b tak, aby Tayloruv
polynom funkce f(z) = x — (a + bcosx)sinz se stifedem v bodé zy = 0 zacdinal az
mocninou z°. Ze znamych rozvojt funkeci cos z a sinxz do patého stupné dostaneme

(a+b ) si +b bm2+bx4 x3+x5
r — \a COST)SINr ~ITr — a —_ —_— xr— — _— ~
2 24 6 120

b a+0 b b a+b
~a2(l—a— 3 (2 —2® =+ — .
z(l—a—b)+=x (2-1— 5 ) x (24+12+ 120)

Musime tedy volit koeficienty a a b jako feSeni soustavy rovnic

b a-+bd 4 1
=1, —0 S P
at 5T 7% — =3 3

Vysledné limita pak je rovna

B b+b+a+b _1
24 12 120 ) 30°
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CVICENI 10 — Funkce rostouci a klesajici, lokalni extrémy,
funkce konvexni a konkavni, inflexni body

2z

Priklad 1. Najdéte oblasti monotonie funkce y = T
x

Reseni:

je definovana v celé mnoziné R a ma tam spojité derivace
2(1 — 2?)
(1+22)2
je ¥’ > 0, je funkce na tomto intervalu rostouci. Na intervalech x € (—oc0,—1) a
x € (1,400) je prvni derivace zadporné. Proto je tam funkce klesajici.

V bodech x = £1 je derivace rovna nule. Protoze vlevo od bodu x = —1 je funkce
klesajici a vpravo od tohoto budu je rostouci, méa funkce v tomto bodé lokalni
minimum. Naopak vlevo od bodu x = 1 je funkce rostouci a vpravo od tohoto bodu
je funkce klesajici, ma funkce v tomto bodé lokalni maximum.

Funkce y = 7 —l—x 5
x

vSech Fadu. Jeji prvni derivace je vy’ = . ProtoZe na intervalu z € (—1,1)

Priklad 2. Najdéte oblasti monotonie funkce y = = + |sin 2z|.

Resent:
Funkce y je definovana na celé mnoziné R. Mimo bodt x; = g, k € Z, ma tato
funkce spojité derivace vsech radu.

2k+1 . . . , .
Pro x € | km, m | je to funkce y = x + sin2z. Derivace této funkce je

3k +1
3

7w ] je ¥y > 0 a na intervalech

3k +1 )
s

y' = 1+ 2cos2x. Tedy na intervalech (lm,
<3k: +1 2k+1

T Ty 7r) je ¥ < 0. Proto je funkce na intervalech (kﬂ',
3k+1 2k+1 3k+1

3 g 3

rostouci a na intervalech ( 7T) klesajici. V bodé x = T ma

funkce lokalni maximum.

V intervalech , kw) je y = x — sin 2x. Tedy v téchto intervalech je 3’ =

kE—1

1 — 2cos2x. Tato derivace je vétsi nez nula v intervalech 7T,k7T>. Tedy
2k—1 3k-—1

T,
2 3

funkce je na téchto intervalech rostouci. V intervalech ( 7r) je prvni
3k—1

3

derivace zaporna a funkce je v téchto intervalech klesajici. V bodech = = T

jsou tedy lokalni minima dan0 funkce.

Protoze vlevo i vpravo od bodi x = km je funkce rostouci, neni v téchto bodech
2k+1

2

lokalni extrém a funkce je v tomto bodé rostouci. Podobné v bodech x = s

je funkce klesajici.
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3k—1 3k+1
Tedy funkce je rostouci v intervalech 3 , ; 7r> a klesajici v intervalech
1 2 2 1
<3k; , k;_ ﬂ'). V bodech x = 3k;_ 7 je lokalni maximum a v bodech
3k—1

x = 7 je lokdlni minimum.

2
p c v . . x

Priklad 3. Najdéte oblasti monotonie funkce y = 2%

Resent:

Funkce y je definovana na celé mnoziné R a mé tam spojité derivace vsech radu. Jeji

prvni derivace je 3y’ = 2_”390(2 —xln 2). Tato derivace je vétsi nez nula na intervalu

2
0, — ) a mensi nez nula na intervalech (—o00,0) a | —=,+0o0 |. Tedy funkce je
In2 In2

rostouci na intervalu ( 0,
In2

2 2
—) a klesajici na intervalech (—o0,0) a (ﬁ,—koo).
n

Proto je v bodé x = 0 lokalni minimum a v bodé z = L2 lokalni maximum.
n

2
Piiklad 4. Dokazte, Ze pro z > 0 plati nerovnosti x — % <Iln(l1+4+z) < x.
Reseni: )
Funkce f(x) = z —In(1 + z) méa derivaci f'(z) = 1 — 112 kterd je pro z > 0
x
kladna. Tedy pro z > 0 je tato funkce rostouci. Protoze f(0) = 0 plati pro > 0

nerovnost x — In(1 + ) > 0.

1
Funkce f(z) = x — % —In(1 + x) méa derivaci f'(z) =1—z — 132 ktera je pro
x
x > 0 zaporné. Tedy pro x > 0 je tato funkce klesajici. Protoze f(0) = 0 plati pro
2

x > 0 nerovnost x — % —In(1+4+2x) <0.

1 T 1 r+1
Priklad 5. Dokazte, Ze pro x > 0 plati nerovnost <1 + —) <e< (1 + —) .

x T
Reseni:

1 x 1 z+1
Jak je znamo, je lim (1—|— —) = lim (1 + —) = e. Derivace funkce
x

r——+00 r—+00 €T

f(z) = (1+§>xje

(=T =(2) () -]
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1 X
Jestlize dokazeme, ze tato derivace je kladné, bude platit nerovnost (1 + —> < e,
x

protoze je tato funkce rostouci a ma pro x — +oo limitu e. Pro x — +o0 je

) 1 1
lim [ln<1+—)— ] =0
T—+00 x xr+1

Derivace této funkce je

[ln<1+£> _x—lkl}/:_a:(xl%—l)+ (x—il)Q :_M'

Pro x > 0 je tato derivace zaporna. Tedy pro kladné x funkce klesa k hodnoté 0.
Proto je prvni derivace kladna a funkce roste k hodnoté e. Z toho ale plyne, ze plati
dokazovana nerovnost.

Naproti tomu je derivace

) -G ) )

Staci ukazat, Ze tato derivace je mensi nez nula. Pak totiz dana funkce klesa pro
x > 0 k hodnoté e. Ale pro z — +00 se tato derivace blizi k nule. Na druhé strané

jeprozx >0
w(1s L)L L oo
n —l-=] = .
x x x2(x+1)

Tedy pro kladnd x derivace roste k hodnoté 0. Proto je tato derivace zadporna a
plati dokazovana nerovnost.

Piiklad 6. Naleznéte lokalni extrémy funkce y = 22 — 622 + 9z — 4.

Reseni:

Funkce y = 23 — 622 + 92 — 4 m4 spojité derivace viech ¥adfi na celé mnoziné R.
Jeji derivace je v’ = 322 — 12z + 9. Tato derivace je rovna nule v bodech z; = 1
a xo = 3. Protoze druhd derivace funkce y”’ = 6z — 12 je v bodé x1 = 1 zdporn4,
mé dand funkce v bodé z7 = 1 lokdlni maximum y(1) = 0. Naopak v bodé x5 = 3
je druha derivace kladna. Tedy v tomto bodé ma funkce lokalni lokalni minimum

y(3) = —4.

Priklad 7. Naleznéte lokalni extrémy funkce y = \/x Inx.

Resent:

Defini¢ni obor dané funkce je interval (0, +00). Na tomto intervalu ma dana funkce
spojité derivace vSech radi. Jeji prvni derivace

1
y = NG (2+1Inz)
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je rovna nule v bodé z = e2. ProtoZze na intervalu (0,e™2) je derivace zaporn,
je na tomto intervalu funkce klesajici. Naopak na intervalu (e_z,—koo) je prvni
derivace kladna, je funkce na tomto intervalu rostouci. Proto ma funkce v bodé
re~ 2 lokalni minimum y(e_2) = —2e L.

Inx

, . z : 1 __
Druhéa derivace dané funkce je 3" = P

10
Priklad 8. Naleznéte lokalni extrémy funkce y =

1+ sin?

x

Reseni:

Funkce y ma spojité derivace vSech fadl na celé mnoziné R. Jeji prvni derivace
, 10sin 2x

a (1 + sin? x)2
) km , . , .
je rovna nule v bodech xp = o kde k € Z. Druha derivace této funkce je

2 cos 29[:(1 + sin? x) — 2sin? 2z

(1 + sin® gc)g
Tato druhé derivace je v bodech xj rovna

) (l%r) __ B80coskr %0 (—1)k+1

(3—cosl€7r)2 (3- (—1)’“)2 ‘

Tedy v bodech x = nm, n € Z, je y”"(nm) = —20. V téchto bodech ma tedy dana
funkce lokalni maxima y(nm) = 10.

2 1 2 1
nt W,nEZ,jey”( n

Naopak v bodech z =

7T> = 5. Proto ma funkce y

2 1
v téchto bodech lokalni minima y ( n2+ 7r> = 5.

1
Priklad 9. Naleznéte lokalni extrémy funkce y = arctgx — 2 In(1 + z?).

Reseni:

Defini¢ni obor dané funkce je celd mnozina R a funkce mé na této mnoziné spojité
1—2z
' . 1+ 22
Protoze pro x < 1 je prvni derivace kladna a pro z > 1 zaporna, ma funkce y v

In 2
bodé x = 1 lokdni maximum y(1) = g - HT

derivace vSech fadi. Jeji prvni derivace y' = je rovna nule v bodé x = 1.
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Druha derivace je

—1— 2z + 22
= T 1) = -2 <0,
(1+22)

Priklad 10. Naleznéte lokalni extrémy funkce y = e* sin .
Reseni:
Funkce je definovana na celé mnoziné R a mé na ni derivace vSech fadu. Jeji prvni
derivace
y'(z) = e*(sinz + cos x)

4k — 1

je rovna nule v bodech, kde sinx + cosxz = 0, tj. v bodech = = m, k € Z.

Druha derivace této funkce je
y"(x) = 2e” cosx.

8k —1

Protoze je tato druhd derivace v bodech z = 7 kladné, ma dana funkce v

8k —1 e(8k—1)7r/4
4 F) vz

7 je druha derivace zaporna. Proto ma funkce v téchto
8k +3 e(8k+3)7r/4

o

téchto bodech lokalni minima y

8k +3

Naopak v bodech x =

bodech lokalni maxima y (

Pi#iklad 11. Naleznéte lokalni extrémy funkce y = |z|e™|#~1l,

Resent:

Funkce je definovana na celé mnoziné R, ale jeji derivace neexistuji v bodech x1 = 0
azy = 1. Prox € (—o0,0) je funkce rovna y = —xe® L. Tedy jeji derivace na tomto
intervalu je ¢y’ = —e®1(1 + z). Tedy je rovna nule v bodé z = —1. Protoze druh4
derivace y”(z) = —e® 1 (2+x) je v bodé x = —1 zadpornd, m4 funkce v bodé x = —1
lokalni maximum y(—1) = e~ 2.

Na intervalu (0,1) m4 dan funkce tvar y = xe® ™. jeji derivace v tomto intervalu
je vy’ = e* (z +1). Ta je v celém intervalu (0,1) kladné. Tedy na tomto intervalu
nemd dand funkce lokalni extrém.

Pro z € (1,+00) je y(x) = ze~**L. Jeji derivace je v/ = e **1(1 — z). tedy je na
celém tomto intervalu zaporna a funkce zde nema lokalni extrémy.

Derivace neexistuje v bodech z = 0 a x = 1. V téchto bodech mohou tedy existovat
lokalni extrémy dané funkce. V intervalu (—1,0) je s’ < 0 aproz € (0,1) jey’ > 0.
Proto je v bodé x = 0 lokdlni minimum y(0) = 0. ProtoZe v intervalu (1, 400) je
y' <0, je v bodé z = 1 lokalni maximum y(1) = 1.
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Priklad 12. Najdéte intervaly konvexnosti, konkavnosti a inflexni body funkce

y = 322 — 23
Reseni:
Prvni dvé derivace funkce y jsou y’ = 6z — 3z a y”’ = 6 — 6z. Druh4 derivace

je kladna na intervalu (—oo, 1) a zaporna na intervalu (1, +oc). Proto je na inter-
valu (—o0, 1) konvexni a na intervalu (1, 400) konkavni. Tedy bod = = 1 je jejim
inflexnim bodem.

Piiklad 13. Najdéte intervaly konvexnosti, konkavnosti a inflexni body funkce
Yy=x+ x5/ 3,

Reseni: . 10

Prvni dvé derivace funkce y jsou 3y = 14 = 22/3 a " = — 2~ /3. Druh4 derivace je
zdporna na intervalu (—oo,0) a kladnd na intervalu (0, +00). Proto je na intervalu
(—00,0) konkdvni a na intervalu (0, 4+00) konvexni. Tedy pfestoze druha derivace
v bodé x = 1 neexistuje, je tento bod jejim inflexnim bodem.

Piiklad 14. Najdéte intervaly konvexnosti, konkavnosti a inflexni body funkce

y=+v1+ 22

Resend:
T
Definiéni obor funkce je celd mnozina R. Prvni dvé derivace jsou v/ (2) = ———
1 ] jsou ' () A
ay’(z) = W Protoze je druhd derivace kladna na celém R, je tato funkce
1+ 22

konvexni na celém R.

Piiklad 15. Najdéte intervaly konvexnosti, konkavnosti a inflexni body funkce
y=2x+sinz.

Regeni:

Defini¢ni obor funkce je celd mnozina R. Prvni dvé derivace jsou y/(z) =1+ cosx
a y’(z) = —sinz. Druh4 derivace je kladna na intervalech ((2k — 1), 2k7), k € Z,
a zaporna na intervalech (2k, (2k 4+ 1)m). Tedy funkce je konvexni na intervalech
((2k — 1)m,2km) a konkavni na intervalech (2k,(2k + 1)m). Body = km jsou
inflexni body této funkce.

Priklad 16. Najdéte intervaly konvexnosti, konkavnosti a inflexni body funkce
y = zsin(Inz).

Reseni:

Defini¢ni obor dané funkce je interval (0,+o00). Prvni dvé derivace jsou y'(x) =
cos(Inx) — sin(ln z)

sin(Inx) + cos(lnz) a y'(x) = . Druh& derivace je kladna na

T
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4k — 1 4k + 1
intervalech (exp [ 1 7T:| , €XP [ Z_ 7T:| ), k € 7Z. Tedy na téchto intervalech
je funkce konvexni.

Na intervalech (exp {

4k + 1 4k + 3
+ 7T:| ,exp{ + 7T:|), k € Z, je druha derivace za-

porna. Tedy dana funkce je na téchto intervalech konkavni.

V bodech x = exp {4k 1

w] ma funkce inflexni body.

Piiklad 17. Najdéte intervaly konvexnosti, konkavnosti a inflexni body funkce

y=x*.

Reseni:

Defini¢ni obor dané funkce je interval (0,+o00). Prvni dvé derivace jsou y'(x) =
1

2°(1+Inz) ay’(z) = 2” ((1 +1In x)2 + —). Druhé derivace je kladna na celém
x

defini¢énim oboru. Proto je funkce y = 2” konvexni na Dy = (0, 4+00).

1
Priklad 18. Pro z,y > 0, z # y a n > 1, dokazte nerovnost 3 (™ +y") >

()"

Reseni:
Funkce f(z) = 2™ ma druhou derivaci f”(z) = n(n — 1)2"~2. Protoze je tato
derivace pro n > 1 a = > 0 kladn4, je tato funkce na intervalu (0, +00) konvexni.

. , " T+
Jestlize vezmeme body 0 < x < y, plati pro né nerovnost 0 < = < Ty < y.

Protoze je funkce f(x) = 2™ na intervalu (0, +00) konvexni, plati nerovnost

() = (55Y) <30+ rw) -

(:L'" + y”) )

N | =

xr+y

Priklad 19. Pro z,y > 0 dokazte nerovnost zlnz + ylny > (z + y)In 5

Reseni: 1

Funkce f(z) = xlnz ma druhou derivaci f”(z) = —. Protoze je tato derivace pro
x > 0 kladna, je tato funkce na intervalu (0, +00) konvexni.

Jestlize vezmeme body 0 < x < y, plati pro né nerovnost 0 < =z < w_—;—y < .
Protoze je funkce f(x) = xlnz na intervalu (0, +00) konvexni, plati nerovnost

f(f‘;y) - ””;y lnx;—y < %(f(m)Jrf(y)) Z%(iﬂlnfﬂwmy)-
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CVICENI 11 — Asymptoty funkce; prabéh funkce

B 2r3 + 12 — 2

Priklad 1. Najdéte vSechny asymptoty funkce f(x) 51
m J—

Reseni:
Defini¢ni obor dané funkce je Dy = (—oo0, —1) U (—1,1) U (1, 4+00).

223 + 2% — 2z
Protoze hI{l +2 ] = 400, je pfimka x = 1 svislou asymptotou ke grafu
r—14 xr< —

funkce f(z).
2% + 2% — 2z

Protoze lir? 7 1 = 400, je pifimka x = —1 svislou asymptotou ke grafu
r—1_ xr< —
funkce f(z).
223 + 22 — 2
V obou bodech = = 00 plati k = lim 2% — lim 25T 2% 5 b
z—too T z—too  x(x?2—1)

2

je 1= xll}foo(f(x) B 2:13‘) - mll}foo 2 —

asymptota ke grafu funkce f(z) v bodech r = +oc.

1= 1. Tedy pfimka y = 2x + 1 je sikma

472

Priklad 2. Najdéte vSechny asymptoty funkce f(x) = T
Reseni:
Defini¢ni ober dané funkce je urcen nerovnici 22 —1 > 0. Tedy Dy = (—oc, —1) U
(1,400).

L 4 4z . . B
Protoze mlinﬂ \/ﬁ = m_l}r_nl_ a1 +00, jsou obé primky z = +1 asymp-
totami ke grafu dané funkce.

4
V bodé x = +o0 plati k = xEI—II—loo @ = IETOO \/% = 4. Dale je v tomto bodé
) 4z (x —Va? — 1) . 1

Tedy ptfimka y = 4x je asymptota ke grafu funkce f(z) v bodé x = +oo.

4
Vbods 2 = —coplati k = lim 2@ = lim — 2 _ 4 Dile je v tomto

r——00 I T— — 00 A /1.2 _ 1

bodé ¢ = lim (f(z) + 4z) = 0. Tedy piimka y = —4z je asymptota ke grafu

funkce f(z) v bodé x = —oc.

1
Priklad 3. Najdéte vSechny asymptoty funkce f(x) = 2x — arccos —.
x
Reseni: ]
Defini¢ni obor funkce je urcen nerovnosti —1 < — < 1. Tedy Dy = (—o0,—1) U

(1,400).

8
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1
Protoze lim (23: —arccos— | = 2 a lim <2x — arccos —) = —2 — m, nejsou

rz—14 x r——1_ x
primky x = +1 asymptotami ke grafu dané funkce.
V bodech x = +oc0 je £k = lim ) = 2. Déle je ¢ = lim (f(z) — 2z) =
r—too I r—+oo
1
— lim arccos ~ = —~. Tedy primka y = 2x — T je asymptota ke grafu funkce v
z—+00 €T 2 2

bodech x = +o0.

Piiklad 4. Najdéte viechny asymptoty funkce f(z) = zel/?.
Resent:
Defini¢ni obor dané funkce je Dy = R\ {0}.
el/m _$72el/a¢
Protoze je lim ze'/* = lim = lim ———— = +o0, je primka z = 0
z—04 x—0+ x— z—04 —xr

asymptotou ke grafu funkce f(z), prestoze je lirg zet/* = 0.
xr—

V bodech x = +00 je k= lim @

r—t+oo I

= 1. Dale je

qg= lim (f(x)—m): lim x(el/‘r—l): lim

r—Foo r—Foo

Tedy pfimka y = x + 1 je asymptota ke grafu dané funkce v bodech x = +o0.

Priklad 5. Najdéte vSechny asymptoty funkce f(x) = arctgz + 3z.
Reseni:
Defini¢ni obor dané funkce je cela realna osa R.

V bodech x = +00 je k= lim M: .

r—Foo I

Protoze q = xEToo(f(x) — 395) = xgrfoo arctgxr = g, je pfimka y = 3z +

2

asymptota ke grafu funkce f(x) v bodé xz = +oc.
Protoze ¢ = lim (f(z) —3z) = lim arctgz = —E, je primka y = 3x — T
r——00 T——00 2 2

asymptota ke grafu funkce f(x) v bodé x = —oc.

Piiklad 6. Najdéte vsechny asymptoty funkce f(x) = Va2 + x3/2.

Reseni:

Defini¢ni obor dané funkce je interval (0, +00).

V bodé x =0 je lin}) V22 4+ 23/2 = 0. Proto v tomto bodé neexistuje asymptota ke

grafu funkce f(x).

Mitizeme se pokusit najit asymptotu ke grafu této funkce v bodé x = +o00. V tomto
2 3/2

bods je k= lim L% = qpy YEFTE

r——+00 x r—-+00 x
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Protoze
3/2

_ ) = /2 3/2 _ ) = i < =
¢=tm (f(z)—2)= lim (Va?+a32—z) = lim —me—m— = +o0.

asymptota ke grafu funkce f(x) v bodé z = 400 neexistuje.

P¥iklad 7. Vysetiete pritbéh funkce f(z) = (z + 1)(z — 2)%.
Resent:
Defini¢ni obor této funkce je cel4a mnozina R. Limity v krajnich bodech defini¢niho

oboru jsou lim f(z) = +o0 a lim f(x) = —oco. Protoze lim @) = +o9,
T— 400 T— — 00 r—too I

nemd graf funkce zadné asymptoty. Funkce f(x) = 0 pro x = —1 a x = 2. Funkce
je vétsi nez nula na intervalu z € (—1,4+00) a mensi nez nula na intervalu z €
(=00, —1). f(0) = 4. Z4dné dalsi specidlni vlastnosti této funkce nejsou na prvni
pohled vidét.

flx)=(z—-22+2x+1)(z-2)=3x(x—2). f(x)=0prox=0ax =2.

f(z) > 0 pro x € (—00,0) a = € (2,00); na téchto intervalech je funkce f(z)
rostouci.

f(z) <0 pro z € (0,2); na tomto intervalu je funkce f(x) klesajici.

V bodé x = 0 je lokdlni maximum f(0) = 4 a v bodé z = 2 je lokdlni minimum
f(2) = 0.

f"(x) =6x —6. f'(z) =0 prox = 1.

f"(x) > 0 pro x € (1, 400; v tomto intervalu je funkce f(z) konvexni.

f"(xz) <0 pro z € (—o0,1); v tomto intervalu je funkce konkavni.

Bod z =1 je inflexni bod dané funkce.

Piiklad 8. Vygetiete pritbsh funkee f(z) wle—1)
. iy ri un xr)=——"".
Reseni:
Defini¢ni obor dané funkce je Dy = R\ {—1}.
Limity v krajnich bodech defini¢niho oboru jsou lirf f(x) =4occa lim f(z)=
—00, lim1 f(z) =+oc0a lim1 f(z) = —oo. Proto je pfimka = = —1 asymptotou
r—r— + r——1_
ke grafu funkce f(x).
Protoze je

-1
im Ty 0D
rz—too I z—too (x4 1)2
a lim (f(z)—2) = lim —_3:62 — ¥ — _3, je pifmka y = = — 3 asymptota ke

grafu funkce f(z) v bodech = = +oc.
f(0) = 0. Zadné dalsi specialni vlastnosti funkce f(x) na prvni pohled nevidim.
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(22 + 32 — 2)
(z +1)°

fle)="
—3+ V17
—
34+ V17

2
tedy na téchto intervalech je funkce f(z) rostouci.

3 17 17-3
f'(z) < O0proz € (—%_, —1) aprox € (0, \/_—> ; na téchto intervalech

fl(z)=0prox=0az=

f'(x) >0prox e | —oo0,—

1 —
@,4_00);

,proz € (—1,0) apro z € (

2
je funkce f(z) klesajici.

Proto je v bodé x = lokalni maximum; v bodé z = 0 také lokalni

3417
2

V17 -3
2

maximum a v bodé x = lokalni minimum.
10z — 2

f'(x) = G

f"(x) =0 proz =

1
f"(x) >0 pro xz € =R +oo); v tomto intervalu je tedy funkce f(x) konvexni.

f"(x) <0 prox e

N NOY

1
—00, 5)’ v tomto intervalu je tedy funkce f(x) konkavni.

1
Bod =z = R je inflexni bod dané funkce.

Priklad 9. Vysetfete prubéh funkce f(z) = v/8z2 — x4.
Resend:
Defini¢ni obor funkce je dan nerovnosti 8z2 — z* > 0, tj. Dy = (—2\/5, 2\/§>

Limity v krajnich bodech defini¢niho oboru jsou limf f(x)=0.
r—+2/2

Funkce je sudé; proto ji sta¢i vysetfovat pro = > 0, tj. v intervalu (0,2v/2).
f(z) =0proz==+2v2ax=0.

f(z) =0 pro z € (—2v/2,0) U (0,2v/2); f(z) = 0.

Asymptoty ke grafu této funkce nejsou.

2(4 — 2?)
_ pro x > 0
floy<2@=2) ) VB—a?
8r2 — 2(4 — 2?)
——— pro z <0

V8 — 2
Pro x = 0 derivace neexistuje.
f'(z) =0 pro x = 2.
f'(z) > 0 pro x € (0,2) a x € (—2v/2,—2); na téchto intervalech je funkce rostouci.
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f'(z) < 0 pro x € (—2,0) a = € (2,2v/2); na téchto intervalech je funkce klesajici
(vSimnéte si, Zze derivace sudé funkce je vzdy funkce licha).

V bodé z = 0 je lokdlni minimum f(0) = 0 a v bodech x = +2 jsou lokélni maxima,
F(£2) = 4.

Lokéalni minima jsou i v bodech x = +2v/2, kde f(£2v/2) =0 (?).

" 2|a:’(:1: — 12)
f'(z) = 8222
f"(z) > 0 na obou intervalech (—2v/2,0) a (0,2+/2) (v8imnéte si, ze derivace liché
funkce je funkce suda). Funkce je tedy konvexni v celém Dy.

kromé bodu z = 0, kde druha derivace neexistuje. Tedy

-2

Piiklad 10. VySettete priibéh funkce f(z) = L
2 +1
Resent:
Defini¢ni obor dané funkce je R. Protoze 11111 f(x)=1a lim f(x)= -1, jsou
r— 100 r——00

asymptoty ke grafu dana funkce y =1 pro z = 00 a y = —1 pro z = —oc.
f(x) = 0proxz = 2. f(x) > 0 pro z € (2,+00) a f(z) < 0 pro z € (—o0,2);
) = —2; na prvni pohled nejsou vidét zadné jiné specidlni vlastnosti funkce

£
().
(

Fl(z) = 2¢ +1

1 1 .
W§ f'(x) =0 pro z = —5 f'(x) > 0 proxz € (—5,-1—00), tj.

1
na tomto intervalu je funkce f(x) rostouci; f'(x) < 0 pro x € <—oo, —§>, tj. na

1
tomto intervalu je funkce f(z) klesajici; proto je v bodé x = —5 lokalni minimum

i (—1) B

2
2—3x—4 -3+
f'(x) = ﬁ f"(x) = 0 pro x = 8\/_

3+ wv4l v4l -3
8 8

f”(z) > 0 na intervalu

, tj. na tomto intervalu je dand funkce konvexni; f”(z) < 0

3\/_> xe(ﬁ—s

na intervalech z € < 00, ——— <

8
—3+ /41

valech je funkce f(x) konkdvni; body = = — s jsou inflexni body dané funkce.

,+oo>, tj. na téchto inter-

1
Priklad 11. Vysetfete prubéh funkce f(z) = cosx — 5 cos 2x.

Resent:

Defini¢ni obor dané funkce je celd mnozina R. Funkce je periodicka s periodou
L =27 a je suda. Proto ji sta¢i vySetfovat na intervalu (0, ).

Limity v krajnich bodech defini¢niho oboru neexistuji.
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1
Nulové body této funkce jsou fesenim rovnice 3 + cosx — cos

1-3
2

intervalu (0, xo) a zdporna na intervalu (xg, 7).
Derivace dané funkce je f'(x) = —sinx + sin 2.
T

2x = 0. Jeji feSeni

na intervalu (0,7) je bod zy = arccos (1 + /3 > 2). Funkce je kladné v

fl(z)=0proxz=0,z=max=—.

f'(z) > 0 na intervalu (O, g), tj. na tomto intervalu je rostouci.

Na intervalu <g, 7T> je f(z) < 0, a tedy funkce f(x) je na tomto intervalu klesajici.
V bodech z = 0 a # = 7 jsou minima f(0) = % a f(m) = —; V bodé =z = g je

maximum f <%) =1.

Druhé derivace funkce f(z) je f”(x) = —cosx + 2cos2z. Ta je na intervalu (0, )

1++33

rovna nule v bodech z; » = arccos

1+ 1—+
Druha derivace je kladna v intervalech <O, arccos +T33> a (arccos ng, 7T)

v téchto intervalech je tedy funkce konvexni.

+/33 1—@)
8

V intervalu | arccos —g arccos je druha derivace zaporna, a tedy
funkce je na tomto intervalu konkavni.

Body z = arccos —s jsou inflexni body dané funkce.

Priklad 12. Vysetfete prubéh funkce f(z) = ST
24 cosx

Reseni:

Defini¢ni obor funkce f(x) je celda mnozina R. Funkce méa periodu L = 27 a je licha.

Stadi ji tedy vySetfovat na intervalu (0, 7).

Limity v krajnich bodech defini¢niho oboru neexistuji.

Nulové body funkce f(x) jsou z = 0 a x = 7. Funkce f(z) je na intervalu (0, )

kladna.

1+2
Derivace je f'(z) = +acosw

2
— . Ta je rovna nule v bodé z = — 7. V intervalu
(2 + cosx)? 3

2
<0, 3 7r) je f'(x) > 0, a tedy funkce je v tomto intervalu rostouci. v intervalu

2
<§ 7T,7T> je f'(x) < 0. tedy funkce je v tomto intervalu klesajici. V bodé = =

2

2
3 7 je lokalni maximum f 3 71) = ; v bodé x = —3 7 je lokalni minimum

1
\/§7



2sin :U(cos T — 1)
(2 +cosx)3
intervalu (0, 7) zaporna. Tedy funkce f(z) je na tomto intervalu konkavni. Protoze
je tato derivace licha funkce, je funkce na intervalu (—m,0) konvexni. Tedy body

x =0 a x =7 jsou inflexni body funkce f(z).

Druhé derivace dané funkce je f”(x) = . Tato derivace je na

Priklad 13. Vygetiete pribéh funkce f(z) = (1 + 2%)e™".

Reseni:

Defini¢ni obor funkce f(x) je celd mnozina R. Funkce je kladna. linrtl flx)=0,a
r— =00

tedy pfimka y = 0 je asymptota ke grafu funkce f(x) v bodech z = £o0. Protoze

je dana funkce suda, staci ji vySetfovat na intervalu (0, +00).

Jeji derivace je f'(z) = 237" Ta je na intervalu (0,4o00) zaporna, a tedy

funkce na tomto intervalu klesa. Na intervalu (—oo,0) je prvni derivace funkce

f(x) kladné. Tedy funkce na tomto intervalu roste. Proto je v bodé x = 0 lokalni

maximum vysSetfované funkce f(0) = 1.

Druh4 derivace funkee je f(z) = 22%(222 — 3)e_$2. Ta je kladnéd na intervalech

3 3
(—oo, — 5) a <\/;, +oo>. Na téchto intervalech je tedy funkce f(x) konvexni.

Na intervalech (—\/g, 0) a (0, \/§> je druha derivace zaporna. Tedy funkce
f(x) je konkavni na intervalu ( \/7 \/7 > Body =z = \/7 jsou inflexni body

dané funkce. Bod x = 0 neni jejim inflexnim bodem.

Priklad 14. VySetiete prubéh funkce f(z) = In(x + 1 4 z2).

Resent:
Defini¢ni obor dané funkce je celd mnozina R.
Limity v krajnich bodech defini¢niho oboru jsou lim f(z) =+4oc0a lim f(x)=

T — 400 T— —00
—0OQ.
, f(x) ) ln(x +Vax?+ 1) ) 1
lim “——~<% = lim = lim —— =90
rz—+oco I z—=o00 €T z—too /2 +1

Ale lim In(z + v/22+ 1) = £oo. Proto nem4 funkce f(z) asymptoty.

r—+o00

Protoze

f(—z) =In(—z + Va2 + 1) = x+\/x27 —In(z+ Va2 +1) =—f(z),

je funkce f(x) licha. Staci ji tedy vySetfovat na intervalu (0,+o0). Pro z > 0 je
funkce f(z) > 0 a pro z < 0 je f(x) < 0. Jeji jediny nulovy bod je x = 0.
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1
Prvni derivace funkce je f/'(r) = ——=. Ta je kladnd na celé mnoziné R. Tedy
VaZ +1

funkce je rostouci a nemad lokalni extrémy.

—x
Druhé derivace f”(x) = %7 je kladna pro x < 0 a zdporna pro x > 0. Tedy
2 +1

funkce f(x) je konvexni na intervalu (—oo, 0) a konkavni na intervalu (0, +00). Bod
x = 0 je inflexni bod dané funkce.

Piiklad 15. Vysetete pribéh funkce f(z) = 2 arcsing N

Reseni:

Defini¢ni obor dané funkce je Dy = (—2, 2). Jeji limity v krajnich bodech defini¢niho

oboru jsou lirgl f(x)=ma lim2 f(x) = —m. Protoze f(0) = —2 mé funkce nulovy
r—2_ T——at

bod v intervalu (0,2). Na prvni pohled nejsou zfejmé zadné specidlni vlastnosti

funkce f(z).

24z 2+
CVA—a22 V2-u
funkce f(z) je na celém definiénim oboru rostouci. Lokalni extrémy funkce f(x)
nema.

Prvni derivace funkce f'(x) > 0 na intervalu (—2,2). Tedy

2
Protoze druhé derivace f”(x) = je na intervalu (—2,2) kladna, je

(2 —x)V4 — a2

funkce f(z) na celém definiénim oboru konvexni. Funkce tedy nemé inflexni body.
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CVICENI 12 — Globalni extrémy
Priklad 1. Najdéte globalni extrémy funkce f(x) = 2% na intervalu (—1,5).
Resent:
Derivace funkce je f/(z) = 2*In2 # 0. Globalni extrémy mohou tedy byt pouze v
krajnich bodech intervalu, tj. z = —1 a = = 5. Protoze f(—1) = % a f(b) = 32 je

1
globalni minimum dané funkce rovno fui, = 3 v bodé r = —1 a globalni maximum
fmax = 32 v bodé x = 5.

Priklad 2. Najdéte globalni extrémy funkce f(z) = ‘xQ — 3+ 2’ na intervalu
(—10, 10).

Reseni:

Protoze je f(z) = |(z — 2)(z — 1)| je funkce na intervalu (—10,1) definovéna pied-
pisem f(x) = 22 — 3z + 2. Derivace funkce na tomto intervalu je f'(z) = 2z — 3.
Derivace neméa na tomto intervalu nulové body.

Na intervalu (1,2) je funkce definovéna predpisem f(z) = —22 + 3z — 2. Tedy jeji

derivace v tomto intervalu je f/(z) = —2x + 3. Ta je rovna nule pro z = 3

Na intervalu (2,10) je funkce definovana predpisem f(z) = 2% — 3z + 2. Tedy jeji
derivace v tomto intervalu je f/(z) = 2x — 3. Derivace nema na tomto intervalu
nulové body.

Protoze nevime, zda ma funkce derivaci v bodech x = 1 a x = 2, mohou byt body,

kde ma funkce lokalni extrém =z = —10, x = 1, x = §, r=2az=10.

3 1
Funkéni hodnoty v téchto bodech jsou f(—10) = 132, f(1) = f(2) =0, f (§> =1
a f(10) = 72. Tedy globalni maximum je fpax = 132 v bodé z = —10 a globélni

minimum je fpin =0 v bodech z =1 a x = 2.

1+ 22
14 a4

Priklad 3. Najdéte infimum a supremum funkce f(z) = na intervalu

(0, +00).
Resent:
i L. L 2:1:(1 — 222 — :1:4) .
Funkce f(z) mé na daném intervalu derivaci f'(z) = ( 4)2 . Ta je rovna
1+z
nule v bodé zg, pro ktery je 23 = —1+ V2. Supremum a infimum proto miize dana
funkce nabyvat pouze v bodech x = 0, x = x¢ a © = +00. Protoze je lir% flx) =1,
xr—
142 1++2
2

a lim_f() =0 jesup (@) = —5

fxo) = a inf f(z) = 0.

T 2

Priklad 4. Najdéte infimum a supremum funkce f(x) = e~ * cosz? na intervalu

(—00, +0).

74



Reseni:
Funkce je diferencovatelnd na celém R. Jeji derivace je f/(z) = —2pe= (cosz? +

sin x2). Tato derivace je rovna nule v bodech xog =0 a x,% = —% + km, k € N. Proto

jeji supremum a infimum miiZe byt pouze v bodech g = 0, xp = &/ —% + k7 nebo

—1)k
x = £oo. Protoze je f(0) =1, f(zx) = (\/5) exp (—% + k;7r> a xgrinoo f(z) =0,
1
iesup f(xz) =1 ainf f(x) = ———= e 37/4,
je sup f(x) f(z) 7
w2 . T +a
Priklad 5. Dokazte nerovnost PICEY < Y4+ a* < x+aprox>0,a>0a
n > 1.
Resend:

Uvazujme funkci fi(x) =  + a — /2™ + a™ a hledejme jeji infimum na intervalu
(0, 00). Derivace této funkce je

n—1
n— n n) (1—n)/n x
file) =1—2""(a" +a") =1—(W—W) -0

Protoze je f1(0) = 0 a funkce fi(z) je rostouci, je na intervalu (0,4o00) splnéna

nerovnost fi(z) =z +a— Yz +a™ > 0.

Nyni vezméme funkci fo(z) = 2" +a™ — 25_% a hledejme jeji infimum na
n—1
1
intervalu (0, +00). Derivace této funkce je fi(z) = ({L/I”LW) = SOy

Tato derivace je rovna nule pouze v bodé = = a. Tedy funkce f>(z) miZze nabyvat
infima pouze v bodech z = 0, x = a nebo v bodé = = +oo. Protoze f3(0) =

a > 0,

- 9(n-1)/n

n 1
lim (\”/x”—i-a”—x——m): lim x<"1+a— +—a/x)=+oo

a fa(a) = 0, plati nerovnost fa(x) > 0.

Priklad 6. Absolutni odchylkou dvou funkci f(x) a g(x) na uzavieném intervalu

(a,b) se nazyva ¢islo A = sup |f(x) — g(x)|. Urcete absolutni odchylku funkci
a<z<b

f(x) = 22 a g(x) = 23 na intervalu (0, 1).

Reseni:

Na intervalu (0, 1) mame naji supremum funkce f(z) = |22 — 23| = 22 —23. Protoze
2

derivace této funkce je f’(x) = 2z —322, ktera je rovna nule v bodech x = 0 a x = 3
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miize mit tato funkce supremum pouze v bodech x = 0 x = — nebo x = 1. Funkéni

Wl N

2 4
hodnoty v téchto bodech jsou f(0) = f(1) =0 a f (5) = 5 Tedy pro dané

4
funkce na daném intervalu je A = 77

Priklad 7. Urcete nejmensi hodnotu sou¢tu n—té a m—té mocniny, n > 0, m > 0,
dvou kladnych ¢isel, jejichz soucin je roven a.

Resent:

Méme najit nejmensi hodnotu funkce dvou proménnych F(z,y) = 2" + y™, kde

a
xy = a a x,y > 0. Z této rovnice plyne y = —. Proto méme najit na intervalu
x

m

(0, +00) infimum funkce f(z) = 2™ + % Derivace funkce f(x)je f'(x) =nz™ 1 —
xm
m 1/(n+m)
m——. Tato derivace je rovna nule pouze v bodé z¢ = <T> am/ (ntm)
xm n

1/(n+m)
n) a™ (M) a v bodech z = 0 a . = 400 je

Protoze pro toto xq je yg = <—
m

a™m™m ) 1/(n+m)

limita funkce f(z) rovna +o00, je nejmensi hodnota rovna (n+m) < —
mmn

Priklad 8. Ze vsech obdélniki s danym obsahem S najdéte ten, ktery mé nejmensi
obvod.

Reseni:
Oznac¢me x a y strany obdélnika. Podle zadani spliiuje x a y vztah xy = 5, neboli
S S
y = —. Obvod obdélnika je f(z) = 2(z +y) = 2 (x+ —). Mame tedy najit
x x
S
minimum této funkce na intervalu z € (0,400). Jeji derivace f/(z) = 2 (1 — —2)
x

je rovna nule v bodé z = V/S. Protoze lim f(x) = lim f(z) = 400, je ma
z—04 xr— 400

hledany obdélnik strany = = y/S. Je to tedy &tverec.

Priiklad 9. Najdéte pravouhly trojuhelnik s nejvét§im obsahem, je-li soucet jedné
jeho odvésny a prepony konstantni.

Reseni:

Oznac¢me odvésny pravouhlého trojihelnika a a b a jeho preponu c. Podle Pythago-
rovy véty je a® 4+ b% = ¢2, neboli b = v/c2 — a2. Podle zad4ni tlohy je a+ c = k, kde

k je dana konstanta. Tedy ¢ = k — a. Obsah trojahelnika je P = %. Maéame tedy

najit maximum funkce f(a) = g Vk(k — 2a) na intervalu a € (0, k/2). Jeji derivace
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k(k — k 2 k
f(a) = ﬁ je rovna nule pro a = 3 Pak je ¢ = 3 kab= ﬁ Je zfejmé,
ki2
6v3

ze pro funkce f(a) ma v tomto bodé maximum, které je rovno Ppax =

Piiklad 10. Pro jaké rozméry mé uzavieny valec s danym objemem V nejmensi
povrch?

Reseni:
Necht je r polomér a h vyska vélce. Jeho objem pak je V = 7r?h. Tedy h =
—— . Povrch tohoto vélce je S = 27r? + 2nrh. Mame tedy najit minimum funkce

mr2
2V

2V
f(r) = 27r* + — na intervalu r € (0,+00). Jeji derivace f'(r) = 4nr — —
r r

|V
je rovna nule pro r = ¢ o Pro tuto hodnotu 7 je h = 2r a S = V/54rV2.
T
5V

Protoze lim f(r) = lim f(r) = 400, jsou hledané rozméry valce r = {/ — a
r—04 r——+o0 2T
4V
h=2r=y—.
T

Priklad 11. Do koule s polomérem R vepiSte valec s nejvétsim objemem.

Reseni:

Jestlize je polomér valce roven r a jeho vyska 2h, je objem valce V = 2nr2h.
Déale musi platit vztah 72 + h? = R?, a tedy 72 = R? — h?. Mame tedy najit
maximum funkee f(h) = 2wh(R?—h?) pro h € (0, R). Derivace této funkce f’(h) =

R 2 4
27 (R2 — 3h2) je rovna nule pro h = —. Pro toto h je r = \/jR alV = —— R3.
( )i p 7 ] 3 35

3
Protoze pro h=0a h = R je V =0, je polomér hledaného valce r = \/;R a jeho

2
vyska v = — R.

V3

Piiklad 12. Najdéte nejkratsi vzdalenost bodu M = [p;p] od paraboly 3? = 2px.

Reseni:

Necht je bod [x;y] libovolny bod paraboly y? = 2pz. Ctverec vzdélenosti tohoto

bodu od bodu [p; p] je d> = (x—p)?+(y—p)?. JestliZe z rovnice paraboly vypocteme
2 4

xr = g— a dosadime, dostaneme d? = i/—g — 2py—|— 2p2. Mame najit minimum funkce
p D

4
fly) = \/f? —2py + 2p? pro y € R. Protoze jde o kladnou funkci, staci najit
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4
minimum jeji druhé mocniny, tj. funkce g(y) = f?(y) = 5—2 — 2py + 2p%. Jeji
p
3
derivace ¢'(y) = y_2 — 2p se rovna nule v bodé y = {/2p. Protoze pro y — 400 je
p

d — +00, je v tomto bodé minimalni vzdalenost dpyi, = pV2 — 3 - 2-2/3,

Priklad 13. Najdéte nejmensi a nejvétsi vzdalenost bodu A = [2;0] od kruznice
22 +y? =1.

Reseni:

Uvazujme libovolny bod [z; y] kruznice z? +y? = 1. Ctverec vzdéalenosti mezi body
[2;0] a [z,9] je d* = (x — 2)% + y2. Protoze ale y*> = 1 — 22 mame najit minimum
a maximum funkce f(z) = 5 — 4z pro x € (—1,1). Jeji derivace f'(x) = —4 # 0.
Tedy jedinymi body, kde mé funkce f(x) extrém jsou krajni body intervalu body
x = *+1. Tedy dpin =1 a dpax = 3.

2 2
Priklad 14. Na elipse x_2 + 32—2 = 1 najdéte v prvnim kvadrantu bod M = [z¢; yo]
a

tak, aby byl obsah trojihelnika tvoreného souradnicovymi osami a tecnou k elipse

v tomto bodé nejmensi.

Reseni:

Rovnice teény ke grafu funkce, ktera prochézi bodem [xo; yo] je vy —yo = yi(x — o).
b

Z rovnice elipsy plyne, Ze yo = ——+/a? — x3. Derivaci y{, nejsnaze najdeme derivaci
a

2x 2
rovnice elipsy v implicitnim tvaru. Z té plyne rovnost —20 + % yo =0, tj. yy =
a
b’z Ted : y bodé i G Omnacime.li
. ledy rovnice tecny v tomto bodeé je y — yg = _a2y0 (x — zg). Oznacime-li

z O v/ ’ v a2
r vzdéalenost priseciku této teény s osou Ox dostaneme r = zg + — - 2= o
Zo Zo

2 2
Yo _ &

2
Je-li s vzdalenost priseciku této tecny s osou Oy dostaneme s = —. Obsah daného

Yo
e rs b v o
trojuhelnika je P = 5 =3 . Nasi tlohou je najit minimum funkce f(z¢) =
ZoYo
3p, 3h(922 — g2
a pro xo € (0, a). Derivace této funkce f'(zg) = a"b(2zp — a”)

2 _ 2 3/2
zoy/a? — xf z¢(az — 23) /

a

V2

je rovna

nule v bodé z¢ = . Pak je yg = = ab.

b
— a P
V2

Priklad 15. Jakou vyse¢ je tfeba vyfezat z kruhu s polomérem R, aby ze zbytku
bylo mozné svinout trychtyt, ktery ma nejvétsi objem?

Reseni:

78



Oznac¢me « thel zbylé vysece. Délka ¢asti kruznice je Ra. Je-li r polomér podstavy
Q
trychtyre, musi platit R = 277, neboli r = or R. Pro vysku h trychtyre dostaneme
7
472 — o
27

nasim tkolem najit maximum funkce f(a) =

R o(8n® - 30’
Jeji derivace je f'(a) = a2 o Z 2 O;)
s ™ =

2 2
a = 27‘(’\/;. Je ziejmé, Ze maximum funkce f(«a) je v bodé a = 27r\/;. Musime

Vi- V2
2

1
vztah 72 + h? = R%, tj. h = R. Protoze objem kuzele je V = §7r7“2h, je

R3
Y a?V4r? — a2 pro a € (0,27).
7r

. Nulové body derivace jsou a = 0 a

tedy vyfezat vysec se sttedovym thlem 27 — o = 27

Piiklad 16. Podnik A je od Zeleznice, kterd sméfuje z jihu na sever a prochézi
meéstem B, vzdalen akm (pocitd se nejkratsi vzdalenost). Pod jakym thlem ¢
vzhledem k Zeleznici je tfeba postavit piijezd od podniku A, aby pfevoz nakladi z
A do B byl co nejekonomictéjsi, jestlize prevoz tuny nakladu do vzdalenosti 1 km
stoji po prijezdu k zeleznici p K¢ a po zeleznici ¢ K¢, p > ¢, a mésto B je o bkm
severnéji nez zavod A?

Reseni:

Délka x ptijezdu k Zeleznici je dana vztahem x =

a délka y od konce prijezdu

sin ¢

do mista B pro tgyp > % jey =>b-— ti' Naklady na pfepravu jsou v takovém
gy

pfipadé N = px + qy. Mame tedy najit minimum funkce f(p) = .pa +q(b—
sin

acotg ) pro ¢ € (arctg%, g) Derivace této funkce f/(¢) = —pa C.OS;O—'— 19 oo
sin”

rovna nule pro ¢ = arccos P Snadno se pfesvédcéime, hledany thel ¢ = arccos d
q

P a a D a
pro arccos — > arctg 7 a ¢ = arctg 3 pro arccos — < arctg 3
q q

Priklad 17. K fece se sitkou am je sestrojen pod pravym thlem kanal $ifky bm.
Jaka je nejvetsi délka lodi, které mohou vplout do tohoto kanalu?

Reseni:

Zvolme pocatek souradnic O v bodé feky, kde za¢ind kanal. Je zfejmé, Ze lod projede
pokud bude nejmensi délka tsecky, ktera spojuje bod A na biehu feky a bod B na
biehu kanédlu a prochézi poc¢atkem O vétsi nez délka lodi. Necht je ¢ thel, ktery
svira tato usecka z brehem teky. Délka takové tsecky ¢ se sklada ze dvou cCasti. Z
usecky, ktera lezi v fece a jejiz délku oznacime /1, a z Gsecky, ktera lezi v kanale, jejiz

a

délku oznacime f5. Pak je £ = {1 + {5, kde {1 = — aly = . Nasim ukolem
sin cos ¢
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b
tedy je najit minimum funkce f(p) = .a + , kde ¢ € <0,
singp  cosp
acosy  bsing . a
2 5 Jje rovna nule pro tgy = (-
sin” ¢ cos? p b

tgp __ a'f? 1 I

\/1 +tg? o Va3 123 4 cose = \/1—|—tg2go Va2 /3
dostaneme pro délku ¢ = (a2/3 + b2/3)%/2,

™

2

) . Derivace

1/3
. Protoze

této funkce f'(yp) = —

N—

je sinp =

Piiklad 18. Do pohéru, ktery ma tvar polokoule s polomérem a, pustite ty¢ délky
£ > 2a. Urcete rovnovaznou polohu tyce.

Reseni:

Zvolme pocatek ve stfedu polokoule a za rovinu xy vezmeme tu rovinu, ve které
lezi ty¢ v rovnovaze. Protoze ¢ > 2a, opira se ty¢ o vrchni ¢ast pohdru. Necht jsou
soufadnice bodu, ve kterém se ty¢ opird [a; 0] a pohar lezi v zaporném sméru osy
Oy. Lze predpokladat, ze prinik roviny xy s polokouli je hlavni polokruznice, tj. ze
mé rovnici 22 + y? = a?, y < 0.

bylo co nejnize.

Oznacme ¢ thel, ktery svird ty¢ a kladnym smérem osy O, [lL‘l; yl} bod, ve kterém
se ty¢ dotyka dna poharu a [xg; yQ] bod, ve kterém se nachéazi druhy konec tyce.

, o 1. i x b + . 1o w
y—ova soutfadnice tézisté tyce je yr = L 5 P2 Protoze tyC lezi v primce y =

(x — a) tg ¢, spliuji souradnice bodu [xl; yl] a [372; yg} rovnice

y1=(x1—a)tge, y2=(12—a)tge,

2 492 —a?, (xg—x1)2+(y2—y1)2:€.

7 téchto rovnic dostaneme
zg —xp =Lcosp, yp—y1={Lsing, y1=(x1—a)tgy,

l 0.
yT:y1+—s1n30:(:I;1—a)tggp+—smgo, x%+(x1—a)2tg290:a2.

2 2
7 téchto rovnic plyne, ze x; = 2(Sin2gp — cos? gp). Tedy mame najit minimum
l
funkce f(p) = —2asinpcosp + 3 sing pro ¢ € (0, g) Derivace této funkce
l++/128a? + 02

l
f'(p) = —2acos? p+2asin® p+ 5 Cos¢ je rovna nule pro cos p = 16
a
Protoze 0 < cos¢ < 1, je rovnovazna poloha tyce pro ¢ < 4a dana thlem ¢ =

<£ + V12842 + 2
arccos 16@

s pro £ > 4a rovnovazna poloha neexistuje.
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CvVICENI 13 — Jednoduché primitivni funkce
Priklad 1. Najdéte neurcity integral /(1 —xz)(1 —2z)(1 — 3z) dz.

Reseni:
Protoze (1 — z)(1 — 2z)(1 — 3z) = 1 — 6z + 1122 — 623, je

/(1—x)(1—2m)(1—390)dx:/dx—6/xdx+11/x2dx—6/x3dx:

11 3
:x—3x2+3x3—§x4—|—0, r eR.

2
1
Priklad 2. Najdéte neurcity integral / ( a:) dzx.
x

Reseni: ) )
1— 2 1
Protoze plati rovnost ( x) = (—1 + —) =1-—-+4+
x

e
x2’

2
/(1—1’) dm:/dw—2/d—x+ d—f:x—2ln|w{—1—|—6’7 x#0.
x x x x

T

r+1

Priklad 3. Najdéte neurcity integral / dzx.
VT
Reseni: 41
Nebot £ — z1/2 + 712 je
NG

1 2
/I\;; dx:/xl/de+/x_1/2da::§x3/2+2x1/2+0, z € (0,400).

\/5—2€’/P+1dx
7 .

Piiklad 4. Najdéte neurcity integral /

Reseni:

Vi —2vVa2+1
Ve N

—92Yr2 41
/\/E é/_x + dx:/$1/4d$—2/x5/12dx+/x_1/4dx:
x

4 24 4
:gx5/4—1—7x17/12+§x3/4+0, m>0

Protoze g/t — 22512 4 =1/ e
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Piiklad 5. Najdéte neurcity integral / dz.
1422
Reseni:
72
Protoze plati 12— 1-— 1522 je
z?dx
/1+x2 / /1+x2—x—arctgx+0, x eR.
1 2 1 — 2
I%&bd&Nm@mnwmmum%m{/V'“:+V;  da.
V1—azt
Reseni:
Nebot Y1t @2+ vl-a? Vita?+vi-22 1 . 1
V1—azt VA 4221 —22)  V1-—a? \/1+x27J

/\/1+x2+\/1—x2 x—/ dz +/ de
V1— 2% ) V1—a2 V1+az?2

= arcsinz + In(z + /1 + 22) + C = arcsinz + argsinhz + C, € (—1,1).

290—}—1 _ 5:17—1
Priiklad 7. Najdéte neurcity integral / — dx.
Reseni: » ) o )
2FTE — 5T 2% — 5T~ 27"

Protoze plati rovnost 105 = "o 5 =2-5°%— = je

oz+l _ pz—1 1 2 277

—————dxr=2 |5 *de—=- | 27%dx=——5"" C R.
/ 10e /‘ . 5/‘ T s’ TEm2 ¢ T€

Piiklad 8. Najdéte neurcity integral / V1 —sin 2z dz.

Reseni:
Protoze lze psat

V1 —sin2z = Vcos2z + sin® z — 2sinz cosx = V/(cosz —sinx)? = |cosz — sinw
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je pro cosz —sinx > 0

/\/1—sin2mdx:sinm+cosx+C’, xEU( 1 , 1

keZ

aprocosz —sinz < 0 je

4k -1 4k+1 >
m

4k+1 4k +3
/\/1—sin2xdx:—sinx—cosa:+C’, xGU( Z_ , i 7'(').

4
kEZ

Priklad 9. Najdéte neurcity integral / tg? z dz.

Reseni: ) )
) sin“ x 1 —cos“x 1 .
Nebot plati tg? =z = 5 = 5 =———1je
cos? x cos? x cos? x

d 2k +1
/thxdajz/ a —/d:c:tgm—a:—i—C', x # i w, k€

2

cos? ¢

Z .

Piiklad 10. Najdéte neurcity integral / cotgh? z dz.
Reseni:
cosh? z 1+ sinh? 1

Nebot plati cotgh? z = = -
8 sinh? z sinh? z sinh?

+ 1, je

d
/cotgh%;d:z:z/ 332 +/d:1;:cotgh:1:—|—x+0, x#0.

sinh” x

dx

Pf‘iklad 11. NaJdéte neuréitjf integrél / W

Reseni:

d
Substituci 5x — 2 = y, pro kterou je dz = gy, dostaneme

dx 1 dy 2 2
/ (bx —2)%/2 5 / yb/2 15y3/2 * 15(hx — 2)3/2 T

>2
x
5)

dx
2+ 3z2°

Priiklad 12. Najdéte neurcity integral /
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Reseni:

2 2
Substituci x = y\/; , pro kterou je dx = \/;dy, dostaneme

arctgy \/§
= = —i—C’-—arct x+C, zeR.
/2+3x2 NG 1+y V6 Vi

dx
Priklad 13. Najdéte neurdity integral / —_—
: YR | Vmar =2
Reseni:

2 2
Substituci z = y\/; , pro kterou je dx = \/;dy, dostaneme

/\/33;2 f/\/ﬁ 7 In(y+vy*>-1)+C
= (\/_:1:'—}—\/3:1:2 )+Cl —argcosh §x+C’2, > 2

%I
S

d
Piiklad 14. Najdéte neurcity integrél / _
14 cosx
Reseni:
1
1+cosz 2cos?2x/2’ !

Protoze plati rovnost

dz 1 dz x
— == [ ——— =tg = 2k +1 keZ.
/1+cos:r 2/C0$2x/2 g2—|—C', v# 2kt ke

Priklad 15. Najdéte neurcity integral / Inzdx.

Reseni:
Integral najdeme integraci per partes.

/lnwdx:mlnx—/dx:xlnx—a:+C::c(lnx—1)+C’, x>0.

Piiklad 16. Najdéte neurcity integral / r?e™ 2 dz.
Reseni:
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Integral najdeme integraci per partes.

22627 qp — _$_2€72m 4 ze 2 dr = _33_2672:0 _ T2 + 1 022 _
2 2 2 2

222 + 2 1
:—%629”#—0, re€R.

Priklad 17. Najdéte neurdity integral / 23 cosh 3z dz.

Reseni:
Integral najdeme integraci per partes.

3
/x3 cosh3zxdz = % sinh 3x — /x2 sinh 3x dx =

3 2

2
= %sinh?)x — %cosh?)x—l— g/xcosh?)xdx =

3 2 2 2
= % sinh 3x — %cosh&’z: + §xsinh3:z: -9 /sinh3xdx =

3x3 42 9x2 + 2
:$sinh3x— x27+

cosh3z+C, xzeR.

Piiklad 18. Najdéte neurcity integral / xarctg x dz.

Reseni:
Pouzijeme integraci per partes. Po trose premysleni lze dostat

241 1 241
/xarctgxdx:x;_ arctgw—é/dx:x; arctgr —x+C, zeR.

2

Priklad 19. Najdéte neurcity integral / T dx.
T
Reseni:
Protoze plati . L
rotoze plati = — —je
P 1+« 1+2’ .

x? dz x?
/1+$dx:/xdx—/daz+/1+x=?—x+ln‘1+xl, x# —1.
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dz
+1+vVz -1

Priklad 20. Najdéte neurcity integral / 7
x

Reseni:
1 — vVre+l—y/x—1
Vr+1l+vx—1 2

Protoze plati je

/\/x+1ix\/x_1 :/\/aj—‘udx—/\/de:

= (E+ 12— @ -1 10, we (o).

dzx

Priklad 21. Najdéte neurcity integral / —_—.
x2 —x+2

Reseni:

12+7 1 V7
2 4

Protoze plati vztah 22 —z 42 = (:Jc - = —, pouzijeme substituce x — 5= Y.

7 toho dostaneme dz = g dy. Proto je

/ dx 2 dy 2 ; 2 ; 2r — 1 cR
—-— = — | ———— = —= arc = — arc , X .
w?—z+2 V7)) y*+1 7 OBV = m YR TR

dx
Priklad 22. Najdéte neurdity integral / N —
: R Y ]
Resend:

2
1 1 1
Protoze plati vatah z — 22 = i <£L' — 5) , pouzijeme substituci x — 3= % 7

d
toho dostaneme dx = 7@/ Integral tedy je

=arcsiny + C = arcsin(2z — 1)+ C', =z € (0,1).
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CVICGENT 14 — Primitivni funkce
rdx

V1—a22

Priklad 1. Najdéte primitivni funkci

Reseni:
Substituci 22 = y, pro kterou je 2z dz = dy, dostaneme

vde 1 —/1-y+C=-V1-224C, ze(-11).

Rt b

zdx
4+ x4’

Priklad 2. Najdéte primitivni funkci /
Reseni:
Substituci 22 = y, pro kterou je 2z dz = dy, dostaneme

xdz 1 dy 1 y 1 x?
= = —arctg= +C = —arctg — + C, e R.
/4+x4 2/4+y2 4arcg2+ 4arcg2+ T

dx

Priklad 3. Najdéte primitivni funkci / m

Reseni:
Substituci = = y?, pro kterou je dz = 2y dy, dostaneme

/(1+ \/— 1+ 2—2arctgy+(]:2arctg\/5+(]7 z>0.
.CC

. . e . 1 d
Priklad 4. Najdéte primitivni funkci / sin — —f
x T
Reseni:

1 d
Substituci x = —, pro kterou je dx = ——‘;J, dostaneme
Y Y

1 d 1
/sin—-—x —/sinydy:cosy—l—C:cos——i-C, x#0.
x

dz

Priklad 5. Najdéte primitivni funkci / .

Reseni:
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x

Protoze - , dostaneme po substituci e” = y, pro kterou je e dx =
et +e 7T e2w +1
dy,
dz e’ dx dy
= = | —— =arct C =arctge® +C, z€eR.
/ex—f—e”f /eQx—l—l /y2+1 gy + &

d
Piiklad 6. Najdéte primitivni funkci / e
zlnzn(lnz)

Reseni: q
x

Substituci Inx = y, pro kterou je — = dy, ziskame
x

/ dz _/ dy
rlnzln(lnz) J ylny'

Dalsi substituci Iny = ¢, pro kterou je Y dt, dostaneme
Yy

dz dy dt
/mlnxln(lnx) /ylny t nftl+C

=In|lny| + C =In|ln(lnz)| + C, z € (1,e)U (e, +00).

Priklad 7. Najdéte primitivni funkci / sin? z d.

Reseni:

Pomoci vztahu sin? z = = (1 — cos 2z) dostaneme

N | =

r sin2z

1
/sinzxdxzﬁ/(l—cos%:)dx:2— T zeR.

Priklad 8. Najdéte primitivni funkci / sin 3z - sin bz dz.

Reseni:

Pomoci vztahu sina - sin 8 = = (cos(a — ) — cos(a + 8)) dostaneme

N =

sin2x  sin &z

. . 1
/sm?)m-sm5xdx§/(cos2x—c088x)dx: 1 6 reR.
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dzx
costx’

Priklad 9. Najdéte primitivni funkci /

Reseni: ) )
dx 1 cos® x + sin” x ., ,
Protoze plati d(tgz) = a = = 1+ tg?z, je vyhodné
) ' cos?x  cos’xw cos? x
pouzit substituce tgz = y. Pak je

d 3 1 2k +1
/ = :/(1+y2)dy=y+y—+0=tgas+§tg3x+0, z # ;w,keﬂ

cost 3

Piiklad 10. Najdéte primitivni funkci / arcsin x dz.

Reseni:
Je vyhodné pouzit integrace per partes. Pomoci ni dostaneme

rdx
arcsin z dr = x arcsinx — =zxarcsinz++v1—22+C, xze€(-1,1).
/ \/l—a: ( )

Piiklad 11. Najdéte primitivni funkci / arctg \/z dz.

Resent:
Dany integral lze najit tak, ze nejprve integrujeme per partes. Pomoci této integrace
dostaneme ziskdme

d
/arctg\/_dx—xarctg\/_—— Ve x.

1+=x

Druhy integral najdeme pomoci substituce x = 2. Pak je dz = 2y dy a

\/dezz/ydy_2/ _2/ _
1+ 1+ y? 14 y?
=2y — 2arctgy + C = 2y/x — 2arctg \/z + C.

Tedy
/arctg\/idx:(gc%—l)arctg\/_—\/E+C’, x>0.

Ale bylo by mozné najit tento integral pfimo integraci per partes. Stacilo by zvolit
v prvni integraci misto x funkci x + 1, jejiz derivace je také rovna 1. Pak bychom
primo dostali

/arctg\/_dar—(.r—l—l)arctg\/}——/ = (z+1)arctgv/z—Vr+C, x>0.
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Priklad 12. Najdéte primitivni funkci / va? —z?dx.

Resent:
Integraly tohoto typu lze s vyhodou fesit pomoci substituce x = a sint. Pak je totiz
dz =acostdt a va? —x? = acost. Pro x € (—a,a) je tedy dany integral

2 2

2
/\/@2—x2dx:a2/cosztdt:%/(1+6052t)dt:a—t+a— sin2t + C =

2 4

2 2 2
1
:a—t+%sint\/1—sin2t+C’:% arcsin£+§x\/a2—x2+0.

2 a

Priklad 13. Najdéte primitivni funkci / 2V a2 + 22 dx.
Resent:

Integraly tohoto typu lze casto TeSit substituci x = asinht. Protoze je do =

acoshtdt a va? + 22 = acosht, dostaneme
/332 Va2 +22de = at / sinh? t cosh? t dt .

Tento integral lze vyfesit pomoci vztahit cosh?t — sinh?t = 1, cosh® t + sinh® ¢t =
cosh 2t a 2sinhtcosht = sinh 2¢, které jsou podobné vztahim pro goniometrické

t =t
e +e
funkce. Jind moznost je pouzit defini¢nich vztahti cosht = —+2 a sinht =
el —et
5 . Pomoci téchto vztahu ziskame
2 a’ 2t 2t) 2 a4y ay @
/:I; Va2 +z2de = — (e —e” ) dt = —(e —e” )——t+C’1.
16 64 8
. el —et . Val+a22+zx . Va4 a? -z
Z rovnice t = ¢ ——— dostaneme ¢’ = ——— ae ' = —— Po
a a
dosazeni a volbé jiné integracni konstanty C' dostaneme
1 a*
/:1:2\/a2 +22dr = g:L'(a2 +22%) Va2 + 22 — T In(z + Va?+ %), z€eR.

Podobné lze integraly, které obsahuji vyrazy vx2 — a2, mnohdy feSit substituci
x = acosht.

Povsimnéte si, Ze jsme v nasem piikladé mohli zvolit substituci t = x + va? + z2.
Substituce tohoto typu se nazyvaji Fulerovy substituce a sezndmime se s nimi
pozdéji.
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Priklad 14. Najdéte primitivni funk / z' da
Il . aljaete primitivinl runkKcl —_— .
J P x84 3z4 4+ 2

Reseni:
50 : 4 . : : 4 .11 3...8 4\/
Protoze jmenovatel integrovaného vyrazu je funkci pouze z*, z** = z°-z° a (x ) =

423, je vyhodné pouzit substituce z* = y. Pak je 423 dz = dy a dany integral je
/ ztdx _1/ y? dy _1/ 1 3y + 2 dy —
B34 12 4) P2+3y+2 4 Pr3yt+2) YT
1 / 3y + 2
—— | =—————=dy.
4 ) y?>+3y+2
Posledni integral 1ze najit pomoci tzv. rozkladu na parcialni zlomky. Protoze plati

y? + 3y +2 = (y+ 1)(y + 2), budeme se snazit najit redlnd ¢isla A a B tak, aby
3y + 2 A

2 - T
y*+3y+2 y+1 y+2
vSechna y € R musi platit rovnost 3y+2 = A(y+2)+ B(y+1). Pro y = —1 ziskdme
A = —1 aproy=—2 dostaneme B = 4. Tedy

FIES

identicky platila rovnost . Z toho dostaneme, Ze pro

3y + 2 dy dy
VT _ay=— [ s | T g+ 1| +4mmfy+ 2|
/y2+3y+2 Y PESTARY B Rt U R U

7 tohoto vztahu tak dostaneme

xlldx y 1
/mzz_zln‘y+l|+ln|y+2}+cz
!

T iln|x4—i—1’+ln’x4+2‘+c, reR.

Piiklad 15. Najdéte primitivni funkci / z2eV® dz.

Reseni:
Na prvni pohled je vidét, Ze problémy ndm bude délat \/z v exponentu. Proto
zavedeme novou proménnou y? = z. Pak jedz = 2y dy a / 2eVrdr = 2 / y°e¥ dy.

Tento integral najdeme pomoci integrace per partes. Dostaneme

/aszeﬁ dz = 2(y® — 5y + 20y> — 60y + 120y — 120)e¥ + C =

= 2(2%/? — 5y 4 209>/ — 60y + 120y*/2 — 120)eV® + C, > 0.
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Priklad 16. Najdéte primitivni funkci / e 2% sin 3z dx.

Resent:
Integraly tohoto typu lze najit integraci per partes. Pomoci ni ziskdme vztah

1 3
/6_2“ sin3zdx = —3 e 2 gin3x + 3 /e_% cos3xdx =
1 3 9
= —5 e %" sin 31 — 1 e 2" cos 3x — 1 /e_Q"’C sin3zdz.

To je rovnice, ze které lze vypocitat hledany integral. Snadno z ni dostaneme

—2x
/eQ”Csin?mU:—el3 (2sin3x+3cos3x)+0, zeR.

dx

Priklad 17. Najdéte primitivni funkci / —_.
(1+e%)2

Resent:
V tomto pripadé lze pouzit substituci e” = y (i kdyz je asi lepsi substituce e

d
Pak je dz = Y 0dtud dostaneme
)

/ <1+dzfv>2 :/ y(ldfwz

Tento integral se najde tak, ze integrovany vyraz rozlozime na zlomky. Jak ukazeme

—x

=y).

1
pozdéji, lze psdt ——= = — + + , kde A, B a C jsou konstanty.
yA+y)? oy 1+y  (1+y)?
Po vynasobeni spoleénym jmenovatelem y(1+v)? ziskdme pro tyto konstanty vztah

1= A(1+y)?+ By(l +y) + Cy, kterd musi platit pro véechna y € R. Pro y = 0
dostaneme A = 1 a pro y = —1 dostaneme C' = —1. Po dosazeni téchto hodnot
ziskdme vztah y + y? + B(y + y2) = 0. Z této rovnice plyne B = —1. Proto plati

/ /dy / / dy
1+ew 1+y (1+y)?
e’ 1

1
=1 —In|1 — 4+ C =1 C eR.
nlyl =ty + o O =t O,

dzx
Priklad 18. Najdéte primitivni funkci | —.
jdéte p / —

Reseni:
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/ dx - e /2 dx

vede rychleji k cili substituce e=%/2 = y. Pak je —5 e */2dz = dy a z integralu

Bylo by mozné pouzit substituci e* = y, ale protoze

dostaneme

= —2arcsiny + C = —2arcsine /2 4+C, 2>0.

Piiklad 19. Najdéte primitivni funkci / Ve arctg /x dz.

Reseni:
Tento integral lze snadno najit metodou per partes. Pomoci ni dostaneme

/\/Earctg\/idx:§x3/2arctg\/5—§/ rer o

1+z

2 1 1
:§a:3/2arctg\/5—§/(1—r> dz =
x
2 3/2 X 1
=3¢ arctg\/E—§+§ln|1—|—:z:|+C’, x>0.

1
Priklad 20. Najdéte primitivni funkci / xln 1 Rk dx.
Reseni:
, . , s , , .y 1+
Dany integral lze najit integraci per partes. Zvolime-li v' = x a v = In 1 ,
-
o e -1
dostaneme v’ = ] 5- Proto je vyhodnéjsi zvolit u = 7 Pri této volbé
—x

dostaneme pro z € (—1,1)

1 21 1 21 1
zIn +xdx=x In —|—a:+ daczx In +x+x+0.
1—=x 2 1—=x 2 1—=x

Priklad 21. Najdéte primitivni funkci / tgh x dz.

Reseni: -
sinh z
Protoze je tghx =
cosh x

a (cosh:z:)/ = sinh z, je

d(cosh
/tghxdx:/len(coshx)—l-C, reR.
cosh x
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Priklad 22. Odvodte vzorce pro snizeni fadu v integralech

a) Inz/sin”xdx; b) Kn:/cos”a:dx (n>2)

a s jejich pomoci urcete /sin6 rdxr a /cos8 rdx.
Reseni:

Oba tyto integraly lze pocitat integraci per partes. Jestlize napiSeme sin” z = sinx -

sin” ! 2, ziskdme touto metodou

I, = —cosz-sin" tx+(n—1) /cos2 z-sin" 2 rdr =

= —cosz-sin" '+ (n—1) /(1 —sin®z) -sin" Yz dr =
= —cosz-sin" tx+(n—1)I, o~ (n—1I,.

Jestlize z této rovnosti vypocitame I,,, dostaneme
1 n—1

I,=—=cosz-sin" ‘z+ I,_o.
n
Zcela analogicky lze ziskat vztah
n—1
K,==sinz-cos" 'z + K,_o.
n

Pomoci téchto vztahi snadno najdeme pro x € R
. 6 1 .5 ) . 4
sin xdx:—g cos x - sin x—l—g sin® xdx =

1 5 5
= ~5 cosz - sin® x — ﬂcosx-sin?’:c—i— g/sinzxdx =

_—1 Ccos T Sin5x—icosx singx—icosx sina:—l—ix%—C
6 24 16 16 '
a

1
/COSS.TdQ?:Kg = 3 sina:-cos7x—|—gK6 =

35
sinz - cos” x + 13 sinz - cos® x + EKAL =
7 5

sinx - cos’ x + 13 sin x - cos

. 7 7 . 5
sinx - cos' x + E sin x - cos

+ P g c + 35 +C
— SINnx - COSXT — X .
128 128

35
x++1—92 sinw-c0s3x+6—4K2:

CO| — Co| = 0o

T + +1—92 sin z - cos® o+
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CvVICENI 15 — Integrace racionalnich funkci

rdx
(x+1)(z+2)(z+3)

Priklad 1. Najdéte integral /

Reseni:
Integrand rozlozime na parcialni zlomky. Z rovnosti

T A B C

(x+1)(x+2)(x+3) _a:+1+x+2+x+3

plyne vztah x = A(x + 2)(x + 3) + B(z + 1)(z + 3) + C(z + 1)(z + 2) pro vSechna
1

x € R. pro x = —1 dostaneme A = 5 pro x = —2 dostaneme B = 2 a pro x = —3

ziskame C' = —g. Tedy

/ z dx __l/da: +2/dx _§/dx_
(z+D(x+2)(xz+3) 2J) z+1 t+2 2) z+3

1 3
=-3 ln|a:—i—1]—|—21n|a:—|—2|—§ln|:1:—l—3]—|—C’, x#-1, -2, =3.

Piklad 2. Najdéte int '1/ vl
fiklad 2. Najdéte integra x.
. & 3 — bx? + 6x
Resend: . )
L. 2 +1 ox“ —6x +1 3 9
Protoze je x3—5x2+6x:1+x3—5x2+6xax — 52° 4+ 6z = z(z — 2)(z — 3),

staci najit realné konstanty A, B a C tak, aby

522 —6zx+1 A B C
-2 + .
3 —-5x24+6x x x—2 x—3

Z této rovnice plyne vztah 522 — 6z +1 = A(x — 2)(z — 3) + Bz(z — 3) + Cx(z — 2).
Pro x = 0 dostaneme A = 5’ prox =2je B = —5 a pro x = 3 ziskame C' = 3
Tedy

23 +1 1 9 28
/x3_5x2+6xdx:x+6ln|x|—§ln|x—2|+§ln|x—3|+07 z#0,2,3.

2 +1
Priiklad 3. Najdéte integral / Gr 2@ 1) dzx.

Reseni:
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. . 2 +1 A
Integrand rozlozime na parcidlni zlomky. Z rovnosti @)@ —1) = +

B C
p + EFSIE plyne vztah 2?2 +1 = A(z+ 1)+ B(x — 1)(x + 1) + C(x — 1). Pro
x = 1 dostaneme A = 5 aproz= —1 méme C = —1. Srovnanim koeficientti u z2

1
dostaneme A+ B =1, tj. B = o tedy

/ 2+ 1 dx—l/ dx +1/ dx _/ dez
(x+1)2(x—-1) "~ 2/ z-1 2) z+1 (x+1)2

1., 1

dzx
(x+1)(22+1)

Priiklad 4. Najdéte integral /

Reseni:
Integrand rozlozime na parcialni zlomky. Tedy mame najit realné konstanty A, B a

1 A B C
C, pro které plati CESNCESY =231 + :cfj: T Z této rovnice plyne, Ze pro

kazdé r € R musi platit rovnost 1 = A(2? +1) + Bz(z+ 1)+ C(z+1). Prox = —1

1
dostaneme A = =. Srovnanim koeficientti u 22 a z2° dostaneme vztahy A + B = 0

1 1
a A+ C = 1. Z nich plyne, 2eB:—§aC’:§.Tedy

/ dz _l/dx_l/mdx_i_l/dx_
(x+D(x2+1) 2 z2+1 2) 224+1 2 ) 22+1

1 1 1
=§In|x+1|—zln(w2+1)—|—§arctgm+C’, x#—1.

dz
Priklad 5. Najdéte integral .
rikla ajdéte integra, /(x2—4x+4)(:c2—4a:+5)
Reseni: . 1
Protoze = , je vyhodné zavést

(22 —dz +4)(2* -4z +5) (3 -2)*((z—2)2+1)
novou proménnou y = x — 2. Pak dostaneme

/ dz _/ dy _/dy_/ dy
(22 —dx +4) (22 — 42 +5) ) v2(y2+1) ) y2 y2+1

1 1
:———arctgy+C’:——2—arctg(x—2)+C, X #2.
y T —
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rdx
(x — 1)2(22 + 22+ 2)

Priklad 6. Najdéte integral /
Reseni:
Integrand rozlozime na parcialni zlomky

x A n B n Cx+ D
(x—1)2(@2+22+2) -1 (z—-12 22+4+22+2°

Z této rovnice plyne pro viechna z € C vztah x = A(z — 1)(2? + 22 + 2) + B(z? +
1
22+ 2) + Cxz(z — 1) + D(x — 1)%2.Pro = 1 dostaneme B = E Jestlize derivujeme

1
tuto rovnici v bodé x = 1 dostaneme 1 = 54 + 4B, tj. A = % Srovnanim ¢lent
1
u 22 ziskdme vztah A+ C =0, tj. C = —25 A konec¢né pro bod x = 0 dostavame

8
rovnost —2A + 2B+ D =0, tj. D = ——. Tedy pro = # 1 je

25
/ zrdx B 1/ dz +1/ dz 1 / (r+8)dx
(r—1)2(22+22+2) 25/ 2—1 5) (x—-1)2 25) 22+20+2
1 1 1 (22 + 2)dz 7 dx
= hnz-1|-——rv - [ — | ————— =
25 5(x — 1) 50 2+2x+2 25) (x+1)2+1
1 1 7
=—1 1l —-=1 2 2) — — arct H+C.
25 Bl —l-50—5 "5 n(a” 4 20 +2) = oo arctg(r +1) +
Piiklad 7. Najdéte int '1/ d
riklad 7. Najdéte integra .
! 8 21+ 2)(1+z+ 22)
Reseni:
Integrand rozlozime na parcidlni zlomky

1 A B Cx+D

z(1+2)(1 4z + 22?) _;+1+x+1+x+x2'

Tedy konstanty A, B, C' a D splnuji pro vSechna x € C rovnici

1=A0+2)1+z+2*) + Br(1+x+2%) + C2*(1 + ) + Dx(1 + ).

Pro x = 0 dostaneme A = 1 a pro = —1 ziskdme B = —1. Srovnanim élenti u 23

a 2 dostaneme A+B+C =0a2A+ B+ C+ D = 0. Z téchto rovnic plyne C = 0
a D= —1. Tedy

/x(1+w)(ix+w+x2):/d /:c+1 /m+1/(;§;2+3/4:

2 20 41
arct +C, x#0,-1.
&= /5 7
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dx

Priklad 8. Najdéte integral /

3+ 1
Reseni:
Protoze je 3 +1 = (x +1)(2? — x + 1), budeme hledat rozklad na parcidlni zlomky
1 A B C
ve tvaru T . Z tohoto vztahu dostaneme 1 = A(z? —z +

x3+1:x+1+x2—x—|—1 )
1)+ Bzx(x+1)+ C(x +1). Odtud pro z = —1 mame A = 3 Pro x = 0 dostaneme

2 1
A+C=1,tj.C = 3" Srovnanim ¢lent u 22 dostaneme A+ B = 0, neboli B = —3

Tedy
/ dz _1/ dzx _1/(x—2)dx_
234+1 3J) z+1 3) 22—z+1

1 1 [ (2e—1)dz 1 d
= lnje+1] - /M+—/( -

3 6) 22—z+1 ' 2 x—1/2)2—|—3/4:
1 (x+1)2 1 2z —1
=—In————+ — arct C —1.
6nx2_x+1+\/_arcg 73 +C, z#
o e s , rdz
Priklad 9. Najdéte integral / 51
x —_—
Reseni:
Protoze je 3 — 1 = (x — 1)(2® +x + 1), budeme hledat rozklad na parcidlni zlomky
A B C
Ve tvary —— s . Z tohoto vztahu dostaneme z = A(2? +x +

x3+1:x—1+x2+x+1 .
1)+ Bx(z — 1) + C(z — 1). Odtud pro x = 1 mame A = 3 Pro z = 0 dostaneme

1 1
A—C =0,tj. C = =. Srovnanim ¢lenti u 2 dostaneme A+ B = 0, neboli B = —3

Tedy
/xdx _1/ dz _1/(93—1)dx_
23—-1 3) z—-1 3) 224z+1
1 1 2 1)d 1 d
3 6 s +xz+1 2 (ac—i—l/Z) _|_3/4
1 (x —1)2 1 2x 4+ 1

=—In + — arct
6 224+z+1 /3 8 V3

+C, z#=1.

dz
xr—1

Priiklad 10. Najdéte integral /
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Reseni:
Integrand rozlozime na parcialni zlomky. Protoze plati

1_11+11_11+11+11
1—z24 21422 21—-22 21422 414z 41—z’
je
dz 1 1 1+x
/1_x4:§arctgx+zlln - +C, x#=+1.
os ey , dz
Priklad 11. Najdéte integral [ ————.
i+ 22 +1

Reseni:
Protoze je 2* + 22 + 1 =2* + 222 +1 — 22 = (x2 —I—x+1)(aj2 -+ 1), budeme
hledat rozklad na parcialni zlomky ve tvaru
1 Az +B Cx+D
22 +1  2242x+1 a2—z+1°

Z toho dostaneme 1 = A:z:(a:Q—a:+1) +B(x2—:1:+ 1) +Cx (:)32+:B+ 1) +D(x2+x+ 1).
Srovnanim ¢lenti u stejnych mocnin dostaneme

A+C=0, -A+B+C+D=0, A-B+C+D=0, B+D=1.

. 1 1
Reseni téchto rovnic je A=B =D = 3’ C= —5 Tedy

/ dz _1/(m—|—1)dx 1/(m—1)dx_
42241 2/ 224x2+1 2] 22—z+1

_1/(2x+1)dx 1/(2$—1)dm+1/ dz +1/ dz B
4] 4+l 4) 22—a+1 4) (z+i2+3 4] (@-1)2+3

1. 224z+1 1 ( 2 +1 2x—1>
=-In + arctg ——— +arctg—— | +C, zx€R.
10—+l a3\ TR 573
23 dx

Pf‘iklad 12. NaJdéte lntegrétl /m
Reseni:

Rozlozme funkci f(z) = 2% do Taylorovy fady se stiedem v bodé z = 1. Protoze
je f(1) =1, f/(1) =3, f"(1) =6, f(1) =6 a f(™)(1) = 0 pro n > 4, dostaneme
23 =1+3(x—1)+3(x —1)*>+ (z — 1)3. Proto je pro z # 1

_t t+r 3t 3 1 1 1 5
99 (x—1)% 98 (x—1)% 97 (z—1)97 96 (xz — 1)% '
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zdx
8 —1°

Piiklad 13. Najdéte integral /

Reseni:
Substituci 2 = y, pro kterou je 2z dz = dy dostaneme

rdz 1 dy 1 1 y+1
/1;8—1 2/y4—1 zLangZ“Lsny—1‘7L
1 241
:ZarctgacQ—l—gln ;—:'—#Cﬂ x # £1.
23 dx
Piiklad 14. Najdéte integral .
rikla ajdéte integra /x8+3
Reseni:
Substituci z* = y, pro kterou je 423 dz = dy dostaneme
z3 dx 1 dy 1 Y 1 x?
= - = arctg —=+C = ——= arctg—=+C, z€R.
/x8+3 4/y2+3 w33 w38

(z* —3)dz
z(x8 + 3z 4+ 2)°

Piiklad 15. Najdéte integral /
Reseni:
Tento integral by bylo mozné fesit primo rozkladem na parcialni zlomky. Ale tento
rozklad je pomérné slozity. Jestlize si ale uvédomime, ze

/ (z* —3)dz / 3 (2t - 3)
r(x® + 324 +2) ) z4(2® + 324 +2)

1ze snadno nahlédnout, Ze je vyhodna substituce z* = y. Pak je 4z3dx = dy a

/ (z% —3)dx _1/ (y —3)dy

r(x8+324 +2) 4) y(y2+3y+2)°

Rozklad této funkce na parcialni zlomky je podstatné jednodussi. Snadno se ukaze,
y—3

y(y? + 3y + 2) 2y y+1 2(y+2)

/ (z* — 3)dx 3

ze plati

. Proto je

5
— —Zlnfyl+ Iy + 1]+ 2Infy+2[+C =
(oS T3t 12) - g Il gy 2l
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3 )
:—Eln|x|+ln|x4+1|+§ln|x4+2|+0, x#0.

vvvvv

xt—3 1—3z74

r(2® 4+ 324 +2) 751+ 3x74 4 2278)

a pouzit substituce z=* = y. Tento postup ukéZeme v nasledujicim prikladé.

dz
Priklad 16. Najdéte integral [ ————.
) & / x(x10 + 2)
Reseni: .
Protoze lze psat = , je vy¥hodné pouzit substituce z7° =

x(x0+2)  26(ad + 2279)
d
y. Pak je —5—;6 =dy a
x

/L__l/ ydy
r(x0+2) 5 ) 1+2y2

+C, x#0.

Priklad 17. Odvodte rekurentni vzorec pro vypocet integralu

dx
In:/(axz—i-bx—i-C)” . a#0, b —4dac#0.
d
Pomoci tohoto vztahu urcete I3 = / @
(22 42 +1)3

Reseni:
Rekurentni vzorec Ize odvodit integraci per partes. Pomoci ni dostaneme

x n / x(2az + b) dzx
— n _
(az? 4 bx + )™ (az? + bx + c)nt1
2
2
_ x —|—2n/ (az® + bz + c) dx—n/ (br +2c)dw
(ax2 —+ bx + C)n (CL:L‘Q + bx + C)n—i—l (al.z + b T C)n+1
v nb (2ax 4+ b)dz no,
- 2nly — o~ — (2 — dac)Ips1 =
(ax? 4+ bx + )" en 2a / (ax? + bx + c)*t! + 2. ( ac)lni
x b 1 n
- 5 onl, + — (b® — 4ac)l, . .
(a372+b:c+c)"+2a (ax2+bx+c)"+ " +2a( ac)lnt1
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Tedy
2ax +b T 2a 2n—1

I, = . . 1, .
T n(dac —62)  (az? + bz + )" * dac — b? n
V nasem piipadé je a = b= c =1 a 4ac — b*> = 3. Proto je
I 2z +1 B 20 +1 n 2z +1 +21_
ST 624412 P 6@+a+1)?  3@+x+1) 3
2z +1 20 +1 4 2z +1
= + + arct +C,
6(z2+x+1)2 3@2+xz+1) 33 8 V3
Protoze je
7 / dx 2 ; 2 +1
= [ —— =— arc )
! 2+r+1 3 & V3

Priklad 18. Pro vipocet integralu I / do kd '

rikla . Pro vypocet integralu I = , kde n a m jsou

o [ -~ . rT+a
prirozena cisla, pouzijte substituci ¢ = .

r+b

Pomoci této substit et / da

omoci této substituce urcete .

(x —2)%(x+ 3)3

Reseni: bt "
Substituce t = ij——z dava = = 1 :;L Tedy dx = ﬁdt Protoze x + a =
t(b— b—
M ar+b= —a, dostaneme po dosazeni

1—-1¢ 1—-1¢

— dz B 1 (1 — t)ntm=2
I_/ (x4+a)"(z+b)™  (b—a)rtm-1 / i dt.

V nasem pripadé jea = —2,b=3,n=2am = 3. Tedy

dx 1 (1—1)3 1 1 t2
- dt=—(—>—3Wm|t|+3t— = | +C
/(33—2)2(:1;+3)3 625/ 2 625( oAt =5 )+ 0

xr— 2
x+3

kde t =
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CVICENI 16 — Integraly, které lze pfevést na racionalni funkce
Piiklad 1. Najdéte integral / dz
. Najdéte integral [ ————.
! 8 1+
Resent:
Po substituci = y? dostaneme dz = 2ydy a

/15—90\/5:2 %:2(y—ln(1—|—y)>—|—C:2(\/E—ln(1+\/5)>+0, 23>0,

1—-vz+1

— d=x.
14+ Jx+1 o

Priklad 2. Najdéte integral /

Resent:
Protoze nejmensi spoleény nasobek ¢isel 2 a 3 je 6, pouzijeme substituci z+1 = y°.
Pak je dz = 6y° dy a

/1—\/:1:—}—1(i 6 y° (1 —y3)
e — €Tr = P ———
1+ vz +1 1+y?

—1
—6 .6 4 3.2 1 () du =
/(y+y—|—y () Y+ +1—|—y2 Y
6 - 6

3
:—?y +gy5—|—§y4—2y3—3y2+6y+31n(1—|—y2)—6arctgy+C’,

dy =

kdey=vr+1lazxz>-—1.

- Vo1
Piiklad 3. Najdste integral | Y2t t-VZ-1,.

Vr+1+vVz—1

Reseni:

z—1
Tento integral lze prevést na integral z racionalni funkce substituci T = y2. Ale

je asi jednoduss{ rozsifit zlomek vyrazem (v/z +1— v/ —1). Pak dostaneme

Ve+l—vo—-1_ B — .
\/x+1+\/x_1dm—/(x 2 l)d .

Druhy integral najdeme substituci x = coshy. Pak je dx = sinh z a

/\/1’2 —1dz = /sinhzydy = %/(costh —1)dy =
(zv/2? — 1 — argeoshz) .

DN |

= %(coshysinhy — y) =
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Tedy

Vr+1l—+vx—1 1,
dr = = (z* — zv/x? — 1+ argcoshz) + C, = >1.
Vi+l+vr—1 5 geosh.z)
Qxd
Piiklad 4. Najdéte integral / e
14e”

Reseni:

d
V tomto integralu zavedeme substituci e* = y. Pak je doz = %Y a dostaneme integral

/ezmdx_/ydy / /
1+er ) 14y 1+y

—In(l+y)+C=¢e"—In(1+e")+C, zeR.

dz

Priklad 5. Najdéte integral | ———.
rikla aJee1negra/62x+e$_2

Reseni:

d
Po substituci e* = y dostaneme dx = Y a integral je

/ dz / dy I/dy 1 dy 1 dy
= =z |2+ =+ ==
e + e — 2 y(y2+y—2) 2) y 3)Jy—-1 6J) y+2

1
=3 lny+ ln|y—1|+ In(y+2)+C =
T 1 "
:—§+ ln\e —1|+6 ne*+2)+C, x#0.
e s v . , e(l’ - ].
Priklad 6. Najdéte integral / \/ dz
et +1
Reseni: q
Nejprve bych zavedl novou proménnou y = e*. Pak je doz = el a z integralu
Y
dostaneme

r—1 1 -1
/\/e dx:/—-,/y—dy
e? 4+ 1 Y y+1

. oy . . LY . oo Y
Tento integral prevedeme na integral z racionalni lomené funkce substituci

2 y+1
t 4t dt
t2. Pak je y = 1——i_—152 ady = m Po dosazeni dostaneme

/ ew—ld /1—t2 . 4t dt / 4¢2 dt
Tr = . . = =
e + 1 1+62 ° (1—12)? (1+2)(1—t2)
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+1
v

2/ dt At A etet |
- _ = —2arc n
1+ 2 1+1¢ 1—¢ & 1

[e* —1
= —2arctg efc—i—l +ln<em+\/e2x_1>+0, T>e.
€

dzx
(24 cosz)sinz

Priklad 7. Najdéte integral /

Reseni:

1
(2 + cosz)sinz
novou proménnou y = cosx. Pak je —sinxzdx = dy a z integralu dostaneme

Protoze plati R(cosz,sinz) = = —R(cosz,—sinz), zavedeme

/ dx __/ dy _
(24 cosx)sinz 2+ -y
Lfdy Lfdy 1/ dy

3)2+y 2/ 1+y 6J) 1—y

1 1 1
:§ln(2+y)—§ln(1—l—y)+61n(1—y)+C:

1 2 2(1 -
1 ln( + cosz)?(1 — cos x)

5 (1 + cosa)? +C, z#kn, kel.

dx

Priklad 8. Najdéte integral /—
14 3cosz

Reseni: .

Tento integral prevedeme na integral z racionalni funkce substituci tg 5 = t. Pro

jednoduchost slozime tuto substituci pomoci substituce x = 2y a substituce tgy = t.
Po prvni substituci dostaneme

/ dz _/ 2dy _/ dy
14+3cosz ) 1+3cos2y—3sin?y J 2cos?y —sin’y

dt 1 t2
Protoze pro substituci tgy =t je dy = e acos?y = T2 sin®y = T
dostaneme
/ dx _/dt_l/(l_l)dt_
1+3cosx ) 2—12 2\ t4V2 =2 -
1 t 2 1 t 2 2
= In V2 +C = In 8(/2) +v2 +C.

2v2 |t —+2 2v2  |tg(z/2) — V2

105



sin’ z dz

1+sin’z’

Piiklad 9. Najdéte integral /

Reseni:
Protoze integrovana funkce ma vlastnost

2

sin” x
R(cos z,sinr) = ———— = R(—cosz, —sinx),
1+sin“x
L Lo t? t
pouzijeme substituci tgx = t. Protoze sin“ x = a dr = ——, dostaneme
1+ ¢2 1+ t2

/sinzxdm _/ t2dt _/ 1 1 4 —
1+sin’z ) (1+2)(1+2t2) 1+t2 1422 B
1 1
:a,rctgt——arctgtﬂ—l—sz——arctg(\/itgx)%—C, reR.

V2 V2

. e , sin x cos x
Priklad 10. Najdéte integral / ——du=.
sSInx + cosx
Reseni:

Protoze integrand nemda zadnou specidlni symetrii, pfevedeme jej na integral z
ionalni funkce substituci tg= = t. Pak je d 2t 2t
racionalni funkce substituci tg— = t. Pak je dr = ——, sinz = a

i &9 ) 1+ 2 1+ 2
1—t
cosT = . Z daného integralu po upravach dostaneme

1+t?

/ sin x cos © _/ 4t(1 — t2) dt
sinz +cosz ) (1412)2(1+2t —12)°

Ale tento integral je na vypocet pomérné pracny. Proto zvolime jinou metodu
vypoctu. Snadno se presvédcime, ze plati

sinx cos x 2sinx cosx sin 2x

sinz +cosz 2\/—<smx cosx> - 22 cos(z —m/4)
V2 V2

T
Proto je vyhodné pouzit nejprve substituci z — i y. Pak dostaneme

/ sin x cos x /cos2y 1 /cos2y—sin2yd
sinz +cosz 22 ) cosy 2.2 cosy v
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V tomto integralu miizeme zfejmé pouzit substituci siny = ¢ a dostaneme

/ sin x cos * /1—2t2 B

sinx + cos x 2\/_ 1—t2

t 1 t 1 1-1t¢
o+ - dt=—+—1In|—|+C=
il (1) o= G s
sin(z — 7 /4) 1 1 —sin(z — 7/4)

= + In +C =
V2 4\/§ 1+ sin(z — 7/4)
1 2 —
= —(sinz —cosz) + \/_ smx—i—cosm+c.
2 4\/_ \/_—l—smx—cosx

sin?z — cos? x

sin* z + cos*

Priklad 11. Najdéte integral / dx.

Resent: )
: 2
L. ) sin® x — cos” x . .
Protoze je R(cosz,sinz) = — = R(—cosz, —sinz), lze prevést tento
sin® x + cost
dt

1+ t2’

integral na integral z racionalni funkce substituci tgx = t. Protoze dx =

2 2 2
sin“x — cos“ x t—1
/ — dr = / 7 dt.
sin® x + cos* x *+1
Ale vypocet tohoto integralu je pomeérné slozity. Proto integrovany vyraz upravime.
Plati

dostaneme

sin?z — cos? x — cos 2x 2cos2x

sin*z +costz  sin*x + 2sin®zcos2x + costx — 2sin®zcos2x  sin? 2z — 2

V tomto integralu je vyhodna substituce sin2z = t. Pak je 2cos2zdx = dt a
integral je

sin®?z — cos? x 1
JEE T i
sin® z + cos x e —2 2\/_ t—+/2 t+\/§
\/§—t 1 |
= n
2f f+t 2v2

2 —sin 2z
V2 + sin 2z

+C, xelR.

sin x cos x

1+ sin® x

Piiklad 12. Najdéte integral / x.
Reseni:
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sin x cos x

Protoze plati vztah R(cosz,sinz) = T sn's = —R(—cosz,sinx), lze prevést
sin® x

tento integral na integral z racionalni funkce substituci sin x = t. Po této substituci

z integralu dostaneme
sin x cos x tdt
—_4 dil]' = 4 .
1+sin"x 1+¢

Snadno lze vidét, Ze integréal lze snadno Fesit substituci ¢? = y. Pak je 2tdt = dy a
plati

sin x cos 1 dy 1 1 . 9
———dz == = — arctgy + C' = = arctg(sin“z) +C, z€R.
/1+sin4w 2/1+y2 g MY  arctg(sin” )

dx
Piiklad 13. Najdéte integral / .
! & r+vVat+axr+1
Resent:
V tomto integralu je vyhodné pouzit Eulerovu substituci x + Va2 +z+1 = y. Z
y? —1 2% +y+1)
tohoto vztahu plyne, ze x = . Po derivaci dostaneme dz = ————~-—
2y+1 (2y+1)

a integral prejde na

/ dx y+y+1)d_/(2_ 33 >d_
r+vVrZtz+1 2y+1)?2 7 y 2yl (2yr12)

3
:2ln|y|—§ln|2y+1]—|— +C=2In(z+Va2+z+1)—

3
2(2y + 1)

3 3
— ZIn(2r +1+ 22 1 C
p 2+ 142V +as )+2<21’+1+\/l‘2+x+1)+

Priklad 14. Najdéte integral /m\/ 22 — 27 + 2dz.

Reseni:

Integral by bylo mozné fesit Eulerovou substituci. Ale tato metoda je na vypocet
dost pracné. Proto ukazeme jinou moznost feseni tohoto integralu. Kdyz napiseme
Va2 —2x+2 = /(x — 1)2 + 1, je vidét, %e je vhodna substituce z — 1 = sinht.
Pak dostaneme dx = coshtdt a

/x\/x2 —2x+42dx = /(sinht+ 1) cosh®tdt =

1
= /sinhtcoshztdt + 2 /(Cosh2t +1)dt =

1 1
=3 cosh® t + ) (sinhtcosht +t) + C =
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1 t
(14 sinb?t) /% 4 = sinh tv/1 + sinh? ¢ + -+ C =

1 1
(af;2—2x+2)3/2—|—§(:1:—1) x2—2:c—|—2+§argsinh(ac—1)+0.

Lol = Lo =

Priklad 15. Najdéte integral / Va3 4zt de.

Reseni:
Eulerova substituce opét vede na integraci racionalni funkce, ale vznikly integral je
jako vétsinou pomeérné slozity. Proto pouzijeme opét jiné substituce. Kdyz napiseme

(2x +1)2—1.

2
\/x3+x4:x\/x+x2:a:\/(w+l> —i:

2

N8

1
Proto je vhodné pouzit substituci 2z + 1 = cosht. Pak je dx = 3 sinhtdt a z

integralu dostaneme

1
/\/1’3 +ztdr = g/(cosht— 1)sinh? ¢t dt =

1 1
= —/coshtsinthdt— —/(cosh2t— 1)dt =
8 16

1 1
:ﬂsinhgt—1—6(sinhtcosht—t)+C’:
—i((2x+1)2—1)3/2—i(2x+1) (22 +1)° =1 — — argeosh(2z + 1) + C =
Y 16 16 '8 -

1 1 1
= §(x2 +z)%/2 - §(2x + v+ — 16 argcosh(2x + 1) + C'.

Piiklad 16. Najdte integrdl | —- o
. e integr e
J g T2
Reseni: q
Tento integral lze vyiesit substituci 1 — 2? = y. Pak je 22 =1 -y a vdz = —Ey.

Po dosazeni do integralu dostaneme

2 1 8 +4x2 + 32 ——
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CVICENI 17 — Vypocéet urditych integralu
Priklad 1. Najdéte integral / rsinzdz.
0

Resent:
Tento integral najdeme integraci per partes. Plati

™

0

T

™
—I—/ cosxdxzw—f—[sinm} =T.
0

s
/ zsinxdr = [—xcosx} 0
0

|Inz|dz.
1

Priklad 2. Najdéte integral /

€
Reseni:
Protoze pro z € (e_l, 1) jelnz <0 aprozxe (1, e) je Inx > 0, rozdélime integral
na dva integraly. Oba pak najdeme integraci per partes.

:—(—1—|—e_1—|—e_1)—|—(e—e—|—1) :2(1—6_1).

e 1 e
/ |lnx|dx:—/ 1nxda:+/ lnxda::—[xlna:—x}i_l—l—[a:lnx—:z:]i:
e—1 e—1 1

1
Priiklad 3. Najdéte integral / arccos z dzx.
0

Resent:
Dany integral najdeme nejsnéaze integraci per partes. Plati

1 1

1
1 xdx
arccosxdx = |z arccoszx| . + — = —[\/1 —xZ} =1.
/0 [ }0 o V1—x2 0

L pdx

—1 \/5—41‘.

Piiklad 4. Najdéte integral

Reseni:
Hledany integral najdeme nejsnize pomoci substituce 5 — 4z = y2. Pak je dz =

5 —
—gdy,aj: Ty,bodx:—l prejde na bod y =3 a bod x =1 na bod y = 1.
Protoze jsou splnény predpoklady véty o substituci, plati

1 1 2 3 3
xdx 5—y Yy 1/ 9 l{ y} 1
T Nag=- [ 6-y)dy=-|sy-L| =~
/_1\/5—433 . 4y ( 2) Y78 1( v')dy =g |5y = .6
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a
Priiklad 5. Najdéte integral / z2v/ a2 — 22 dz.
0
Reseni:
Dany integral 1ze najit substituci x = asint. Pak je dr = a cost dt a obraz intervalu

(0,a) je (0, g) Protoze jsou splnény predpoklady véty o substituci, plati

a /2 at /2
/ 22vVa? — 22dx = a4/ sin’t cos® tdt = v / sin? 2t dt =
0 0 0

at [7/? at sindt]™?  atr
8 /0 (1~ cos 1) 8 { 2 10 16

In2

Priiklad 6. Najdéte integral ver —1ldz.
0

Resent: q
V integrélu nejprve pouzijeme substituci e* = y. Pak je dz = Y a interval (0,1In2)

se zobrazi prosté na interval (1,2). Protoze jsou splnény predpoklady véty o sub-

stituci, plati
2
Vy—1
\/em—ldx:/ i dy .

1 Yy

In2

0

Tento integral vyfesime opét substituci. Polozime y = t? + 1. Pak je dy = 2tdt a
interval (1, 2) se prosté zobrazi na interval (0, 1). ProtoZe jsou splnény predpoklady
véty o substituci, plati

In2 1 1

1 2 1
2t s
ver —1dex = ——dt=2 1— —— dtzQ[t— t t} =2——.

o o /0t2+1 /0( t2+1> TR

1
Pi#iklad 7. Najdéte integral / z(2 — 2?)*? dz.
0

Reseni:

Dany integréal lze najit substituci 22 = y. Pak je 2xdz = dy a interval (0,1) se
prosté zobrazi na interval (0,1). Protoze jsou splnény vSechny predpoklady véty o
substituci, plati

! 2 12d 1 12 12d 1 2 13 1 213_1
2— = — — :——|: — i| e .
/0 r(2—2°) " de 2/0( y) ~dy 56 (2-y) . 56
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L rdz

Priiklad 8. Najdéte integral / —_—.
12 +x+1

Reseni:
Tento integral najdeme standardni metodou znamou z vypoctu neurcitého inte-
gralu. Plati

/1 xdx 1/1 21 + 1 q 1/1 dz
_— = — —_— adxr — — ==
24+l 2 ) 22 +x+1 2 /)4 ($_1/2)2_|_3/4
1 1 1 20 —-11" 3 «
:—lnxQ—l—x—}—l] ——{arct }
2 SRR R

2 2v3]

Pi#iklad 9. Najdéte integral / (z1lnz)?de.
1

Reseni:
Integral snadno najdeme integraci per partes.

/x21n2xdx: lazganx —g/ ?Inzxdr =
1 3 1 3 1

9
Piiklad 10. Najdéte integral / xv/1 — xda.

1
Reseni:
Integrél lze najit substituci 1 — z = 3, tj. x = 1 — y3. Pak je dv = —3y?dy, bod
x = 1 prejde na bod y = 0 a bod x = 9 na bod y = —2. Protoze jsou splnény
vSechny predpoklady véty o substituci, plati

0

/19de:1: = /0_2(1 —y¥)y(-3y?) dy = 3/ (4 — %) dy =

—1
d
Piiklad 11. Najdéte integrél / *

o Va2 —1
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Reseni:

Integral lze najit napiiklad tak, Ze nejprve pouzijeme substituci 22 — 1 = y. Pak je
2z dx = dy, bod x = —2 prejde na bod y = 3 a bod x = —1 na bod y = 0. Protoze
jsou splnény vSechny predpoklady véty o substituci, je

/— 1 /0 dy 1 /3 dy
2 ava2—1 2J3 (y+1)Vy 2Jo W+1)yy'
Tento integral lze najit substituci y = t2. Pro ni je dy = 2tdt a interval (0, 3) se

prosté€ zobrazi na interval (0, \/5) Protoze jsou splnény vsechny predpoklady véty
o substituci, je

/ /f dt [arctg t] v3 _E .
2 x\/xQ 2+1 3

1
Integral by bylo také mozné fesit substituci x = —, ale pozor na znaménka!
)

1
Piiklad 12. Najdéte integral / 25/ 1+ 328 dx.
0

Reseni:

Protoze je ' = 2827 je vhodné pouzit nejprve substituci 28 = y. Pak je 827 dz =
dy a interval (0, 1) se prosté zobrazi na interval (0, 1). Protoze jsou splnény vSechny
predpoklady véty o substituci, je

/ °V1+43z8de = - / yv1+3ydy.

0

2 -1 2
= Ztdt
3 a

interval (0,1) se prosté zobrazuje na interval (1,2). Protoze jsou splnény vSechny
predpoklady véty o substituci, je

B 312 9
/ \/1+3x8dx——/ 2 —1)t*dt = eorr_2»
36 )

) 3 270

Tento integral najdeme substituci 1 + 3y = 2. Pro ni je y =

/2
Priklad 13. Najdéte integral / sinz - sin 2z - sin 3x dz.
0

Reseni:
(Cos(a — ) — cos(a + ﬁ)) asina - cosf =

DN | =

Protoze plati vztahy sina - sin g =

%(sin(a + ) —sin(a — f)) je

(sin 4x + sin 2x — sin 690) .

SN

(sin 3x - cosx —sin 3x - cos 390) =

N | =

sinx -sin 2z -sin 3x =
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Tedy dany integral je

/2 1 /2
/ sinz -sin2z - sin 3z dx = 1 / (sin 4x 4+ sin 22 — sin 6.r) =
0 0

1 1 /2

1 1
= Z [_Z cosdxr — 5 cos2ac—|—g cosz]O = —.

™
Priiklad 14. Najdéte integral / e” cos? zdx.
0

Reseni:

1 s
Protoze je cos?x = 3 (1 + cos 2x) a / e’ dr = e" — 1, staci najit integral
0

™
/ e” cos 2x dx. Tento integral najdeme integraci per partes.
0

/ excos2xdx:[ewcos2m]g+2/ e*sin2zdx =
0 0
:e”—1+2[exsin2x}g—4/ e’ cos2xdx =
0
:e”—1—4/ e” cos2xdx .
0

Uy

™
7 této rovnice najdeme / e’ cos2xdx =
0

4 1 e™ —1 3
T 2 T Ly
d = = -1 = = —1).
/(;eCOS:CiIS' 2(8 + 5 ) 5(6 )

. Proto je hledany integral

Priklad 15. Najdéte rekurentni vzorec pro snizeni fadu v integralu
/2
In:/ sin"xdx, n>1.
0

Reseni:
NapiSeme sin™ 2 = sinz - sin® ! z a budeme integrovat per partes. Pak dostaneme

w/2
1, = / sing-sin” 'zdr =
0

1 w/2 /2 9 9
= [— cosz - sin"~ x] —(n— 1)/ cos“x -sin" “xdx =
0 0
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/2
=(n— 1)/ (1 —sin’z) -sin" ?adr = (n—1)I,—o — (n — 1)1, .
0

n—1

7 tohoto vztahu snadno zjistime, ze [,, = I, _o.

Piiklad 16. Najdéte rekurentni vzorec pro snizeni fadu v integralu

/2
In:/ cos"xdxr, n>1.
0

Reseni:
NapiSeme cos™ x = cos x - cos” ! x a budeme integrovat per partes. Pak dostaneme
/2
I, = cosx - cos" taxdr =
n
0

1 /2
= [smx -cos"” :c]

/2
—(n—1) / sin®z - cos" 2 xdx =
0 0

/2
=(n— 1)/ (1—cos®z) -cos" *adz = (n—1)I,—2 — (n—1)I,.
0

n—1

7Z tohoto vztahu snadno zjistime, ze I,, = I, _s.

2
Priklad 17. Najdéte integral / |1 — z|dz.
0
Reseni:
Integrovana funkce f(z) = ‘1 — :C| je pro x € (0,1) dana piedpisem f(z) =1—z a
pro z € (1,2) je f(z) = x — 1. Proto je hledany integral

/02!1—:c{dx:/01(1—x)dx+/12(:c—1)dx: {x_§]2+ {%Q_ILZL

1
d
Piiklad 18. Najdéte integral / 5 a ,0<a<m.
_1x*—2xcosa+1

Reseni:
Protoze je 22 — 2z cosa + 1 = (x — cosa)? + sin” a, dostaneme

! dx ! dx 1 T — COS
3 = 5 5 = arctg —— =
1% —2xcosa—+1 —1 (z — cosa)? + sin” « Sin o Sin « _1
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1 1 —cosw 1+ cosa
= — arctg —— +arctg ——— | .

sin « sin « sin
5 1 —cosa « 1+ cosa «o i
Protoze je —— = tg—- a ——— = cotg — a pro = > 0 plati arctgz +
sin 2 sin o 2
) 1 T . /1 dx T
arctg — = —, je = .
&r =2 122 —-2xcosa+1 2sina

1007

Piiklad 19. Najdéte integral V1 — cos2xdz.
0

Reseni:
Protoze je integrovana funkce f(x) = /1 — cos2x periodickd s periodou L = T,
plati

1007

\/1—cos2xdx:100/ \/1—C0$2xdx=100-\/§/ sinzdx =
0 0

=100 V2[~ cosz]] =200 V2.

0

3
d v dt
Priklad 20. Najdéte derivaci e </g§2 m)

Reseni: )
Protoze je integrovand funkce f(t) = = spojita, existuje k ni primitivni
_|._
1
funkce F(t), pro kterou plati F’(t) = . Protoze plati

:

14t

* dt 3Y _ (g2
/332 m:F(x) F( )’

je hledana derivace rovna

A7 At N da e 322 2
dx(/mz \/1—|—t4>_dx<F(x) F(m)>_\/1+x12 V1t a8

xT
/ cost? dt
Jo 0

Priiklad 21. Najdéte lir%
Tr— €T

Reseni:
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x

Protoze je lin%) cost’dt = 0, lze pouzit I’Hospitalovo pravidlo. Nebot plati
xr— 0

X
d " / cost?dt
P (/ cos t? dt) =cosz?, je lim 2%——— = lim cos2? = 1.
T \Jo

x—0 x x—0

» e [ x? pro 0 <z <1,
Priklad 22. Najdéte 1ntegral/ f(z)dz, kde f(z) = .
0 2—x prol<z<2;
Reseni:
Protoze pro = € (0,1) je f(z) = 2% a pro = € (1,2) je f(z) = 2 — z, je hledany
integral

2 1 2 2311 212 5
/Of(a:)dx:/() a:2d:1:—|—/1(2—x)dx:[§}o+[2a:—7k:6.

3
Priklad 23. Najdéte integral / sgn(z — %) da.
0
Reseni:
Protoze je x — 2% > 0 pro x € (0,1) ax — 2% < 0 pro x € (1,3), je sgn(z — 23) =1
na intervalu (0, 1) a sgn(z — 23) = —1 na intervalu (1, 3). Proto je

3 1 3
/ sgn(r — %) dz = / dx—/ de =-1.
0 0 1

Piiklad 24. Najdéte integral / x sgn(cos x) dz.
0

Reseni: . -
Protoze cosx > 0 pro x € (O, 5) acosr < 0 pro x € (5,71'), je xsgn(cosz) = x

pro x € (0, g) a rsgn(cosxr) = —x pro x € (g,ﬂ>. Hledany integral tedy je

T /2 ™ 9 m/2 99 9
/ xsgn(cosx)dx:/ :L‘da:—/ rdxr = [ac_} — {x—} =T
0 0 /2 2 0 2 /2 4

/4
Priiklad 25. Najdéte integral / In(1 + tgx)dx.
0
Reseni:
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Doposud jsme u vSech pocitanych urcitych integral@ mohli najit primitivni funkci a
pak pouzit Newton—Leibnizovu formuli. Ale u tohoto integralu primitivni funkci po-
moci elementarnich funkci najit nelze. Pfesto je mozné tento integral najit. Jestlize

.y Y. . . T
totiz pouzijeme substituci 1 xr =y, dostaneme

/4 0
/ ln(l—i—tgac)dac:—/ ln(l—i—tg (z—y>> dy =
0 /4 4
/4 _ m/4
:/ ln(l—l—lﬂ)dx:/ IH(L)CIZU
0 1+tge 0 1+tga

/4
- / (ln2da: ~In(1 +tg:c)) do =
0

T /4
:Zln2_/ In(1+tgz)de.
0

/4
Z tohoto vztahu jiz snadno dostaneme / In(1+tgz)de = g In 2.

0
Vsimnéte si toho, ze v obecnych mezich bychom tento integral nespocitali.
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CVICENI 18 — Pouziti urcitych integralu
Piiklad 1. Najdéte obsah obrazce omezeného parabolou y = 2x — z2 a piimkou
z+y=0.
Reseni:
Dané kiivky se protinaji v bodech, pro které plati —z = 2z — 2, tj. v bodech z = 0
a x = 3. Protoze pro 0 < z < 3 plati —x < 2z — 22, je hledany obsah obrazce roven

3 3
3 1 9
/(2x—x2+x)dx:{—x2——x3} = —.
0 2 3 2

Priklad 2. Najdéte obsah obrazce omezeného primkou y = x a kiivkou y = x +
sin? r,kde 0 <z <.

Reseni:
Protoze je x < x + sin? z je obsah obrazce roven

T . 1 (" 1 sin2z|1" 7
/0(x+51n2a:—x)dy:§/0 (1—0052x):§[3&— 5 }025.

2 2
x
Piiklad 3. Najdéte obsah elipsy — + %2 —1.
a
Reseni: ;
Vnitiek elipsy je omezen funkcemi y = +— va? — 22, kde —a < = < a. Proto je
a

obsah elipsy P pomoci integralu dan vztahem

¢ p
P:/ 25\/a2—x2dw

a

Tento integral najdeme substituci = asint. Pak je dx = acostdt ainterval (—a, a)
0

5 > Protoze jsou splnény vsechny predpoklady

" . . s
se prosté zobrazi na interval (—57
véty o substituci, je
/2

= mab.
—m/2

/2 /2
P:2ab/ cothdt:ab/ (1+0082t)dt:ab |}f—{—

sin2t}
—7/2 —m/2

2

P¥iklad 4. Najdéte obsah obrazce omezeného kiivkou y? = 22(a? —22), kde = > 0.

Reseni:
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Obrazec je omezen funkcemi y = +xva? — 22, kde 0 < z < a. Proto je obsah P
daného obrazce dan integralem

:/ 2zxv/a? — 2 dx.
0

Tento integral najdeme substituci a? — 22 = y. Pak je 2zdx = —dy, bod z = 0
pfejde na bod y = a? a bod £ = a na bod y = 0. Protoze jsou splnény vSechny
predpoklady véty o substituci, je

:/ 2V a? —22dr = — /\/_dy—— [3/2]0 :gag’.
0 a?

3

Pi¥iklad 5. Najdéte délku oblouku kiivky y = 23/2, kde 0 < z < 4.
Reseni: 3
Protoze je vy = 2 Vv, je délka s daného oblouku déna integralem

s—/ \/1+—:1:dx

4
Tento integral najdeme substituci 1 —|— 15= t. Pak je do = 9 dt a interval (0,4) se

prosté zobrazi na interval (1, 10). Protoze jsou splnény vSechny predpoklady véty o
substituci, je

s—/ \/1+—xda:— 10\/_dt [t3/2] —%(10@—1).

1
——lny,kde 1 <y <e.

1
Piiklad 6. Najdéte délku oblouku kiivky x = - 32 5

4y

Reseni:

1
Protoze je 2’ = — = a (x’)2 +1= + , je délka s daného oblouku
Y Y

déna integralem

e 2 1 2 1 e 2 1
s:/y+ dy:{y——i——lny} _ e .
1 1 4

Priklad 7. Najdéte délku oblouku kiivky dané parametrickymi rovnicemi x =
a(t —sint), y = a(1 — cost), kde 0 <t < 27.
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Resent:
Délka s oblouku kiivky dané parametrickymi rovnicemi x = z(t), y = y(t), t1 <

t
2 d d

t <ty je ddna integralem s = V2 4+ g2 dt, kde z(t) = d—j: ay(t) = d_ZL{

t1

V nasem pfipadé je & = a(l — cost), §y = asint a /22 + 9% = a\/2(1 — cost) =

2a

t t
sin 5‘ Protoze pro t € (0,27) je sin 2 > 0, je délka s daného oblouku rovna

27 t ¢ 27
s:/ 2asin — dt = —4a |cos = = 8a.
0 2 2],

Piiklad 8. Najdéte délku oblouku kfivky dané parametrickymi rovnicemi x =
a(cost + tsint), y = a(sint — tcost), kde 0 < t < 27.

Resent:

Délka s oblouku kfivky dané parametrickymi rovnicemi =z = z(t), y = y(t), t1 <

b2 d d
t < to je ddna integrélem s = V&2 + g2 dt, kde #(t) = d—f ay(t) = d_?z
t1
V naSem piipadé je & = atcost, y = atsint a /12 + 92 = at. Tedy délka s daného
oblouku je rovna

27 a o
s=/ atdt:—[tz} = 2712%q.
92 0
0

Priklad 9. Najdéte objem komolého kuzele, jehoz zékladny jsou elipsy s poloosami
A, B a a, b a ktery ma vysku h.

Reseni:

Jestlize rozdélime kuzel na elementarni vrstvy rovinami kolmymi k ose Oz, které
maji Sitku dz, je elementarni objem dV takové vrstvy roven dV = S(z)dz, kde

S(z) je obsah kolmého fezu ve vysce z. Proto je objem V télesa mezi rovinami z;
29

a zp roven V = S(z)dz.

V nasem piipadé je S(z) = ma(2)b(z), kde a(z) a b(z) jsou poloosy elipsy, ktera je
fezem kuzele ve vysce z. Jestlize pro z = 0 je a(z) = A, b(z) = B a pro z = h je
a(z) = a, b(z) = b, jsou v obecné vysce z € (0,h) poloosy dany vztahem a(z) =

A+ % (a—A)ab(z) =B+ % (b — B). Hledany objem V je tedy dan integralem

™

V:ﬁ

/h(Ah +(a—A)z)(Bh+(b— B)z)dz = % h((2A+a)B + (2a+ A)b) .
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Priklad 10. Najdéte objem rotacniho paraboloidu, jehoz zédkladna mé obsah S a
jehoz vyska je h.

Resent: a

Objem télesa lze urcit pomoci integralu V = / S(z)dz, kde S(z) je obsah fezu

zZ1
kolmého na osu Oz. Protoze v naSem ptipadé jde o rota¢ni téleso, je S(2) = 7r2(2),

kde r(z) je polomér kruhu, ktery je kolmym fezem k ose OZ ve vysce z. Kiivka, jejiz

rotaci vznika rotacni paraboloid, je parabola. Jestlize jeji vrchol zvolime v pocatku

soufadnic, pak je jeji rovnice y = ar?, kde a je konstanta. Protoze pro z = h je
s s wh

S = mr?(h) = —, dostaneme a = - Pak ale je z = ?12, a tedy S(z) = Tz Z
a

toho plyne, ze objem V' daného rotacniho paraboloidu je

h
S 1
= — d = — h'
V /0 hzz 25

2 2 2
Piiklad 11. Najdéte objem elipsoidu — + 2 4+ — = 1.

a b c
Reseni: .
Objem V elipsoidu uré¢ime pomoci integralu V = / S(z)dz, kde S(z) = ma(2)b(z),
a(z) a b(z) jsou poloosy elipsy, ktera je kolmym fezem k ose Oz daného elipsoidu

ve vysce z. Protoze

2 2 2 2 2
Y z ¢ 2 ¢ 2
— =1 == - 17
2 T c? a?(c? — 22) v b?(c? — 22) Y
3 2 2 — 2 b
jsou poloosu a(z) = W, b(z) = AL Tedy S(z) = % (?—22). Z
c c c
toho plyne, Ze objem V' daného elipsoidu je
V:W—ab C(CQ—ZQ)dZ:—T(CLbC
c2 3 '

—C

Piiklad 12. DokazZte, Ze objem télesa, které vznikne rotaci rovinného obrazce 0 <
a<z<b 0<y<y(x), kde y(x) je spojitd funkce, kolem osy Oy, je roven

b
Vy = 27r/ zy(x)dz.
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Usecku ab rozdélime na elementarni tiseky délky Az. Rotaci tsecky 0 < y < y(x)
pro pevné x € (a,b) vznikne vélcova plocha s obsahem S(z) = 2mzy(z). Objem
elementarniho vélce tedy je AV (x) = 2mxy(z)Ax. ProtoZze funkce zy(z) je podle
pfedpokladu spojitd na intervalu (a,b), dostaneme po secteni pro Az — 0, Ze

b
Vy = 27r/ zy(x) dz.

Priklad 13. Najdéte objem télesa omezeného plochou, kterd vznikne rotaci kiivky
y=sinz, y =0, 0 <z <7: a) kolem osy Ox; b) kolem osy Oy.

Resent:

V piipadé a) rotuje kiivka z = sinz, z € (0, ) kolem osy Ox. Jestlize tedy rozdélime
interval (0, 7) na elementarni tseky Az, je elementarni objem téchto tseki roven
AV = my?Azx.. Proto je v tomto piipadé objem

2

szw/ sin2:cdarzz/ (1—003290)d:c:7r—.
0 2 Jo 2

V piipadé b) rotuje kiivka kolem osy Oy. Podle prikladu 12. je tedy objem V;, roven

i s
Vy:27r/ xsinxdszw[—mcosx]g+27r/ coszdr = 272
0 0

x
Piiklad 14. Najdéte obsah plochy, ktera vznikne rotaci kiivky y = sz:\/j ,0< 2 <
a
a, kolem osy Ozx.
Resent:
Jestlize rotuje spojitd funkce y = y(x) > 0, z € (a,b), kolem osy Oz, mizeme
rozdélit tento interval na elementarni tiseky Ax. Velikost elementarni plochy, ktera

vznikne rotaci této ¢asti kiivky je priblizné rovna AS(z) = 2my(z)\/1 + (v’ )2A:1:.
Tedy po secteni a prechodu k limité Ax — 0 dostaneme

b
S:27T/ yy/ 1+ (y’)2dx.
x

v d =3 T e
nasem pripadé jey = ——,y = =,/ —, a te
prip Jey NG Y o\ 4 y

a p3/2 9z
S =2 14+ —dz.
7T/0 Vva +4a v



9 4 4
Po substituci — x = z dostaneme = = = z,dr = =4 dz a
4a 9 9
S = — ma? 221+ zdz.
243 0
9/4
Musime tedy najit integral 23/2\/T + zdz. Mohli bychom pouzit nékterou z
0

Eulerovych substituci a tento integral pfevést na integral z racionalni funkce (zkuste
to). Pouzijeme ale jinou metodu. Integrand napiSeme ve tvaru

2
1 1
3/2\/z+1:z\/z2+z:z\/<z+§) —123 (2z24+1)2 -1
t—1 dt .
a pouzijeme substituci 2z +1 =t. Pak je z = ——, dz = — ,bod z = (0 prejde na

2
11
bod t =1 a bod z = Z na bod ¢t = Ch Pak dostaneme

9/4

1 /2
3/2\/1+zdz:§/ (t—1)V12 —1dt =
1
11/2 11/2
:—/ /12 — 1——/ V2 —1dt.
1

0

8

V prvnim z téchto integralti zavedeme substituci 2 — 1 = u. Po této substituci
ziskame
1 [L7/4

1 [i/2 117/4 117
- t\/t2—1:— du = [3/2} — —'13.
8/1 16 Vidu = 0 64

11/2
Ve druhém integralu 3 / V1?2 — 1dt zavedeme novou proménnou u vztahem

t = coshu. Pak je dt = sinhu du a z integralu dostaneme

1 11/2 1 argcosh(11/2)
_/ w/152_1(115:_/ sinh? udu =
1 8 Jo

8
1 argcosh(11/2) 17, argcosh(11/2)
= — (cosh2u — 1)du = — [smhucoshu —u =
16 16 0
B 33 3oL 3\/ + 11
T 128 6 2

protoze argcoshu = In (u +Vu? — 1). Tedy hledany integral je
9/4
0

21+ zdz = <21\/_ 'Wl_?’; 11)
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a obsah dané rotacni plochy je

4 3vV13 +11

Priklad 15. Najdéte obsah plochy, ktera vznikne rotaci kiivky y = tgx, 0 < x < %,

kolem osy Oz.

Reseni: )

o cos?z’ )
rotacni plochy pomoci integralu

/4
/ 1
—27T/ tgaxy/1+ i, a:—27r % sinxdz.
cos coss x

Tento integral je vyhodné fesit substituci cos? x = z. Pak je —2coszsinz = dz a
ziskdme pro obsah S integral

Protoze y' = , urcime, jak jsme ukazali v predchozim piipadé, obsah dané

VBT
1/2

V tomto integralu zavedeme novou promeénnou ¢ vztahem z = sinht. Protoze
sinh?t + 1 = cosh? ¢ a dz = cosht d¢, dostaneme vztah

argsinh 1 COSh2 ¢ argsinh 1 sinh2 t+1
S =r / ——dt =7 / —2—'— dt =
argsinh(1/2) sinh” ¢ argsinh(1/2) sinh” ¢

argsinh 1 1 cosh t argsinh 1
=7 1+ — dt == 7 [t — — =
argsinh(1/2) sinh” ¢ sinh argsinh(1/2)

:W(lnmﬁ)_m”f_ﬁwg):W<1 LD | s f)

+V5

Piiklad 16. Najdéte obsah plochy, ktera vznikne rotaci k¥ivky y? = 2pz, 0 < z <
xo: a) kolem osy Ozx; b) kolem osy Oy.

Reseni:

z2
V pfipadé a) uré¢ime obsah plochy S integralem S = 27 / yy\/ 1+ (y’ )2 dz. Pro-
x1

toze v tomto pripadé stac¢i uvazovat y > 0, lze psat y = +/2px. Pak je ¢/ = 2£
\ 2
Obsah dané plochy tedy najdeme pomoci integralu

idy) Zo
S:27r/ \/2px1/1+£dx:27r\/]_)/ 2z + pdr =
0

== ﬂ\/_[(Qx —i—p)?’/Q]OO ?) ((21’0 + p)V/2pxo + P — p2) )
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Y2
V pfipadé b) je obsah plochy S déan integrélem S = 27r/ x\/ 1+ (ac’)z dy. Protoze

Y1
2
xr = 32/—, —2prg <y < 2prg ax = y, je v tomto pripadé obsah ploch S roven
Y p

integralu

V2pxo 2 2 V2pxo 2
S:zw/ v 1—|—y—dy——7r v /1+ L dy.
\/2;.7227 p? P Jo p

Jestlize zavedeme novou proménnou ¢ substituci y = psinht a oznac¢ime-li a =

2 2 2
argsinh 4 / 0 1 V220 +\/\£ T p, dostaneme po jednoduchych tpravach
b b

a 2 a
S = 27p? / sinh? ¢ cosh® t dt = % / (coshdt —1)dt =
0 0

2

=7 [smh t cosh t(cosh2 t + sinh? ¢ ) ] =
0

_7Tp 2x9 [2xg dzg \/2x0+\/2:1:0 +p\
S () ) -

= % ((4$0 + p)v/ 220 (229 + p) — In V22 +\/\]/_92$0 +p> .

Piiklad 17. Najdéte obsah plochy, kterd vznikne rotaci kiivky 22 + (y — b)? = a2,
b > a kolem osy Ox.

Reseni:

Jestlize je ktivka, jejiz rotaci kolem osy Oz vznika rotac¢ni plocha, dana paramet-
rickymi rovnicemi x = x(t), y = y(t), t1 < t < to, lze obsah S rota¢ni plochy

vyjadrit integralem
to
S= 27r/ (V20 + 20 dt |
t1

dz dy
kde = = ay=—.

a YT _ o
V nasem pripadé lze napsat parametrické rovnice kiivky ve tvaru x = acost, y =
b+ asint, t € (0,27). Tedy obsah dané rota¢ni plochy je

27
S = 277@/ (b—asint)dt = 27a[bt + acost}i7T = 47n?ab .
0

Vv

olacn
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Reseni:
i L » . Sz Sy o
Soutadnice tézisté kiivky urcime ze vztahi xp = —, yr = —, kde s je délka
S s

kiivky a S, resp. Sy jsou statické momenty kiivky vzhledem k osdm Oy, resp. Ox.
Pro kiivku zadanou parametrickymi rovnicemi z = xz(p), y = y(¢), ¢ € (gol, 902),

P2
rovna s = / \/502(@0) +9%(¢) dep a
©

1

s.= [TroVE@ TG, 5= [ uVER TR e,

1 1

[e% «

V nasSem pripadé tedy je s = / ady = 2aa, S, = / a’cospdy = 2a%sina a

—Q —Q

Vv

Sy = / a?sin pdp = 0. Tedy soufadnice t&7i§té daného kruhového oblouku jsou
—o
sin «

T = a, yr = 0.

Piiklad 19. Uréete soufadnice té7isté oblasti omezené parabolami az = y? a ay =
22, a > 0.

Reseni: g g
Soufadnice tézisté rovinného obrazce uréime ze vztaht xp = f, yr = gy, kde
S je velikost ploch rovinného obrazce a S, resp. S, jsou statické momenty tohoto
obrazce vzhledem k osam Oy, resp. Ox.

Jestlize je rovinny obrazec dan nerovnostmi yi(z) < y < ya(x), 1 < x < x4, kde
T2
y1(x) a y2(x) jsou funkce proménné zx, je S = / (y2(2) — y1(z)) dz a

1

&:/”umw—mu»m,
S, = /m y2(z) +y1(2)

2 (y2(x) — y1(z)) do = /gg2 M d

1 1

V nagem se hrani¢ni kiivky protinaji v bodech, ve kterych plati ax = y? a ay = 2.

2
x

Z téchto rovnic dostaneme z1 = 0 a 2 = a. Protoze pro z € (0,a) je — < y/axz, je
a

xZ

yi(z) = - y2(z) = v/ax. Tedy

a 2 ) a 2
S:/ \/ax—x— de = |=y/az®/? =%

0 a 3 3a 0 3

“ x? 2 5 21" 3
Se /0 x (\/ax , ) dz {5\/5513 4a]0 20a



242 242 | 2 5 20"
s 9
Tedy soutradnice tézisté daného obrazce jsou xp = yr = 20 a.
2?2
Priklad 20. Urcete sourfadnice tézisté oblasti — + 2 <1,0<z<a, 0<y<h.
a?

Resgend:

b
V tomto pfipadé je yi(z) =0, y2(x) = —va? — 22, x1 =0 a 3 = a. Tedy
a

b a
:—/ Va2 —z2dx
aJo
Sm:g/ v a? — x2dx
0

b2 [
Sy:ﬁ ; (aQ—x2)dx.

Prvni integral najdeme substituci x = asint. Po ni dostaneme

71'/2 / . 2 71'/2
Szab/ cos’tdt = ab (1+0082t)dt=a—b t+Sm t — ",
0 2 0 2 2 |, 4

2

Druhy integral lze naji substituci a® — 22 = t. Pak dostaneme

2
1
/ Vtdt = [ti”/ﬂ =3 a’b.
A konecné pro treti integral dostaneme

b2 [ b 1 1
y:2—2 (a2—x2)dx:ﬁ[a2x—x—] = —ab®.
a? Jo a

4 4
Tedy soutradnice tézisté jsou x7 = — a a ypr = — b.
3T 3T

Vvev

Reseni: s g g
Soutadnice télesa jsou dany vztahy 1 = —, yr = — a 2 = VZ’ kde V' je objem

télesa a S5, Sy, resp. S, jsou statické momenty vzhledem k soufadnicovym rovindm
Oyz, Oxz, resp. Oxy. Jestlize je prumét télesa na osu Ox interval (zy, x2), rozdélime
tento interval na elementarni isek Az. Pak je elementarni staticky moment AS, =
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xS(z)Az, kde S(z) je plocha prufezu kolmého k ose Ox v misté x. Po seteni a
2

prechodem k limité Az — 0 dostaneme S, = / xS(z) dz. Podobné zjistime, ze

Y2 z2 -
Sy = / yS(y)dy a S, = / 25(z) dz.
Y1 zZ1

. oy « - 7T ™ ™ ™
V nasem pfipadé je S(z) = §r2(x) = §(a2 —z?), S(y) = 3 r2(y) = §(a2 —y?),

S(z) =mri(z) = 77((12 —22) ary =y = —a,z =0axy=1ys =20 =a. Pro objem
dostaneme
@ 21 2
VZT('/ (aQ—zg)dz=7r[a22——] == 71a’.
0 3], 3

Pro statické momenty pak dostaneme

a 2,.2 470
szg/ x(aQ—xQ)dx:g{ax —%}_G:O
v

2
Sy E/ y(aQ—yz)dy:g a~y

Sz:ﬂ'/ z(aQ—zz)dz:W{az _Z
0

3
Tedy souradnice tézisté jsou xp = yr =0 a zp = 3 a.

Priklad 22. Jakou praci je tfeba vykonat, abychom roztahli pruzinu o 10cm,

jestlize silou 10 kN roztdhneme tuto pruzinu o 1cm?

Reseni:

Jestlize pusobime silou F'(z) po tsecce <£L'1,£L'2> rovnobézné se smérem sily F',
xr2

vykondme praci A = / F(z)dz. Pro pruzinu je sila F'(x) Gmérna vychylce z
x

1
z jeji rovnovazné polohy, tj. F'(x) = kx, kde k je konstanta (tuhost pruziny). Tedy
* k
pro pruzinu je prace rovna A = / k& dE = 5 z2.
0
Protoze ze zadéni dlohy plyne, Zze k = — = 1000kN/m je préce, kterou musime
x

vykonat rovna A = 5kJ.

Priklad 23. Vilec o priméru 20cm a délky 80cm je naplnén parou pod tlakem
100 kN /cm?. Jakou préaci je tieba vykonat, abychom zmensili objem pary dvakrat,
jestlize predpokladame, zZe teplota je konstantni?

Reseni:
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Praci, kterou musime vykonat pfi staceni plynu z objemu V; na objem V5 je rovna

Va
A=— / pdV, kde p je tlak plynu. Pro izotermicky proces v idealnim plynu je
\%1
V2 qv V;
pV = C = konst. Tedy prace je A = —C =Cln —.
W v Vs
1
V nasem piipadé je Vi = 87-1072m3, p; = 10°Nm=2 a V5 = 3 V1. Konstanta

C = p1V; = 87-10° J. Tedy musime vykonat praci A = 87ln2-10°J = 17.42-10° J.

Piiklad 24. Urcete tlak vody na svislou sténu, kterd mé tvar pulkruhu s polomérem
a a jejiz prumeér je na povrchu hladiny.

Reseni:

Tlak vody v hloubce y pod hladinou je p = pgy, kde p je hustota vody a g je
gravitacni zrychleni. Jestlize rozdélime pilkruh na tseky sitky Ay, které jsou kolmé
na osu Oy a jejichz délka je 21/a? — y2, bude na takovy tusek piisobit sila AF(y) =
pgy+/a? — y2Ay. Jestlize se¢teme tyto elementarni sily a prejdeme k limité Ay — 0,
dostaneme pro silu F' vztah

—2pg/ yva? —y?dy.
0

Tento integral najdeme substituci a®> — y? = t. Pak snadno zjistime, Ze

2

2
F= pg/ Vidt = [t3/2]0 :§pga3.

Priklad 25. Urcete tlak vody na svislou sténu, kterd ma tvar lichobéznika, jehoz
dolni zékladna je a = 10 m, horni b = 6 m a vyska h = 5 m, jestlize je dolni zakladna
ponotena v hloubce ¢ = 20 m.

Reseni:

Tlak kapaliny v hloubce y je dan vztahem p = pgy, kde p je hustota kapaliny a
g je gravita¢ni zrychleni. Sila, kterd piisobi na tsek délky ¢(y) kolmé k ose Oy a

4
sitky Ay v hloubce y je tedy AF = pgyl(y)Ay. V nasem pfipadé je {(y) = =Y 6.

Jestlize secteme vSechny tyto sily a prejdeme k limité Ay — 0 dostaneme

20 20
4 2 2125
szg/ y(—y—6>dy—pg[—y —3y2] = —09.
s 2 \5 15 = 3

Priklad 26. Bod M se pohybuje ve sméru osy Ox se zrychlenim a = e~'. V case
t = 0 nachazi v misté x = 0 a ma rychlost v = vy. Urcete rychlost a polohu bodu
M v case t.
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Reseni:
d d
Podle definice je rychlost v = d_j a zrychleni a = d_v Tedy mame naji funkce v(t)

, . dv  _, dx
a x(t) takové, ze T-°¢ 2y v(t).

Funkci v(t) najdeme jako integral v(t) = /a(t) dt = /e_t dt = —e "+ C1, kde Oy

je konstanta. Protoze rychlost v ¢ase t = 0 je v(0) = v, je konstanta C; = vy + 1.
Tedy rychlost bodu M v ¢ase t je v(t) =vg+1—e .

Funkci z(t) najdeme jako integral x(t) = /v(t) dt = /(vo +1—e")dt = vt +

t+ e ' + Cy, kde Oy je konstanta. Protoze v ¢ase t = 0 je 2(0) = 0, je konstanta
Cy = —1. Tedy v ¢ase t je poloha bodu M z(t) = vot +t +e % — 1.

Priklad 27. Homogenni koule s polomérem R a hustotou p se otaci kolem svého

prumeéru s thlovou rychlosti w. Urcete kinetickou energii koule.

Reseni:

Rychlost pohybu bodu koule zavisi pouze na vzdalenosti r od osy rotace a je rovna

v = rw. Rozdélme interval (0, R) na dilky délky Ar. Rychlost bodi v intervalu

(r,r + Ar) bude piiblizné rovna v(r) = rw. Obsah mezikruzi mezi r a r + Ar je

rovna 7((r + Ar)? — r?) = 2zrAr. Vyska v bodé r je rovna h = 2v/R? — r2. Tedy

hmotnost této malé oblasti je Am = 4prrv/ R? — r2Ar. Protoze se vSechny body

této malé oblasti pohybuji piiblizné stejnou rychlosti v = rw, je kinetickéa energie
1

této malé oblasti pfiblizné rovna AT = 2 v2Am = 2mpw?r3V/R2 — r2Ar. Jestlize

vSechny tyto prispévky od takovych malych oblasti secteme a prejdeme k limité

Ar — 0, dostaneme pro kinetickou energii vztah

R
T = 27pr2/ 3/ R2 —r2dr.
0

Pti presnych tivahach by bylo tfeba pouzivat véty o stfedni hodnoté, ale vysledek
by byl stejny. Integral lze fesit substituci R? — r? = t. Po této substituci ziskdme

R? R?
2 2 4
T = mpw? / (R2 — t)\/i_fdt = mpw? | = r2t3/2 — Z¢5/2 = — mpw?R°.
0 3 ) 0 15

Priklad 28. Jakou silou pfitahuje nekonec¢nd hmotné pfimka s konstantni linearni
hustotou p hmotny bod hmotnosti m, ktery je ve vzdalenosti a od této primky?
Reseni:

Sila F15, kterou pfitahuje hmotny bod s hmotnosti mq, ktery je v bodé r; =
(z1,Y1,21), hmotny bod s hmotnosti mq, ktery se nachazi v bodé ro = (2, y2, 22),
je podle Newtonova gravitacniho zakona rovna

rp —I2
Fi2 = kmima 3
11—y
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kde k je gravitacni konstanta.
Jestlize ztotoznime osu Ox s hmotnou pfimkou a hmotny bod m umistime do bodu
[0; a; 0], bude mala tsecka (z,x + Ax) pusobit na hmotny bod m silou se slozkami

zAzx alAzx

AF, = kmu (xz N a2)3/2 , AF, = —kmpu (xz N a2)3/2 ,

df, =0.

Po secteni jednotlivych ptispévku a prechodem k limité Az — 0 dostaneme

+o0
F. = km _zdz _,
K 3/2
— 00 (:1:2 +CL2)
+oo
adzx
— 5o (332 +a2)
F,=0.

Integral pro F, najdeme napiiklad substituci x = asinh¢. Pak dostaneme

F, =

_k:m,u/Jroo dt _ kmy [sinht +°°__2km
cosht| _  a b

a o cosh? ¢ a

Priklad 29. Urcete jakou silou ptitahuje kruhova deska s polomérem a a konstantni
plosnou hustotou 6 hmotny bod P hmotnosti m, ktery se nachézi na kolmici k roviné
desky, ktera prochazi jejim stiedem (), ve vzdalenosti b od bodu Q.

Reseni:
Predpokladejme, ze deska lezi v roviné z = 0 a bod P = [0;0;b]. Ze symetrie tlohy
plyne, Ze slozky sily F, = F, = 0. Jestlize rozdélime desku na mald mezikruzi

s poloméry r a r + Ar, je plocha takového mezikruzi do veli¢in prvniho fadu
v Ar rovna AS = 7((r + Ar)? — r?) & 2mrAr. Slozka sily AF., kterou pii-

tahuje toto mezikruzi bod P je podle Newtonova gravitacniho zdkona rovna AF, =

rAr
—276 bW, kde k je gravitacni konstanta. Po seCteni pires vSechna mezikruzi
r2 + b2

a prechodem k limité Ar — 0 dostaneme

Fz = —27T(5b/ &3/2 .
o (r2+4b?)

Tento integral lze najit substituci 2 4+ b = t. Po ni dostaneme

2

a’®4b> 232
a b
F, = —7db t=3/2 4t = 276b |t~ 1/? =210 | —— —1).
m /l; T [ ]62 T 1/a2_+_bQ
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CVICENI 19 — Nevlastni integraly

1
Priklad 1. Vypoététe/ Inxdz.
0

Resent:
Protoze lirgl In x = —o00, jednd se o nevlastni Riemanntiv integral. Proto jej urcime
r—U
pomoci limity.
1 1 )
/ Inzdr = lim Inzdz = lim [z(lnz — 1)]E =—1— lim ¢(lne—-1)=-1,
0

E—>0+ e E—>O+ E—>0+

protoze lim e(lne —1) =0.
E—>0+

dx

+oo
Priklad 2. Vypoctéte _.
P /2 2+ —2

Resent:
Protoze jedna mez integralu je +00, jednd se o nevlastni Riemanniv integral. Nebot

pro x € (2,+00) je 22 + x — 2 # 0, neméa funkce singularni body. Proto budeme
integral pocitat pomoci limity

/+°O dz , /A dz
2—: hm 2—
9 TP+ x—2 A—doo fy T+ —2

Primitivni funkci najdeme rozkladem na parcialni zlomky. Plati

dz dz 1 1 1 1. z—-1
— = _ — dr=—-1In .
2+ —2 (x—1)(zx+2) 3 r—1 z+2 3 r+2

Proto je

=— lim In =
+xr—2 3A—-t0 A+2 3 4 3

/+°° dz 1 A—-1 1.1 2
2 x?

Priklad 3. Vypoététe / e
* yp 0 1 + [173 .
Reseni:
Funkce f(r) = 1 + 2® m4 v R jediny nulovy bod z = —1. Protoze je jedna mez

v integralu rovna +oo, jedna se o nevlastni Riemanntv integral. Musime jej tedy

najit limitou
/+°° dx . /A dz
= lim .
o 1423 A-toee )y 1423
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Primitivni funkci / TxS najdeme rozkladem na parcialni zlomky. Plati
x

1+ 23

d 1 2z — 1
/ ° :§1n(x+1)——ln(:vz—x+1)+—a,rctg ° =
1
6

Tedy hledany integral je

/+oo dx ~ lim (11HA2+2A+1+Larctg2A_l)—
o 1423 A5t \6  A2Z—-A+1 /3 V3
1 1
()
T T 2T
2\/§+6\/§_3\/§'

1
dx
Priklad 4. Vypoctéte / .
P o C—oVl-z
Reseni: )
Protoze lim = 400, jedna se o nevlastni Riemanniiv integral. Proto

e S D W —

jej budeme pocitat limitou

/1 dz i [ dz
0o 2—x)I—2 o1 Jy Q—2)VI—za

Primitivni funkeci najdeme substituci 1 — z = 2. Pak je

dx
/ / = —2arctgy = —2arctgv1 —x.
( 1+ y2

2—z)/1—=x
Tedy

1
dz a
— 21 [ t\/l—] _T
/0 2—2)V1-z s ol A

oo dz

1 V1425 + 210

Piiklad 5. Vypoctéte

Reseni:
Protoze je jedna mez rovna +o00, jedna se o nevlastni Riemanniv integral. Jestlize
napiseme

/+°O dx B dz
1 V1 + x5 + 10 1 26210 1 =5 11’
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je vidét, Ze je vyhodné pouzit substituci 75 = y. Pak dostaneme

Foo dz

B 1/0 dy _1/1 dy B
1 aVI4+ab 420 5 24y +1 5o /(y+1/2)% +3/4

1 1 9
— ZlIn(2y + 1+ 21/22 1}:-1 14+ =),
5[n(y+ 2V +y )| 5n( +\/§)

+oo 1
Piiklad 6. Vypoctéte /0 ﬁdx.

Reseni:
T rlnz
Prestoze je lim

——— = (0, musime tento integral pocitat pomoci limit
2—04 (1 + x2)2 ) gral p p

400 A
rlnx xlnx
o Qa7 T A, (T a?)
x
Primitivni funkci lze najit integraci per partes. Polozime u' = m av=Inzx.

1 1

Pak je u = — a v = —. Tedy
x

2(1+22?)
/ rlnzx d Inx +1/ dx
——sdr =t - [ =
(1 + x2)2 214+22) 2 ) z(1+2?)
Inx 1 1 T r?Inz 1
_ : o7 )dr=—/—"—" _ Zln(l+z?).
2(1+x2)+2/(x 1—}—x2) T B G

Protoze

z?lnz 1
li ——— — —1In(1 2y =
0y (2(1+x2) gnld+e )) 0

2 9 B 9 5
lim (233 e 11n(1+x2)) _ 1y @iz (Q+2%)In(+ 2%

(1+£l}2)_4 4 x—+oo 1+ x2
1 41 — 2z 1In(1 2 1 2
= — lim rme ZEIl( +l’):_ lim In SU ZO,
4 x—+o0 2x 4 z>400 14 22
400
zlnx
dr=0
Je/o (14222 "

“+o0
Piiklad 7. Vypoctéte / e “cosbrdx, a> 0.
0
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Reseni:
Jedné se o nevlastni Riemanntiv integral. Proto jej najdeme pomoci limity

+o0 A
e ““cosbrdr = lim e “Pcosbrdx.
0 A—oo Jq

Jestlize pouzijeme integrace per partes, dostaneme

+oo 1 A b +oo
/ e “cosbrdr = lim [—— e " cos bx] - — / e “sinbrdx =
0 0

A—+oo a 0 a
I b . e R
=—-+— lim [e 4 sin ba:} - — e “cosbrdx =
a a? A—+oo 0 a2/,
1 b2 “+oo B
=-—-— e ““cosbrdr.
a a?
Dostali jsme tedy rovnici
400 b2 +o0
e “ceosbrdr = - — — e “cosbrdr,
0 a a”Jo
400 a
ze které plyne, Ze e “cosbrdr = ——.
0 a +b

Piiklad 8. Pomoci snizeni fadu vypoctéte nevlastni integral
+oo
In:/ e *dxr neN.
0

Reseni:
Protoze se jedna o nevlastni Riemanntv integral, dostaneme integraci per partes
pron > 1

A +oo
I, = lim [—e_mx”} +n e Tz tde =nl,_; .
A—+o0 0 0

Protoze pro n = 0 je

oo ) A
10:/0 e dx:AEIJIrlOO[—e } =1,

“+o0
je I, = / e z'dxr =nl
0
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/ V1+ttde
Piiklad 9. Vypoctéte lim 2 .

r—+00 3

Reseni: oo
Protoze je lir}rl V1+ a2t = +o0 je také / V1+ttdt = +00. Jedna se tedy o
T— T 0

00
limitu typu —. Proto lze pouzit I’'Hospitalovo pravilo. Pomoci né€j dostaneme
00

A/ 4
lim = lim ——M = —

z—+00 x3 z—+oo  3x2 3

400
/ et
Jr 0000

In(1/x)

Priklad 10. Vypoctéte lirr%)
xr—

Reseni:
+oo 00
Protoze t~te~tdt = 400, jedna se o limitu typu —. Proto lze pouzit ’'Hos-
00

0
pitalovo pravidlo. Pomoci néj dostaneme

Priklad 11. Necht je f(z) spojitd funkce na intervalu (0,1) a « > 0. Vypoctéte

1
t
lim z¢ f(t) dt.
.’E—>0+ " tCM—|—1
Reseni:

«

1
t
/ z;];(-i-)l d
Protoze je « > 0 je lim x~® = 4o00. Proto lze pro vypocet limity lim ~*————

z—04 z—04 r—«
pouzit ’'Hospitalovo pravidlo. Pomoci ného dostaneme
1
a+1 _p—oa—l1 0
lim Jo U = lim T /(@) = 1(0) .
x—04 T z—0y —ax—o1 (04

, . too p2de
Priklad 12. Vysetiete konvergenci integralu / o5 T
0 xt—x°+1
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Resent: )
Protoze x% — 22 +1 # 0, jedna se o chovani funkce f(x) = % v okoli bodu
*—x°+1

+o0
+00. Protoze je lim 2?f(x) = 1 a integral / — konverguje (= 1), konverguje
x 1 s

— 400
T p2dx
také integrél / _rer
0 r= — X + 1

dx
ez +1

“+oo
Priklad 13. VysSetfete konvergenci integralu /
1
Reseni:
ProtoZe pro z € (1,4+00) je xvax2+1 # 0, jedna se o chovani funkce f(z) =
+o0o d
v okoli bodu x = +00. Protoze 1iI_’I_1 2%/3 f(x) = 1 a integral / 5—3;3
r——+00 1 €T

oo dzx

1 a2+ 1

1
xvax? +1

konverguje (= 3/2), konverguje také integral

2
dx
Priklad 14. VysSetfete konvergenci integralu Lo
o Inz
Reseni:

1
Funkce f(z) = o neni omezend v okoli bodu z = 1. Proto budeme zkoumat jeji
nx

chovani v tomto okoli. Protoze je lim

diverguje,
z—1 Inx

2
= 1 a integral /
1 T~
2
d
diverguje také integral iy
o Inx

Priklad 15. V zavislosti na parametru p € R vySetfete konvergenci integralu

400
/ 2P e % da.
0

Reseni: -
Protoze pro kazdé p € R integral / zP~le™® dz konverguje, bude nas zajimat
1
P~ le™®

konvergence tohoto integralu v pravém okoli bodu = = 0. Protoze lirgl T =
r—04 xTF—

1

1, konverguje dany integral pravé tehdy, kdyz konverguje integral / zP~1dz. Nebot
0

tento integral konverguje pro p > 0 a diverguje pro p < 0, konverguje integral

+oo
/ 2P~ te™® dx pro p > 0 a diverguje pro p < 0.
0
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Priklad 16. V zavislosti na parametru n € R vysSetfete konvergenci integralu
+o0
arctg ax
/ —i dx, a # 0.
0

x
Reseni: ;
arctg ax i
Oznac¢me f(z) = arce at, Protoze je 1i14r_1 " f(x) = 5 sgn(a), konverguje integral
T—>T 00
T arctg ax . , T dx ) ) )
——,—— dz soucasné s integralem et Tento integral konverguje pro
1 z 1
n > 1 a diverguje pro n < 1.
arctg ax Larctgaz
Protoze lim 8% _ a, je lim 2""'f(x) = a. Tedy integral / BT 1y
13—>0+ €T :E—>0+ 0 xn
. e bode . o
konverguje soucasné s integralem / — - Ten konverguje pro n—1 > 1 a diverguje
0o T
pron—1<1.
T arctg ax

Tedy integral dz konverguje pro n € (1,2) a diverguje pro n €

(coo ) U2 1),

Priklad 17. V zavislosti na parametru n € R vySetfete konvergenci integralu

/+°° In(1+ z) de
0

x’I’L

Reseni:

In(1+x oo dg
Protoze pro kazdé € > 0 je lim g = 0 a integral / — konverguje pro
T—+00 i 1 "
20 In(1
n > 1, konverguje i integral / n(—:x)daj pro n > 1. Protoze pron < 1 a
1 x

z € (1,+00) je ln(;—:—x) > é a integral /+OO ?:1: diverguje, diverguje pro n < 1
1
také integral /+OO ln(z—i—a‘;) dz.
1
Oznacme f(z) = M Protoze xlir&r w =1, je xlir&r " f(x) = 1.
Tedy integral / 1 ln(l—n—l—x) dz konverguje soucasné s integralem / 1 xigfl Tento
0 0

integral konverguje pro n < 2.

T In(1
Tedy / n(—i—x) dx konverguje pro n € (1,2).
0 X

Piiklad 18. V zavislosti na parametrech m a n > 0 vySetfete konvergenci integralu

/+°° x™ arctg x
———dx.
0 2 + xh

Reseni:
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x™ arctg x _ us
———— . Protoze je lim 2" ™ f(x) = —, konverguje integral
S je lim fla) =3 guje integ

oo du

Oznac¢me f(z) =

/“’o x™ arctg x
1 24 zxn
guje pro n —m > 1 a diverguje pron —m < 1.

t 1 !
Protoze lim AT _ 1, je lim /(@) = —. Tedy integral /
0

dz soucasné s integralem / . Ale tento integral konver-
1

‘/LG

x™ arctg x
24 zm

dx kon-
z—0 €T z—0 pm+1 2

m—+1

1
verguje soucasné s integralem / x dz. Protoze tento integral konverguje pro
0

™ arctg x

Gy dz pro

+oo
m > —2 a diverguje pro m < —2, konverguje integral /

0
n>m-+1am > —2adiverguje pro 0 < n <m+ 1.

sin’

+o0
Priklad 19. VysSetfete konvergenci integralu / dz.
0 x
Reseni:
sin? z
Protoze lir% = 0, bude nas zajimat konvergence integralu v okoli bodu =z =
’ ’ o0 sin?
400, napriklad konvergence integral / dz. Nejprve pouzijeme integraci
™
1
per partes.Oznaéme v = sin’z = 5 (1 —cos2zx) av = —. Pak je u = B (x —
x

1
sinzcosr) a v’ = ——. Y integrdlu dostaneme

x

o0 gin? ) z—sinzcosz]? 1 [Tz —sinzcosx
dr = lim + = 5 dr =
- x A—+o0 2z - 2J) T
de 1 /+°° sin x cos x
= _— = = —2 dac .
x T 2 /. T
. 1. 1 , y . , .

Protoze smxcosa:| = i‘sm 2m| < 2’ druhy z téchto integralu konverguje. Ale

sin’

dzx.

+oo
protoze prvni integral diverguje, diverguje také integral /
0 x

Priklad 20. V zavislosti na parametru n € R vySetfete konvergenci integralu
Lognde

o V1I—at

Reseni:

Funkce f(x) =

x'I’L

\/ﬁ neni omezena v levém okoli bodu x = 1 a mozna v pravém
-

1 bod
okoli bodu = = 0. Protoze xlg{l_ f@)V1—2 = 58 integral /1/2 \/1i—x

konverguje,

1
™ dx
konverguje také integral /

1/2 V1—zt
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1/2 n d
Protoze lim @ = 1 konverguje integral T

z—0,L ™ 0 ,/1_:1»/.4

1/2
/ x" dx. Protoze tento integral konverguje pro n > —1 a diverguje pro n < —1,
0

soucasné s integralem

konverguje také integral pro n > —1 a diverguje pron < —1.

e

teo dg
Priklad 21. Vysetiete konvergenci integralu —_—.
o Vad+zx
Reseni:

Jediny bod, v jehoz okoli neni funkce f(z) = je bod & = 0. Proto nas bude

1
NN
zajimat chovani funkce f(x) v okoli bodu x = +00 a v pravém okoli bodu = = 0.

+o0 d
Protoze je lim #%/2f(x) =1 a integral / 3—x konverguje (= 2), konverguje
r——+00 1 x /2

teo dx

1 Vad

Protoze je hm Vzf(r) =1 a integral / konverguje (= 2), konverguje také

+o0 d
Tedy integral a

/0 \/x3+x' 0 Vs +x

také integral

integral konverguje.

Priklad 22. VysSetfete absolutni a neabsolutni konvergenci integralu
+0oo ;
sin
/ dz .
0 X
Resent:

Nejprve budeme zkoumat absolutni konvergenci integralu, tj. konvergenci integralu

400 {Sinl’l}‘ +oo 2
“ , . .92 . ,
/ ~— dxz. Protoze plati {smx‘ > sin“ x a integral /
0 0

sin“ x . .
dz diverguje
x x

sin x

+oo
podle prikladu 19, integral / dz nekonverguje absolutné.
0

sin &

T

Protoze je funkce f(x) = na intervalu (0, +00) spojitd a omezend, bude nas

T ginx

zajimat integral v okoli bodu x = 400, napiiklad / dz. Nejprve pouzijeme

/2

1
integraci per partes. Jestlize zvolime v’ = sinx a v = —, dostaneme
x

oo . cos x 1+ T cosx T cosx
= lim |- — 5 de = — 5 dz.
/2 A—+to0 T /2 /2 T /2 I
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T cosx

Protoze ‘cos x‘ < 1, integral / dx konverguje. Z toho plyne, Ze neabsolutni

2
/2 T
. , T ging
konvergence integralu dx.
0 X

Priklad 23. Necht pro funkce u(z) a v(z) definované na intervalu (a, +0o0) plati:
1) integral U(z) = / u(§) d¢ je omezena funkce pro x € (a, +00); 2) funkce v(z) je
diferencovatelna a monotonni na intervalu (a, +00), 3) lirf v(z) = 0. Pak integral

+o0
/ u(z)v(x) dz konverguje.

Resent:
Diikaz tohoto tvrzeni je velmi podobny diikazu neabsolutni konvergence integralu

+oo :
sin x
/ dz z predchoziho prikladu. Nejprve pouzijeme integrace per partes. Z
/2 T

ni dostaneme

A

/:OO u(r)v(z)dz = lim [U(x)v(:z:)} - /:OO Ulz)' (z)da .

A—+oo a

A
Protoze je funkce U(x) omezend a lirf v(xz) = 0, je Am—? [U(m)v(q:)] = 0.

Protoze je funkce v(x) monotonni a diferencovatelnd, neméni jeji derivace v'(z)
na intervalu (a, +00) znaménko. Bez ijmy na obecnosti budeme piedpokladat, ze
funkce v(x) je klesajici, a tedy jeji derivace v'(x) neni kladnéd. Protoze existuje
K > 0 takové, ze {U(m)’ < K, plati nerovnost

—+oo

+oo +oo
U(z)v'(z)dz| < / U (2)v (z)] do < —K/ v'(z)dr =

. A
=K lm [v(@)]; = Kv(a),

a

r—+00

400
protoze lim wv(x) = 0. Tedy / u(x)v(x) dz konverguje.

Priklad 24. Vysetiete absolutni a neabsolutni konvergenci integralu

too Jxcosx

dzx
0 z + 100
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Nejprve ukazeme, ze tento integral nekonverguje absolutné. Protoze na intervalu

, \V/Z cos x
funk = VI Y
(0, 4+00) je funkce f(x) >+ 100

genci integralu v okoli bodu x = 4o00. Protoze pro z € (1,400) plati nerovnosti
Vz|cos z| N |cos z| - cos? x o0 cos?
xr+100 — z+100 — x4+ 100’ - x + 100

verguje. Nejprve pouzijeme integraci per partes. Jestlize zvolime u' = cos?zr =

1
. Ted
(z +100)2°

spojita a omezenda, musime zkoumat konver-

dz di-

staci ukazat, ze integral /

1 . . /
5(1—|—cos2x)av: ,jeu= - (x+sinzcosx) av = —

 + 100 2

) A )
/+°° cos? x [m—ksmxcosx} 1/+°°x+smxcosm
Tr =

TT T

de = i -
21100 T a2 | 2@+ 100) | T2 (@ + 100)2
1 T 1 [T sinzcosz 1 [T zdx
= (1- + 2 e P _rer
2 100+7) "2/ (7 100) 2 ). (x+100)?

—+o00

Protose int ,]/ sin x cos dr k o 2 inteerdl /+°° rdx di
rotoZe integra ——— dz konverguje a integra ——— diver-
&% | (@ 1+ 100)2 & &9 | (@ +100)2

+o0 2

o di o také int ,1/ cos” x
uje lverguje takKe 1mmtegra

dz a tedy dany integral nekonverguje

absolutné.
Pti zkouméani neabsolutni konvergence integralu vyuzijeme vysledku ptikladu 23.
VT cosx

x4+ 100
sta¢i zkoumat konvergenci integralu v okoli bodu z = +00. Ozna¢me u(z) = cosx

av(xr) =

Protoze je funkce f(x) = spojita a omezend na celém intervalu (0, +00),

Pak je U(x) = /cosxda: = sinxz. Protoze je |sina;‘ <1, je

JT

funk 2. Funk =

unkce U(x) omezend. Funkce v(z) =100
B 100 — =
~ 2/x(z + 100)

T
x4+ 100

je diferencovatelna v celém intervalu

(0, +00). Jeji derivace v'(x)

VT

5 Jje zaporna pro xz > 100. Navic je

too Jxcosx

lim = (. Proto napriklad integral dz konverguje. Z toho
rz—+oo T + 100 P & 101 x + 100 vergt
400
ale plyne, Ze neabsolutné konverguje také integral M x.
0 z + 100

Priiklad 25. V zavislosti na parametrech p a ¢ > 0 vySetiete absolutni a neabsolutni

konvergenci integralu
T P sina
dx .
0

1+ x4
Reseni: b
xP sinx
Funk =
unkce f(z) 1T 20

okoli bodu x = +o00. Proto budeme vysSetrovat konvergenci integralu v okoli téchto
bodu.

je spojita a omezena snad az na pravé okoli bodu z =0 a
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Protoze lim ST 1, je lim /(@)
z—04 X z—04 xp+1

okoli bodu x = 0 pro p > —2.

Podobné jako v predchozim prikladé lze ukazat, Zze dany integral bude absolutné

konvergovat v okoli bodu z = +oo pravé tehdy, kdyz bude konvergovat integral

= 1. Tedy integral konverguje (absolutné) v

oo P dy xP
/ . Protoze lim -x97P ) =1, konverguje tento integral pravée
1 1+ x4 z—+oo \ 1+ 29

+oo
tehdy, kdyz konverguje integral / P tedy pro ¢ — p > 1. Proto integral
1 x

1+ 24
Pro vysetfovani neabsolutni konvergence integralu v okoli bodu x = 400 pouzi-

+0oo .p o3
2P sinx
/ dz konverguje absolutné prop > -2 a q > p+ 1.
0

jeme opét vysledek prikladu 23. Funkce | sinzdz = —cosx je omezend. Déle je
1 T _y P 1 1 o 1
im = 0 pro q > p. Protoze pro ¢ < p neni limita lim rovna nule,
L W proq > p ze proq < p N v
: : (P (p— q)zPT9 4 paP !
integral pro ¢ < p nekonverguje. Prog >pje | —— | =
gral pro ¢ <p gu;j q¢>p] 1+Iq) e

Pro velkd x je tato derivace zaporna. Proto integral konverguje neabsolutné pro
p>—-2ap<qg<p+1.

» . T dx
Priklad 26. Vypoctéte V. P. 5 -
0 1—=2
Regeni: .
V intervalu (0, +00) neni funkce f(z) = [ omezena v okoli bodu z = 1. Proto
—

je

“+ o0 d l1—a d “+o00 d
V.P./ “_— lim (/ $2+/ xz).
0 ]._x a—04 0 ].—.'I,' 14a 1_I
1+

d 1 1 1 1
Protoie/ T —/ + dr = =-1n
1— 22 2 142 11—z 2 1

roven

—+o0 1_ 1—a 1 A
V.P. / dz = lim lim In x + [In T =
0 1—1‘2 a—04 A—+4o0 1+JZ 0 x—1 1+a

= lim (ln2_a—ln2+a>: lim lnz_a:().
a—04 a a 2

— X

‘, je hledany integral

dx

400

Reseni:
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Primitivni funkce je

/L—/ L 1 Ve
2 —3x+2 r—2 x-—1 a

1
2 —3x+2

oo dz
V.P. _ =
/0 x? — 3z + 2

2 _ g1t 92— 2]%° r—214
= lim lim lim In + |In + |In =
a—04 b—04 A—+o0 1—2x 0 rz—1 z—1

T — 2
x—1|"

Protoze funkce f(z) = neni omezena v okoli bodi z =1 a z = 2, je

14+a 2+b
1 b 1-— b
= lim lim (In +a—ln2—|—ln —1In a—ln =
a—04 b—0 a 1-0b a 1+0b
= lim lim ln1+a—|—ln1+b—ln2 =—-In2.
a—04 b—04 1—a 1-0

2
d
Piiklad 28. Vypoctéte V. P. / T
12 xlnz
Reseni: 1
Primitivni funkei k f(z) = oy dostaneme substituci y = Inz. Pak je
zlnz
d d
’ el =In|y| = In|lnz|.
rlnz Y

1
Protoze na intervalu (5, 2) neni funkce f(z) omezené v okoli bodu x =1, je

2 —a
V.P./ dz = lim ([ln’lnm”l + [ln’lnx’r ):
1/2 l‘lnl’ a—>0+ 1/2 14+a

= lim (ln(— In(1 —a)) —In(In2) +In(In2) — In(In(1 + a))) =

a—04
In(1 —
= lim In n( a)—ln1:0
a—04 1n(1 + a/)
+o0 1
Piiklad 29. Vypoététe V. P. / T e
o 1422

Reseni:
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1+x

Protoze je funkce f(z) = omezend v celém R, je

1+ 22
ooy K
V.P./ "2 dr = lim T2 4y =
—00 1+.T K—4o00 _Kl—l-ac
1
= lim {arctgm + = In(2” + 1)] —
K—4o00 2 _K
= 1 tg K — arctg(—K)) = 7.
Kiriloo(arc g arctg(—K)) =7
400
Piiklad 30. Vypoctéte V. P./ arctg x dx.
—0o0
Resent:
K
Funkce arctgx je licha. Proto pro kazdé K > 0 je / arctg x dxr = 0. Protoze je
-K

funkce arctg x omezena na celém R, je

+oo K
V. P./ arctgrdr = lim arctgrdr =0.

— 00
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CvVICENI 20 — Ruzné priklady na integraly

. e [T (2*-3)dx
Priklad 1. Najdéte integral /1 2@ 32t 4 2)°
Reseni: . .
-3 -3
Protoze a = v - 23, je vyhodné zavést substituci

z (28 4 3% + 2) B 2t (28 4 32% 4 2)
z* = y. Po ni dostaneme

/+°O (z* — 3)dx _1/+°o (y—3)dy
L w(@®+32+2) 4/, y(y2+3y+2)

et e o
YA 2y " y+1 20+2)) VT
_1 lim [—§ lny—|—4ln(y+1)—§ln(y+2)]A:
14072 2 X

y+1 —§lny—+2> — % 3 _m2.
y 8 y 8

:§1n3—ln2—l— lim <ln
8 A— 400

Piiklad 2. Najdéte integral /ﬂ
a8 + 3zt 4 2
Reseni:
Protoze z'! = 23 - 28, je vyhodné pouzit substituci 2* = . Po ni dostaneme

2t dx 1 y? dy 1 1 4
8 +324+2 4) y2+3y+2 4 y+1 y+2
r*  In(z*+1)

1
:Z(y+ln(y+1)—41n(y+2))+0=Z+T—1n(x4+2)+c.

2n—1

dz.

Piiklad 3. Najdéte integral / <
"+ 1

Reseni:
V tomto integralu pouzijeme substituci 2" = y. Pak dostaneme

2n—1 1 d 1 1
[ T R
™ +1 n) y+1l n y+1

:%(y—ln‘y—f—lD—irC:%(a:”—ln‘x”—kl‘)—l—C’.
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Piiklad 4. Najdéte integral / ﬁ.
Reseni:

1 B 1
a:(:vlo + 2) gt (1+ 2x—10)
substituci 271° = y. Po této substituci dostaneme

Jestlize napiSeme , je vidét, ze je vyhodné pouzit

dx 1 dy 1 1 210
_de 1 - 142+ C=—In— 4.
/x(a:10+2) 10) T3y~ 20T FC=gglnim o+

Piiklad 5. Najdéte integral / 1+—e"”/22
(1+ /)
Reseni:
V tomto integralu pouzijeme substituci e*/* = y. Pak je dx = 4 dy a z integralu
dostaneme !
/1+_e”22dm:4/ﬂdy:4/(1_L) dy =
(1 + e®/4) y(1+y)? y (I+y)?
:4(lny—|—i> +C::U+L+C
1+y 1+ ex/4

Priklad 6. Najdéte integral / Ve +4e* — 1dux.

Resent:
Nejprve zavedeme proménnou y substituci y = e*. Z integralu pak dostaneme

VY2 +4y —1
/ Wﬂex_ldx:/w—ydy,
)

Tento integral 1ze prevést na integral z racionalni funkce naptiklad Eulerovou substi-

tuci y++/y2 + 4y — 1 = t. Pak j t*+1 2 Ay 1=t £ 44t -1
y+Vy? +4y Jey=gqay VY T Y= S0

P44t —1

ady = W Po dosazeni do integralu dostaneme

(2 +4t—1)2
/ GropEen &

1
2
1 4 5 4
== 1 — dt =
2/( +t+2+(r+m2 ﬁ+&)
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t+2
= VP 4y — 1+ 2In(y+2+ 42 +4y — 1)—
—2arctg(y + ¥ +4y — 1) +C =
— /€2 +de* — 14 2In(e” + 2+ /€27 + dev — 1) —

— 2arctg(e” + Ve2® +4e* — 1) + C'.

1 5
=3 (t—|—4ln(t—|—2) - — —4arctgt) +C =

dx
(asinxz 4 bcosx)?

Priiklad 7. Najdéte integral / , ab # 0.

Reseni:
Protoze pro integrovanou funkci R(cos z,sin z) plati vztah

R(cosz,sinx) = R(—cosz,—sinz),

pouzijeme substituci tgx = y. Pak dostaneme

/ dz _/ dy 11 O cos x LC
(asinz +beosz)2 ) (ay+b)2  a ay+b ~ a(asinz + bcosx)

Inxdx
m(ln?’x —3Inx + 2)'

Priiklad 8. Najdéte integral /

Reseni:

1
Protoze (ln x)l = —, je vyhodné zavést substituci In x = y. Dany integral pak ptrejde
x

na
/ Inzdx _/ ydy B
x(ln3x—3lnw—|—2)— 3 —3y+2

:/(3<yi1> o -7 9<y2+2>)dy:

——I—C 1 +2
= — = — — In
3(y 3(lnz—1) 9

Inx -1
Inz +2

o

dx
14+1— 22 — 22

Priklad 9. Najdéte integral /
Reseni:
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K vypoctu tohoto integralu lze pouzit Eulerovy substituce 1+ v/1 — 2z — 22 = xy.
Pak je V1 — 2z — 22 = —

—y? +2y+1
(y? +1)?

y?+1

ziskame dzr = 2 dy a po dosazeni do integralu zjistime, ze

/ dz —y +2+1
1+vl—2z—a22 y— D2+ T

1 1 )
— _- — =1
/( y+y—1 y2+1)dy !

1—z++V1—2x— 22
14++vV1 -2z — 22

y—1
’—2arctgy-|—C:

1+v1—2z — a2
— 2arctg i R +C.
x

=In

Priklad 10. Najdéte integral /:C\/ 22 — 2 + 2dx.

Reseni:

Tento integral 1ze prevést na integral z racionalni funkce naptiklad Eulerovou substi-
tuci z +vx2 — 22 + 2 = y. Ale tato substituce vede k pomérné slozitému integralu.
Proto pouZijeme v tomto piipadé jinou metodu. Jestlize napiSeme z? — 2z + 2 =
(x — 1)%2 + 1, lze pomérné snadno nahlédnout, ze mitize byt vhodna substituce
x — 1 = sinh ¢. Dany integral pak je

/xvxz—2x+2dx:/(sinht+1)cosh2tdt:
1
:/sinhtcosthdt—i—5/(cosh2t+1) dt =

1 1
= gcoshg’t—l— i(sinhtcosht%—t) +C.

Protoze cosht = V/sinh®?t+1=v22 -2z +2at = ln(a:— 1+ Va2 — 2x—|—2>, je

1/ 4 3/2 1
x\/x2—2x+2dx:§<x —2x+2> +§(x—1)\/552—2x+2+
1
+§ln<x—1+\/x2—2x+2>+6’.

+oo
Priklad 11. Najdéte integral / z?e % coszdx.
0
Reseni:
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Protoze jedna z mezi v tomto integralu je 400, jedna se o nevlastni integral. Protoze

+oo
plati nerovnost ’xze_m cos x‘ < z%e”" a integral / z?e”" dz konverguje (= 2),
0

+oo
konverguje také integral / z?e " coszdzr (a to dokonce absolutné). Tento in-
0

tegral najdeme integraci per partes. Jestlize zvolime v = 22 a v/ = e % cosz, je

ziejmé, ze musime najit primitivni funkci k e cosx. Tu najdeme integraci per
partes. Plati

/e_m coszdxr = —e Fcosx — /e_“: sinzdzx =

= e_x(— cosx + sin:z:) — /e_m cosxdzx .
Z této rovnice pro / e * cosx dr ziskdme

- e’ . o e’ .
/e mcosxdeT(smm—cosm) a /e msmxdm:—T(Slnm—i—cosa:).

Kdyz pouzijeme tyto vztahy, dostaneme
+oo
/ z?e % cosxdr =
0

$2 K +o0
= lim [— e (Sinx — CoS x)} - / ze 7 (sinx — CoS x) dx =
0 0

K—+oco
K +oo
= lim [xe_x sin a:] — / e “sinzxdx =
_ K
. e " . 1
= lim (smx + cos ac) = ——.
K—-+oo 2 0 2

Priklad 12. Najdéte integral / In(V1—-2++v1+z)da.

Reseni:
Tento integral najdeme integraci per partes. Pomoci ni dostaneme

/ln(\/l—x+\/1+x) de— =

_ — p 1 z(VI—z—+1+uz) o
=zln(Vi-z+Vi+a) -3 ¢1—x2(x/1—o:+\/1+w)d_

1 [1—+1—2?

:gcln(\/l—:r—i—\/1+33)+§ BV e
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1
:xln(\/l—x+\/1+x)—g+§arcsinx+0.

1
Priklad 13. Najdéte integral / x arccos — dz.
x
Resent:
Tento integral najdeme integraci per partes. Ta dava

1 1
/ x arccos — dx =
T

1/ 2% dx
arccos — — o = =
T z24\/1— (1/x)
1 sgnzx rdx
arccos — —

22
2 x 2 V2 —1
2
1
% arccos — — Sen V2 —-14+C.
T

2

M|Hw

Priklad 14. Najdéte integral / sinh® z dx.

Reseni:
Po substituci cosh z = y dostaneme

3
1
/sinh?’xdx:/(gf—l)dy:y——y—l—C':g cosh® z — coshz + C'.

Piiklad 15. Najdéte integral /tgh:pdx.

Reseni: )
sinh x

Protoze tghx = a (cosh:r;)/ = sinh x, je /tghacda: = ln(cosh a:) +C.

cosh z

dz
sinhz + 2coshzx’

+oo
Piiklad 16. Najdéte integral /
0

Reseni:

Podobné jako v pfipadé goniometrickych funkci, lze prevést tento integral na in-
x

tegral z racionalni funkce substituci tgh§ = t. Ale takova substituce obvykle

vede k pomérné slozitym integraliim. Proto je mnohdy jednodussi pouzit vztahy
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e’ +e " | et —e " e P :
coshr = ——— sinhz = — 2 pak substituci e* = y. Z daného integralu

pak dostaneme

/+°° da _/+°° 2dx _/+°O 2dy
o sinhxz+2coshzx J, 3er+e= J;  3y24+1

[arctg(y\/g)] :roo = % .

2
V3

/2 4

. g , cos*

Priklad 17. Najdéte 1ntegral/ —— dx.
w/4 s T
Reseni:
o : : costz :
Nebot pro integrovanou funkci R(cos z,sinz) = ——— plati vatah R(cosz,sinz) =
sin”

—R(cos x, — sin x), pouzijeme substituci cosz = t. Z integralu pak dostaneme

™/2 cost 0 trdt
—dr = — N2
x/4 sin’x 1/vz (1 —12)

1/v2 3 3 1 1
:/0 (1_4(1—15) A1t Taaoee +4(1+t)2) dt =

{ 3 14¢ ¢ ]”ﬂ

= 2—gln(\/§—|—1).

dzx
cosdx’

Priklad 18. Najdéte integral /

Reseni:

Nebot pro integrovanou funkei R(cos z,sinx) =

5— blati vztah R(cosz,sinx) =
. .o . . . COS x
—R(— cos z,sin x), pouzijeme substituci sinz = ¢t. Pak dostaneme

/dx_/dt_1/1+1+1+1dt_
cosz ) (1—12)2 4 1—t 14+t (1—t)2  (1+1t)2 B

1 1+1¢ + 1 1 L 11 1—{—sinx+ sin L
n — = —In .
1—t 1—¢t 1+t 4  1—sinx 2cos?z

1
4

dz

Priklad 19. Najdéte integral / — -
sin® z cos? z

Reseni:
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Tento integral by bylo mozné prevést substituci tgx = ¢ na integral z racionalni
funkce. Ale vysledny integral by byl pomérné slozity. Protoze vSak sinzcosz =

1
3 sin 2x, dostaneme

dx 16dz dx
_— = — =16 1—|—Cot22x . .
/ sin* z cost x / sin® 2z / ( & ) sin? 2x

2
Protoze (cotg 290)/ = ———5——, je vyhodné pouzit substituci cotg 2x = y a hledany
sin” 2z

integral je

dx y3)
=8 [ (1+y})dy=-8(y+% | +C=
/ sin® z cos? x / ( y) Y (y 3

8
= —8cotg 2z — 3 cotg® 2z + C'.

w/4
Priklad 20. Najdéte integral / tg® z dz.
0

Reseni:
sin®

Pro integrovanou funkci R(cosz,sinz) = tg°x = = Dblati R(cosz,sinx) =
cos

R(—cosz,—sinx). Proto lze pievést tento integral na integral racionélni funkce

substituci tgx = t. Pak je

/4 L 45t 1 t
/0 & rax /0 112 /0 ( +1+t2>

21 Nk
|:Z—5+§1n(1+t)]0————.

dx
Vigr

Piiklad 21. Najdéte integral

Reseni:
Po substituci tgx = t dostaneme

dx _/ dt
Vigr ) Vi(1+2)’
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Tento integral prevedeme na integral z raciondlni funkce substituci t = y2. Pak
dostaneme

dz 2dy _/ 2dy _
Vigz L4y (2 —yv2+1) (12 +yv2+1)

:L/ y+v2 oy —v2 dy —
V2 Hyv2+1 2 —yv2+1 Y

/( 2 + /2 2y — /2 )dw

1
2v2 ) \P?+yv2+1 2 —yv2+1
1

1 1
* 5/ ((y+1/\/§)2 +1/2 +((y— 1/\/§)Q+1/2) dy =

1 v ryv2+1 1
1 — (arct 2+1 t 2—-1 C =
2v/2 nyz—y\/i+1+\/§<a“g<y\/_+ ) + arctg(yv'2 >>+

1 t V2t 1 1 V21t
1 gr+ g+ —i——arctg(%)—l—C’.

n
2V/2 tgr+2tgr+1 /2

dz

Piiklad 22. Najdéte integral / —.
sin x

Resent: .

Tento integral 1ze prevést na integral z racionalni funkce substituci tg 5= t. Kdyz

totiz nejprve zavedeme novou proménnou vztahem z = 2y, prejde nas integral na

/d:zc_2/dy_/ dy B 1 dy
sinz sin2y J sinycosy J tgy cos?y’

“ / 1 . dzx €T
Protoze (tgy) = m, je / S = ln|tgy’ +C = ln‘tg§’ + C.

dx
asinx + bcosx

Priklad 23. Najdéte integral / tak, ze prevedete jmenovatele na

sinus souc¢tu uhla.
Reseni:
a

Protoze asinx + bcosxz = Va2 + b2sin(x + o), kde cos = ——— a sina =
( ) Va2 + b2

b
\/7a2—+b27 lze podle predchézejiciho ptrikladu psat
/ dx 1 / dzr 1 |
— — n
asinz +bcosz /a2 + b2 ) sin(z+a) a2 + b2

T+«

2

+C.
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Priklad 24. Najdéte integral / In(sin x) dz.
0

Reseni:
Protoze 11151 In(sinx) = —oo, jedna se o nevlastni Riemanntv integral. ProtozZe je
r—U

s
lirgl z/?. In(sinz) = 0, tento integral konverguje. Pomoci substituce y = 5~ x
r—U

w/2
zjistime, ze T = 0™/ In(sinz) da = / In(cos ) dz. Proto je
0

/2 /2
21 = / (In(sinz) + In(cos z)) dz = / In(sinz cosz) dz =
0 0

w/2 T T T
= / In(sin2z)dz — = In2 = / In(sinz)dz — = In2 =
0 2 0 2

1
2

/2
:/ ln(sinx)dx—zln2zl—zln2.
. 2 2

/2
Z této rovnice plyne, ze [ = / In(sinz)dr = —g In 2.
0
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CvICEN] 21 — Ciselné fady s nezidpornymi ¢éleny

Priklad 1. Dokazte, Ze konverguje rada

) i (o) e ()
2 '3 22 ' 32 on ' 3n

a najdéte jeji soucet.

Resent:

Nejprve najdeme castecné soucty této rady. Protoze se jedna o soucet dvou geo-
metrickych rad je

N T T NS T B 670 R B S ¢ VE ) I
SN_;(27+37)_§' 1—12 "3 T1-1/3

1
Protoze je ngnoo oN = A}gnoo 3N = 0, je

(e.)
11 1 3
5T DN Z(2n+3n) 373

n=1

Priklad 2. Dokazte, Ze konverguje fada

L8 5 me
2 22 23 2n
a najdéte jeji soucet.
Reseni:
Protoze je lim Intl _ i 2t 1 = 1 fada konverguje podle limitniho

n—oo (O n— o0 2(2n — 1) 2,
podilového kritéria. Oznac¢me jeji soucet s. Pak plati

“2m—-1 1 =2m—-1 1 =2n+1
1 = 2 “on—-1 1 1
“ot 2 g T2 e Ty It
7 tohoto vztahu dostanemes—i 2n —1 =3
_n:1 2" B
Priklad 3. Dokazte, Ze konverguje rada
L + 1 + + 1 +
1-4 4.7 (Bn—2)3n+1)
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a najdéte jeji soucet.
Reseni:

1 1 1 1
Protoze plati - (3n — 2)(3 1) = -
roozepa13(n )(3n + 1) 3<3n

—2 3n+1

), jsou castecné soucty

a 1 1Y 1 1
SN:Z(3n—2)(3n+1) :§Z(3n—2_3n+1) -

1
Protoze ngnoo AN 11 =0,jes= = —.

Priklad 4. Dokazte, Ze pro |q| < 1 konverguje fada
qcosa + g cos2a + -+ q"cosna + . ..

a najdéte jeji soucet.

Reseni:

Protoze ‘an‘ = !q” cos na! < |q|™ a |q| < 1, dana fada konverguje a to dokonce
absolutné. Protoze cosna = Re(ei"a), je soucet dané fady roven s = Re(S5), kde

o0

S = Zq”ei"“. Ale to je geometrickd fada s kvocientem ge'®. Protoze !qeio“ =
n=1

lg| < 1, tato geometricka fada konverguje. Jeji soucet je

g i< ia)n qeia qeia(l _ qe—ia>
= e = — = .
— 1 1—gelr 1—2gcosa+ g2

Tedy
= qcosa — >
= "cosna = Re(5) = .
s T;q na (:9) 1—2qcosa+ ¢?
= qsin «
Povsimnéte si, ze plati " si =Im(5) = .
ovSimnéte si, Ze plati ;q sinna = Im(S) T Pr———
oo
Piiklad 5. Dokazte, ze konverguje fada Z (\/n +2—-2vVn+1+ \/ﬁ) a najdéte
n=1

jeji soucet.

Reseni:
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Nejprve najdeme castecné soucty této rady. Ty jsou

N N—+2 N+1

sn=Y (Vn+2-2Vn+1+n)= }:v%—2§:v”+§:vr_

n=1

:1+v”—mf—2¢N+1+VN+1+¢N+2:
=1-vV2-VN+1+VN+2.

Kdyz prejdeme k limité N — oo, dostaneme

1
s = hm sN—l—\/_+ lim — V2.

Noso VN +2+VN+1

Priklad 6. Vysetiete, zda konverguje fada

TR P I
3 5 7 2n — 1
Reseni: .
Jedné se o fadu s nezdpornymi ¢leny. Uvazujme funkci f(z) = 5 I Protoze
x —_—

jeji derivace f'(z) = — < 0, je tato funkce pro x > 1 klesajici. Protoze

2z — 1)

+oo
lim f(z) =0, miZzeme pouzit integralni kritérium. Nebot / . diverguje,
1

z—+00 2x —

= 1
di je také fad .

iverguje také rada Z o — 1

n=1

Priklad 7. Vysetiete, zda konverguje fada
R
32 52 (2n—1)2 77
Reseni: )
Jedné se o fadu s nezdpornymi ¢leny. Uvazujme funkei f(x) = ﬁ Protoze
x —
4
jeji derivace f'(x) = —(2—1)3 < 0 pro x € (1,+00), je funkce na tomto inter-
x —

valu klesajici. Dale hrf f(x) = 0. Lze tedy pouzit integralni kritérium. Protoze

T—T 00

too dx 1
je / —— = —, a tedy tento integral konverguje, konverguje také rada
L (r—12 2

oo
> iy
—~ (2n —1)2
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Piiklad 8. Vysetiete, zda konverguje fada

1 1 1 1
et b ...
V2 2v3  3V4 ny/n+1

Reseni:

Jedna se o fadu s nezdpornymi ¢leny. Uvazujme funkci f(z) = ———. Jeji

v +1

3 2
T < 0 pro z > 0. Proto je funkce f(x) na pro

222 (z + 1)3/2
x > 0 klesajici. Protoze lim f(x) = 0, konverguje dana fada zaroven s integralem
teo dx

1 T\ T +

derivace f'(zr) = —

= 21n(\/—+ 1) Tedy rada Z

konverguje.

n\/n—

Piiklad 9. Vysetiete, zda konverguje fada

1 1 1
Vis V35 oD

Resent:
Jedné se o fadu s nezdpornymi ¢leny. Uvazujme funkci f(x) = ———. Jeji

A Vax? —1
x

derivace f'(z) = —W < 0 pro x > 1. Proto je funkce f(z) na pro
422 — 1

x > 0 klesajici. Protoze hlf f(x) = 0, konverguje dana fada zaroven s integralem
r— 100

teo g 1

ooz =7 tery diverguje Tedy fada Z < /@n—1)2n+1)
1 _ =

diverguje.

Priklad 10. Dokazte konvergenci fady

sin & n sin 2x n n sin nx
2 22 n

Reseni:
sin nx
27'L

Protoze plati nerovnost ’an’ =

1 1
< ;- artada Z on konverguje, konverguje

také fada Z 81121 ne pro kazdé x € R (dokonce absolutné).

n=1
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Priklad 11. Dokazte konvergenci fady

COST — Ccos2x  Cos2x — cos 3x cosnz — cos(n + 1)x
1 * 2 e n

Reseni:
Césteéné soucty dané fady jsou

N N
cosnz — cos(n + 1)x cos N cos nx

=2 Sy 3y
n n—1

n=1 n=1 n=2

=Cosl — —————

cos( N+1 i COsS Nx
— n—1

N +1 >
Protoze A}Enoo w = 0 a fada 7;2 % konverguje, konverguje také

. =, cosnx — cos(n + 1)z o
fada Z pro kazdé x € R.

n
n=1

Priklad 12. Dokazte konvergenci fady

cosT  cosx? cos "
12 + 92 oot n2
Reseni: -
" 1 1
Protoze plati nerovnost |an| = %’ < 3 a rada Z 3 konverguje, konverguje
=\ cos z" "
také rada Z pro kazdé =z € R.
n=1 TL
Priklad 13. Dokazte divergenci rady
1+ L 1 + - + L1 +
2 3 4 5 6 7

Reseni:
Tato fada nema nezaporné ¢leny. Ale kdyz seskupime tii po sobé nasledujici ¢leny,
dostaneme radu

S (5ot n) - L amene s

n=1
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5 W e fad , i &l Protoze I In? — 2 1

coz uz je fada s nezdpornymi Cleny. Protoze lim [ n - = -,

. POTIY Y oo \" 3n(Bn—1)Bn—2)) 3
1

konverguje tato rada soucasné s fadou Z —, ktera, jak je znamo, diverguje. Proto
n

n=1
diverguje také dana rada.

Piiklad 14. Vysetfete konvergenci fady

1000 10002 10003 1000™
T T

Reseni:
Jedna se o fadu s nezdpornymi ¢leny. Abychom zjistili jeji konvergenci, 1ze pouzit
limitni podilové kritérium. Protoze

ant1 . (1000"+1 n! )_, 1000 _

lim = lim . = lim =
(n+1)! 1000 n—oon + 1

n—oo (A

v . An+1
Protoze lim +
n—oo an

= 0 < 1, dana rada konverguje.

Priklad 15. VysSetiete konvergenci fady

Resent:
Jedna se o fadu s nezdpornymi ¢leny. Abychom zjistili jeji konvergenci, 1ze pouzit
limitni podilové kritérium. Protoze

i Gt ) (n+1)2 1

n—oo  a, oo 2n+1)2n+2) 4 <

Proto dana rada konverguje.

Priklad 16. VysSetiete konvergenci fady

1 21 3! n!
T+2—2+3—3+"'+n—n+....
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Jedna se o fadu s nezdpornymi ¢leny. Abychom zjistili jeji konvergenci, 1ze pouzit
limitni podilové kritérium. Protoze

1)n" "
lim Gntt _ lim u = lim i —el<1.
n—oo QA n—oo (n _|_ l)TL+1 n—o0o n —|— 1

Protoze dana rada konverguje.

Piiklad 17. Vysetiete konvergenci fady

2-1!4_22-2!_i_23-3!_i_2’”°n!+
1 22 33 n"

Reseni:
Jedna se o fadu s nezdpornymi ¢leny. Abychom zjistili jeji konvergenci, 1ze pouzit
limitni podilové kritérium. Protoze

2 Hn"”
lim 2 — fim —(n—|— n
n—oo QA n—oo (n + 1)7”L+1

=2 t<1.

Proto dana fada konverguje.

Piiklad 18 Vysetiete konvergenci rady

3'1!+32'2!+33'3!+3nn!+
1 22 33 nn

Reseni:
Jedna se o fadu s nezdpornymi ¢leny. Abychom zjistili jeji konvergenci, 1ze pouzit
limitni podilové kritérium. Protoze

i Ot . 3(n+1)n"

_ oln b)p™ o -1
n—oo  Qp, o nh—{%o (n + 1)n—|—1 3e > 1.

Proto dana fada diverguje.

Priklad 19. Vysetfete konvergenci fady

', @2, @2, o
2 T 24 i 28 * 2n?
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Jedna se o fadu s nezdpornymi ¢leny. Abychom zjistili jeji konvergenci, 1ze pouzit
limitni podilové kritérium. Protoze

2 2
1)1 n 2
lim 2t i <<("+)) 2 )zlimM:0<1.

n—oo QA n—oo \ 2n*+2n+1 (nl)Q n—oo 22n+l

Tedy dana rada konverguje.

Priiklad 20. Vysetiete konvergenci fady

1000 n 1000 - 1001 n 1000 - 1001 - 1002
1 1-3 1-3-5

Reseni:
Jedna se o fadu s nezdpornymi ¢leny. Abychom zjistili jeji konvergenci, 1ze pouzit
limitni podilové kritérium. Protoze

hm An+1 . 1000 +n 1

:l —:—<1.
n—oo Q, nl—{go 2n +1 2

Tedy dand fada konverguje.

Priklad 21. Vysettfete konvergenci fady
4 4.7 4-7-10

2+2-6+2-6-10+

Resent:
Jedna se o fadu s nezdpornymi ¢leny. Abychom zjistili jeji konvergenci, 1ze pouzit
limitni podilové kritérium. Protoze

. Ap+1 . 3n+4 3
lim = lim = —.
n—oo Qp n—oo 4n + 2 4

Tedy dana rada konverguje.

oo
1
Priklad 22. Vysettfete konvergenci fady Z

— V' Inn .

Resent: In(ln 2)
. 4 on . ) n(lnz )

Protoze lim VInn = lim e(ln(ln"))/n a lim (— = lim

n—o0 n—o0 r—+00 €T z—+oo zlnx

oo

=0, je

lim

1
n—oo {/Inn

= 1. Tedy protoze lim a, =1 # 0, fada Z diverguje.
n—oo

n=2

1
vVinn
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00 5
w2 . .y n
Priklad 23. Vysetiete konvergenci fady Z ST
n=1
Resent:
Jedné se o fadu s nezapornymi ¢leny. V tomto pripadé lze k urceni jeji konvergence
pouzit limitni odmocninové kritérium. Protoze

I I 1 1
im " an = lim - -
n—00 n->c0 \/ 2n +37 3 2/3 +1 ~3°

dana fada konverguje.

_1 n(n—1)
Priklad 24. Vysetfete konvergenci rady Z (n n 1) .
n

Reseni:
Jedné se o fadu s nezapornymi ¢leny. V tomto pripadé lze k urceni jeji konvergence
pouzit limitni odmocninové kritérium. Protoze

n—1 n—1 9 n—1
lim /a, = lim ( ) = lim (1— ) —e?<1,

0o n—1 n(n—1)
fada konverguje.
> (5 a

o0

Priklad 25. Pro kterd p € R konverguje fada Z
n=2

1

nlnfn

?

Reseni:

v Jeji derivace

Jedna se o fadu s nezdpornymi ¢leny. Uvazujme funkei f(x) =
. N _ Ptz
e /'(x) = 22 1InP g

xo klesajici. Limita lim 5
z—+o0o xIn”

. Protoze pro velka = je f'(z) < 0, je tato funkce od jistého

= 0. Mizeme tedy pouzit integralni kritérium.

dz

zln? x

Podle néj konverguje dana rada spole¢né s integralem / . Kdyz zavedeme

+o00 dy

substituci Inx = y zjistime, ze fada konverguje soucasné s integralem / "

Y

ktery konverguje pro p > 1 a diverguje pro p < 1. Tedy dané fada konverguje take
pro p > 1 a diverguje pro p < 1.
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Priklad 26. V zavislosti na parametrech p, ¢ € R vySetfete konvergenci rfady
oo

1
; n(ln n)p (In(Inn)) “

=2

Resend:

1
z1n? z - In? (lnx) '

Jedné se o fadu s nezdpornymi ¢leny. Uvazujme funkci f(x) =

Inz-In(Inz) +pln(lnx) + ¢
o p+1

Jeji derivace je f'(z) = je pro dostateéné velkd x

22 It g - In?tt (Inz)
zaporna. Tedy pro dostatecné velka z je funkce f(z) klesajici. Protoze

1
lim = 0, mizeme pouzit integralniho kritéria. Podle né¢j kon-
z—+oo zIn” z - In?(In z)

Feo dx
2o rlnfz-In? (ln :U)
zavedeme substituci Inz = y. Po ni zjistime, ze dana fada konverguje soucasné s

+oo d
integralem / qu. Tento integral konverguje pro p > 1 a diverguje pro p < 1.
yo YR

verguje dana fada soucasné s integralem . V tomto integralu

“+oo
Pro p = 1 méame integral / l—yq, ktery konverguje pro ¢ > 1 a diverguje pro
yvo YUY
q < 1. Tedy dané tada konverguje pro p > 1 nebo p =1 a ¢ > 1 a diverguje pro

p<lnebop=1laqg<l1.
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CvICEN] 22 — Ciselné Fady s obecnymi éleny

2n+1oo>”

Priklad 1. Vysetfujte konvergenci fady E (-1)" ( ST 1
n
n=1

Reseni:
Jednd se o alternujici fadu. Nejprve budeme vysetiovat, zda tato fada konverguje
absolutné. Podle limitniho odmocninového kritéria dostaneme

. " . 2n+100 2
lim }an}: lim ﬁ:§<l
n—oo n— oo n
- 2n + 100"
Proto fada E (1-)" (§+—H) konverguje a to dokonce absolutné.
n
n=1

Priklad 2. Vysetiujte konvergenci rady

Reseni:
o0
Protoze rada E ‘an‘ je harmonicka fada, neni dana fada absolutné konvergentni.

n=1
Dana rada neni ani alternujici. Ale kdyz seskupime tf¥i po sobé jdouci ¢leny, dosta-

neme radu

> 1 1 1 = 27n% — 18n + 2
_1 n+1 el — _1 n+1
T;( ) (?m -2 - 3n—1 * 3n) T;( ) 3n(3n—1)(3n —2)’

1 1 1
ktera jiz je alternujici. Protoze lim + + — | =0, staci k dikazu
n—oo\3n—2 3n—1 3n
1 1 1

konvergence dané rady dokazat, ze posloupnost a, = + + — je
3n—2 3n—1  3n

klesajici. Ale to je zcela ziejmé. Proto dana fada konverguje neabsolutné.

oo
Piiklad 3. Vysetiujte konvergenci rady Z(—l)" vn

n+ 100
n=1
Resent:
o0
Protoze rada Z diverguje, nekonverguje dana fada absolutné. Ale jedna
“—= n+100

se o alternujici radu. Proto se mtzeme k ditkazu jeji konvergence pokusit pouzit

n
Leibnizova kritéria. Protoze lim L = 0, staci dokéazat, ze posloupnost a, =
n—oo 1 + 100
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o —|—?1100 je O;j)éistého no klesajici. Uvazujme funkci f(z) = . 91000_ Jeji derivace
f(@) = 7 5 je pro > 101 zéporna, a tedy pro z > 101 je funkce f(z)

2/z(z + 100)

klesajici. Proto je pro n > 101 klesajici i posloupnost a,, =

vn

. Z Leibnizova

n + 100
oo
kritéria tedy plyne, ze fada Z(—l)” n konverguje neabsolutné.
24 100

o0 _1 n
Piiklad 4. Vysetifujte konvergenci rady Z (=1)
n

— Vn+(=1)"
Reseni:

1
Vn+ (=1)» —
guje dana fada absolutné. Protoze se jedna o alternujici fadu, mtzeme se k dikazu
=0,

1 S|
Protoze ‘an‘ = > NS a rada Z NS diverguje, nekonver-
n=2

jejl konvergence pokusit pouzit Leibnizova kritéria. ProtoZze lim ———
Jej g p p e i+ (—1)
1 1

staci dokazat, ze posloupnost b,, je monotonni. Protoze je — <
TVt (-1 \/2n +1

1
—————— je by, <b . Ale na druhé strané plati nerovhost —— >
/—2n+1_1.] 2n 2n+1 p /—2n+1_1
1

———————, ze které plyne, Ze b2, +1 > bap12. Proto neni posloupnost b,, mono-
Vn+2+1

tonni. Protoze nejsou splnény predpoklady Leibnizova kritéria, nelze pomoci néj
rozhodnout o konvergenci nebo divergenci této rady. Ale plati

— > 1 1
;ﬁﬂ—l)n Z::(\/%+1 \/2n+1—1>:
o~ V2 1-+2n -2
Z_: (V2n+1)(v2n+1-1)°

To uz je fada, jejiz ¢leny neméni znaménka. Protoze je

 VIn+1-V2n -2
" (V2n+1)(vV2Zn+1-1)

=1

lim
n—oo

0o [ee)
1 _1
afada »  — diverguje, diverguje také fada » NS
n nA (="
n=2

n=2

1 n—1
Priklad 5. Vysetiujte absolutni a neabsolutni konvergenci rady Z L

n=1

168



Reseni:
=1
Protoze fada Z - konverguje pro p > 1 a diverguje pro p < 1, konverguje rada
n
n=1
o (_1)n—1 5
Z ———— absolutné pro p > 1.

-1 n—1
L rovna nule, a proto pro p < 0 fada diverguje.

1 1 1
Pro0 < p <1je lim — = 0 a plati — > ————. Proto podle Leibnizova
n—oo NP nP (n —|— ]_)p

Pro p <0 neni lim

n— oo n

kritéria ¥ada » (_—p
n

o 1 n—1
) konverguje pro 0 < p < 1 neabsolutné.

n=1

1 n—1
Priklad 6. Vysetfujte absolutni a neabsolutni konvergenci rady Z p+1/n.

Reseni:
o0

n—oo

1 1
L . _ . 1 . .
Protoze lim (n sy /n) 1 a rfada E o konverguje pro p > 1, konverguje i
n=

1)" 1
rada Z p+1/n pro p > 1 absolutné.

(_1 n—1

Pro p <0 neni lim rovna nule, a proto pro p < 0 fada diverguje.
n— o0 np+1/n
Pro 0 < p <1 je lim

= 0. Abychom ukézali, ze pro tato p fada kon-
n— 00 np+1/”

1
verguje, staci podle Leibnizova kritéria ukazat, zZe je posloupnost a, = i
n
1
od jistého n klesajici. Uvazujme funkci f(z) = — i Jeji derivace f'(z) =
x

1 —pr+lnzr -1, o , , . .
i je pro dostatecné velkd x zaporna. Proto pro takova x
xp—l—l/x 2

je funkce f(z) klesajici. Proto je pro dostateéné velkd n posloupnost a,, = i
n

klesajici, a tedy dana rada konverguje pro 0 < p < 1 neabsolutné.

Pf‘iklad 7.V zévislosti na x € R vySetrujte absolutni a neabsolutni konvergenci

sm x
fady Z o 2

Resem:
Nejdrive budeme zkoumat absolutni konvergenci fady. K tomu lze pouzit naptiklad
limitniho podilového kritéria. Protoze je

An+1
Qp,

. 2n
= lim
n—oo M

lim

n—oo

sin? z = 2sin’ x ,
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4k -1 4k+1 )
0 )

rada konverguje absolutné pro |sinz| < L, tj. pro = € ,
g 2 4 4

 (4k+1 4k +3 1
Pro x € + , i m|, keZ,je ‘sinw‘ > —. Proto neni
4 4 V2
2" sin" 4k +1 4k+3
lim (—1)”_1M rovna nule. Tedy pro = € ( : , Z— 7r>, k e Z,

fada diverguje.

N Gt D . }
Pro z = 7 se jedna o radu Z ——— ktera konverguje neabsolutné.
n
n=1
_1)n—|—1
Piiklad 8. Ze znalosti souctu rady Z ———— = In 2 najdéte soucty rady
n
n=1
1+ = + -+ L1 +
3 2 7T 4
ziskanych z této fady zameénou jejich clent
Reseni:
Protoée se jedna o soucet fady, kterd vznika z neabsolutné konvergentni rady
n—l—l
Z , zavisi soucet této rady na poradi jejich ¢lenti. V nasem pripadé je
" 111 11 1 1
140+-—= 04+—-—- 0 — S=
LR T R A T T3 a2’
_11+11+11+11++1 1+1 1++
2 3 45 6 7 8 dn+1 4n+2 4n+3 4n+4
1

11 1 1
O+=+0—=+0+-4+0—+...+ 0 0 -
OO e T TR It

1 3
Tedy soucet této rady je s =In2 + 3 In2 = 3 In 2.

-1 n+1
Priklad 9. Ze znalosti souctu rady Z ———— = 1In2 najdéte soucty rady
n

n=1

1 1 n

2 4 3 6 8

ziskanych z této fady zameénou jejich clent

Reseni:

Protoie se jedna o soucet fady, kterd vznika z neabsolutné konvergentni rady
n—l—l

Z , zavisi soucet této rady na poradi jejich ¢lend. V nasem ptipadé je

170



1 11 11 1 1 1

oty s T g2 T dmga T
T S SIS — A+
2 3 4 2n+1 2n + 2

1 1 1 1 1 1
+O—§+Z+0—6+§+...+ 0 —2(2n+1)+2(2n+2)+...

1 1
Tedy soucet této rady je s =1n2 — 3 In2 = 3 In 2.

V predchézejicich ptripadech jste si mohli vSimnout, ze pro alternujici fady hralo
velkou roli Leibnizovo kritérium konvergence. Toto kritérium je specidlnim pri-
padem obecnéjsiho Abelova kritéria konvergence, které nyni dokazeme. Nejprve
odvodime jeden vztah pro konecny soucet posloupnosti, jejiz ¢leny jsou soucinem

dvou posloupnosti. Tato metoda s¢itani se nazyva Abelova parcidlni sumace. Pro
k

kazda pfirozend n a k a kazdé dveé posloupnosti a,, a b, oznacime s, = g Cpyi-
i=0
Pak je anti = Sn,i — Sn,i—1 (pro i < 0 klademe s,,; = 0). Pak ale je

k k k k
E Ayt ibpyi = E (Snyi — Snyic1)bpti = E Sn,ibnyi — E Sn,i—1bnti =
i=0 i=0 i=0 i=1
k—1

- Sn,i (bn—H - bn—|—i—|—1) + Sn,kbn+kbn+k .
1=0

Plati Abelovo kritérium konvergence: Jestlize méa posloupnost a,, omezené soucty
Sn.k, tj. existuje K € R takové, Ze pro kazdé pfirozené n a k je ‘sn,k‘ < K, posloup-
o

nost b,, je monotonni a lim b, = 0, pak fada Z anb, konverguje.
n—oo

n=1

k
Jestlize totiz oznac¢ime pro pevné n € N soucet S, 1 = Z Gn+ibnti pak je
i=0

k

§ Sn,i

1=0
k—1

S Z‘Sn,i‘ : |bn—|—z - bn—l—i—l—l’ + }Sn,k : ‘bn—i—k‘ S
=0

k—1
<K <Z|bn+i — bn—l—i—l—l’ + }bn—l—i‘) .
i—1

‘Sn,k

bn—|—i - bn—|—i+1 + Sn,kbn—Hc S

Protoze je posloupnost b, monotonni, maji vyrazy b, +; — b,4it1 stale stejnd zna-
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k—1
ménka. Proto je Y |bnti — bpris1| = |bn — bni|. Tedy
i=1

(S| < K ([bn = busi] + [busi] ) -

Protoze je posloupnost b,, monotonni, plati pro kazdé k nerovnost !Sm k! < 3K |bn|
Protoze je lim b, = 0, je lim ‘Sn,k| = 0 nezavisle na k. Proto konverguje fada
n—oo

n—oo
o0
E anbn.
n=1

00
1n100

oy “ e c oy no . nmw
Priklad 10. Vysetiujte konvergenci rady sin s
n=1 n
Reseni: 100
. ) . nmw In . .
Oznac¢me a,, a b, posloupnosti a,, = sin —~ a b, = . Protoze pro kazdé
n € Nplatia,i s =a,aay =a3 = —a5 = —ay = —=,a2 = —ag =1laayg =ag =0,

V2

< V2 + 1. Podle Abelova kritéria staci k dikazu

k .
) . (n+di)rw
je }sn,k = Zsm —
=0
konvergence dané fady dokazat, ze posloupnost b,, =
100

In'%p

ma limitu nula a je od
n

In

jistého ng klesajici. Ozna¢me f(z) = . Pomoci I"'Hospitalova pravidle snadno
In'% 2 100 — Inz

ukazeme, ze lir_'l:l = 0. Protoze derivace této funkce f'(z) = ———— je

xr—+00 x X

pro z > e!%! z4porna, je funkce f(x) pro x > e!%! klesajici. Proto je pro n > e!%!
100
nmw In""'n
klesajici i posloupnost b,,. Tedy posloupnosti a,, = sin R ab, =

1'% p n

. U .
+sin—- konverguje.

splnuji

oo
predpoklady Abelova kritéria, a proto fada Z

n
n=1

oo . 2
Priklad 11. VysSetfujte konvergenci rady 2:(—1)"’Sln iy

n=1

n

Reseni: ]

Oznac¢me posloupnost a,, = (—1)" sin® n a posloupnost b, = —. Protoze lim b, =0
n n—oo

a posloupnost b,, je klesajici, staci k diitkazu konvergence dané rady ukazat, Ze je
k k

omezena posloupnost soucti s, x = Z Aptj = Z(—l)”+j sin(n + 7). Protoze je
J=0 J=0

(1 — cos2(n —|—j)) — %Re(l _ ei(n+j)) ’

1
sin®(n + j) = 3
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Dostaneme pro s,, , vztah

k
Sp,k = ( 5 Re Z((—l)j _(_1)jei(n+j)) _

_ ey (1 (201)’“ nl- (—1)’“eik) |

1+el

2

1
7 této rovnosti ziskame odhad ‘sn k‘ < -1+
' 2 1 —cosl

> = K. Tedy protoze jsou

i 2
n ST

(e e]
soucty |s,x| < K, konverguje fada Z(—l)

n=1

podle Abelova kritéria.
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CVICENI 23 — Mocninné fady

Priklad 1.
o0 xn

Najdéte polomér a interval konvergence mocninné rady Z — kde p € R.
n=1 n

Reseni:

Polomér konvergence dané rady najdeme ze vztahu

(n+1)P

= lim ——~— =1.
n— oo np

R = lim

n—oo

Cn+1

Protoze stfed konvergence je z¢ = 0, je interval konvergence (—1,1).

Piiklad 2.
> 3n ( _2)77,
Najdéte polomér a interval konvergence mocninné rady Z _

n=1

(x+1)".

Reseni:
Polomér konvergence dané rady najdeme ze vztahu

n—+1)-(3"+(—2)" 1
R fim || = pj (2D B+ 1
n—0o0 | Cpi1 n—oo 1 - (3n+1 + (_2)n+1) 3
Ly . . 4 2
Protoze stfed konvergence je xg = —1, je interval konvergence 573 )

Priklad 3.

o0

Najdéte polomér a interval konvergence mocninné fady Z a” z", kde a € (0,1).

n=1
Reseni: 1
Polomér konvergence dané rady najdeme ze vztahu — = lim ¢ ‘cn| = lim o" =
R n—o00 n— 00

0, protoze 0 < a < 1. Protoze polomér konvergence této mocninné rady je R = oo,
je interval konvergence mocninné fady R = (—oo, +00).

Priklad 4.

S (2n—-DI (2 —1\"
Najdéte polomér a interval konvergence mocninné rady Z (20— 1) (x ) ’
—  (2n)! 2
kde 2n—1)N'=1-3-...-(2n—1)a (2n)!'=2-4-...-(2n).

Reseni:
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Polomér konvergence dané rady najdeme ze vztahu

~ him 22n+2_

R=1 =
o n—oo 2n +1

n—oo

2.

Cn+1

Protoze stfed konvergence je z¢ = 1, je interval konvergence (—1,1).

Priklad 5.

o]
Najdéte polomér a interval konvergence mocninné fady g
n=1

a™ +bn’

Resent:
Polomér konvergence dané rady najdeme ze vztahu
an—l—l + bn+1

= nh_)ngo W = max(a, b) .

R = lim

n—oo

Cn+1

Protoze stfed konvergence je z¢ = 0, je interval konvergence (—R, R).

Priklad 6.

i": B+ (-1™)"

Najdéte polomér a interval konvergence mocninné rady x".
n=1 n
Resent:
e U .3+ (=) ..
V tomto pripadé€ neexistuje lim |cn{ = lim ———". Proto pouzijeme obec-
n—oo n—oo {L/ﬁ

1
ného vztahu 7= limsup ¢ ‘cn| = 4. Protoze stfed konvergence mocninné fady je

11
xo = 0, je interval konvergence <_4_l’ 4_1)

Priiklad 7. Najdéte oblast konvergence fady Z < x) .
n=1

2n+1\1+=z
Reseni:
Jestlize oznacime y = T2 dostaneme mocninnou fadu 2_:1 1 Jeji interval
=1 1—z\" - 1—z
konvergence je |y| < 1. Tedy fada nzl Gntl) (1 n x) konverguje pro T2
: : 11—z l—x y . . . 1
1 a diverguje pro > 1. Je-li = 1, fada diverguje (podle integralniho
+x 1+
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T Y — _1tada konverguje (neabsolutné). Tedy oblast konvergence
x

1—x
je ddna nerovnostmi —1 < —— < 1, tj. z > 0.
1+z

kritéria) a pro

oo 1 —n
Piiklad 8. Najdéte oblast konvergence fady Z (1 + —) e ",
n=1 n
Reseni:
o0 1 —n
Jestlize oznacime y = e~ ", dostaneme mocninnou fadu Z (1 + —) y", ktera
n
n=1
konverguje pro |y| < e a diverguje pro |y| > e. Tedy dana fada konverguje pro
e ? < e, tj. prox > —1 a diverguje pro x < —1. Pro x = —1 se jedna o ¢iselnou
oo 7’7,2 -n
1 1
radu Z (1+ —) e’". Ale protoze lim (1+ —) e” = /e # 0, fada pro

x = —1 diverguje. Obor konvergence tedy je mnozina z > —1.

Priklad 9. Rozviitte funkei f(z) = e~® do mocninné fady se stiedem v bodé
o = 0.

Reseni:
oo n oo 2 oo
. . . X . 2 —X
Protoze pro vSechna z € R je e* = E —.jee = E # =
n! n!
n=0 n=0 n=0

Priklad 10. Rozviitte funkci f(z) = cos? do mocninné fady se stfedem v bodé
o = 0.

Reseni: )
Plati rovnost cos?z = 3 (1 cos 2:0) Protoze pro vSechna z € R je cosz =
oo o0 o0
=" . (=D" (=D"-4" , 2
7;) G je cos2x = nz_:o @0l (2z)2%" = 7;)(2—71)'96 " a tedy cos®zr =
e (_l)n .92n—1 )
I "
|
ot (2n)!
210
Priklad 11. Rozvinte funkci f(x) = ] do mocninné fady se stfedem v bodé
—
o — 0.
Reseni:
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10

oo ’
1_ 2 = Zn:oxn> plati pro |z| < 1 rovnost - =

Protoze pro |z| < 1 je

Z;O:O gt = 220:10 z".

1+=x

Priklad 12. Rozvinte funkci f(z) = In 12 do mocninné fady se stfedem v
—x
bodé o = 0.
Resent:
, 1+=x 1 .,
Pro |z| < 1 plati rovnost In . =3 (In(1 + z) — In(1 — z)). Ze zndmého
—x
0 (_1)n—|—1
vztahu In(1 + z) = ~——— 2", ktery plati pro |z| < 1, dostaneme rozvoj
n
n=1
1 1 o0 -1 n+1 o0 1 oo 2n-+1
IOVEEIIE Y | UGS SEPT) I S s
1—2 2 n n 2n +1
n=1 n=1 n=0
<2 . ) 12 - 5z N .
Priklad 13. Rozvinte funkci f(z) = R do mocninné fady se stfedem v
—5r —x
bodé o = 0.
Reseni:

. 12-5r
6 —b5r—ax2

1
+ 1 . Jestlize pouzijeme znamy rozvoj obou funkci do
—x

Rozlozime-li funkci f(z) na parcidlni zlomky, dostaneme f(x)
6 11
r+6 x—1 1+1/6

0 n > et 1"
geometrické fady, dostaneme f(z) = Z (_%> + Z e Z (1 + ( 6n) ) 2
n=0

n=0

n=
x

Protoze pouzité rozvoje plati pro ’6’ < 1 a|z| <1, plati tento rozvoj na mnoziné

lz| < 1.

Priklad 14. Rozvinte funkci f(x) do mocninné rady se stfedem v

T 1ta+a?
bodé o = 0.
Reseni: 1 1
Jestlize napiSeme f(z) = TT2322 — 1 _;3, lze pro |x| < 1 pouZit rozvoj
_ 3n / _ n o __

e nz_%x . Tedy pro |z|] < 1 lze psat 172522 = (1 —x)nz_%x =

cnx”, kde ez = 1, ¢ =—lac = 0, coz lze zapsat jako ——— =
;n ) 3k y C3k+1 3k+2 , COZ 1ze zapsat ] I+ 2+ a2

2(n + 1)7r'

2 =, .
%RZ:O.Z‘ SIDT
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Priklad 15. Najdéte rozvoj funkce f(z) = (1 + «)In(1 + ) do mocninné fady se
stfedem v bodé z¢ = 0.

Reseni:
Protoze derivace funkce f(z) je f'(z) = 1+ In(1 + z), lze pro |z| < 1 psét
0 -1 n+2
fl(z) =1+ Z Lx” Jeji integraci dostaneme (1 + 1)In(1 + z) = C +
n
n=1

= (1)
x + Z ~ " Po dosazeni x = 0 dostaneme C' = 0. Tedy pro |z| < 1 je
—n(n+1)

(1+x)1n(1+x):x+2%xn.

2
Priklad 16. Najdéte rozvoj funkce f(x) = arctg 5 Y _ do mocninné fady se stre-

2

dem v bodé xy = 0.

Resent: ) )
442 1 2
Derivace funkce f(x) je f'(x) = 4_:_;; = 11;44. Jestlize pouZijeme rozvoj

2 > n
—1
do geometrické fady, lze pro |z| < v/2 psat f'(z) = (1 + %) g (4—n)ac4” =

n=0

o (=1)" o (=1)"
Z i i 4 Z D "2 Integraci této rovnosti a s pouZitim toho, Ze

n=0 n=0
_ _ - (_1)n 4n+1 G (_1)n 4n+3 -
f(0) = 0, dostaneme f(x) = Z D) x + ,;) 2 (dn £ 3) x , COZ

plati pro |z| < V2. Lze se snadno pfesvédéit, Ze tento vyraz lze psit ve tvaru
oo 2n-+1

2z x
arctg 52 nE O( 1) o

n=0

7@n+1) kde [n/2] je cela ¢ast ¢isla g

1
Priklad 17. Najdéte rozvoj funkce f(z) = lnm do mocninné fady se
stfedem v bodé zog = —1.
Resent:
Oznaéme y = z — x¢9 = x + 1. Pak dostaneme f(y) = —ln(l + y2). Pouzijeme-li

oo
-1 n+1
znamého rozvoje In(1 4+ x) = Z (i x", ktery plati pro |z| < 1, dostaneme
n
n=1
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fly) =>2 L y2n Py zpétné substituci dostaneme, e pro x € (—2,0) plati

n=1 n

2+ 2x + a2 — n ’
" . . 1 PR o1
Priklad 18. Rozvinte funkci f(x) = 12 do mocninné fady v proménné —.
—x x
Reseni: )
Zavedeme novou proménnou y = —. Pak plati f(y) = —IL. Rozvineme-li tuto
T -Y

oo
funkci do mocninné fady, dostaneme vztah f(y) = — Z y™, ktery plati pro |y| < 1.

n=1

1 =1
Zpétnou substituci ziskdme vztah =— Z —, ktery plati pro |z| > 1.
1 = ™

— X

—1
Priklad 19. Rozvinte funkci f(z) = Inz do mocninné fady v proménné z T
Resent:
. r—1 1+y
Zavedeme novou proménnou y = T Z tohoto vztahu plyne z = T Pak
-y

1
dostaneme Inxz = In 1 Yy

= In(1 4+ y) — In(1 — y). Pouzijeme-li zndmé vyjadieni

logaritmu pomoci fad, dostaneme, ze pro |y| < 1 plati In = Z Po
n=0

1—y on+1
=1 -1\
étné substituci dost Inz = , ktery plati >0
zpetne substitucl aostaneme nx ;2n+1(x+1> ery platl pro o
<22l gy >0
a — —_— . pro .
ST <Ltp

Priklad 20. Rozvinte do mocninné fady se stiedem v bodé zy = 0 funkei f(z) =

x 2
/ e U dt.
0

Reseni:

Jestlize pouzijeme rozvoj funkce e® do mocninné rady, dostaneme integrand ve
—2 — (_ )n 2n \ « , . , .

tvaru e = g ———t“". Protoze polomér konvergence této mocninné rady je

n!
n=0

R 1 kaidé 7 € R vatah | o ar— S D 2
- 9 t/ zdé E t B t = *
00, plati pro kazdé x vzta /Oe ,;) e
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Priklad 21. Rozviite do mocninné fady se stfedem v bodé z¢ = 0 funkci f(z) =
/ T arctgt
dt.
0 t
Reseni:

o0
-1
Pro t| < 1 je arctgt = Z ;—Ltznﬂ Tedy pro |z| < 1 plati rovnost f(z) =

< (—1)" 1
t"dt = — T
[ Sy
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CVICENI 24 — S¢itani fad. Vypocet urdéitych integralti pomoci fad

2" ( 1
Piiklad 1. Naleznéte soucet fady Z n—+)
n=0
Reseni:
1
Podle podilového kritéria rada konverguje. Jestlize budeme psat Z n + 2" =
0
2n+1 "
2—2" Zn' Z 1)) + & ZZ o + e = 3e?, kde jsme vyuzili
n=0 n=0 n= 1 n=0
x’l’l
> P X
toho, ze Z i e
n=0
o0
_1)n
Priklad 2. Najdéte soucet fady nz::O ((271—%)—1?1)'
Reseni:
nn = (=)™ [(2n+1 1
Uvedenou fadu zapiSeme ve tvaru Z %—_i{; _ go (2(n +)1)! ( n 2+ B 5) =
1 & e 1 —sinl
5 Z (2(n +)1)! _ & 5 sin , kde jsme vyuzili fad pro cosz a
n=0 n=0
sin z.

n?+1
¥’ *1X v ¥ n
Priklad 3. Najdéte soucet rady Z Sl ¥
n=0
Reseni:
o0 xn
Abychom mohli pouzit fadu e* = Z e rfadu upravime. Postupné dostaneme
n=0

* 0241 . 0 n 1 n X n+1 n+1 N
Zn2”n! * :Z(nfl)! (g) +ZE<%) :nz_:nn! @) et =

n=0 n=1 n=0 =0
o0 00
_nz_:l(n—l) (2) +nz_%n!<2> e
o0
1 2 £ x/2 z/2
;n,<2> +5e7 e Tty tl)e
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o0 2
n
Piiklad 4. Najdéte soucet rady E — "
|
= (2n+1)!

Reseni:

1 1
Abychom mohli pouzit sou¢t znamych fad, napiseme n> =1 (2n+1)(2n)— 1 (2n+

1
1)+ 7 Tim dostaneme

o0 (e @] oo
R L@, 19s 4l ] 1
Z(2n+1 4Z 2n+1 v 42(2n+1)!x +47§(2n+1)!x '

n=1 n=0

n=0
1 & on  T+1 cosh \/x
e — hy/7 —
4 22: o + ) 1z o0 Ve 1

Proxz <0jex = —(\/|x|)2. Tedy pro z < 0 dostaneme

> Gy =1 2 o VR 5 3 G (VR

n=0 =

I (-1 om x4+ 1 cos /||

Priklad 5. Najdéte soucet fady »

Reseni:
Rada konverguje pro |z| < 1. Oznaéme jeji soucet f(x). Pro |z| < 1 dostaneme

2 .
derivovanim vztah f/(z Zx "= —xQ Integraci dostaneme pro |z| < 1

+ C, kde C je realna konstanta. Dosazenim

d 1 1
vztah f(z) = / 1_3;2 = 5111‘ e
20l ‘14—:0

bodu z = 0 dostaneme C' = 0. Tedy pro |z| < 1 je Z 1 In
n

—Z

1—z|
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o0

Priklad 6. Najdéte soucet Fady »
n=1

.T’)’L

n(n+1)

Resent:
Rada konverguje pro |z| < 1. Oznaéme jeji soucet f(x). Vynasobime-li tuto funkci

proménnou x a dvakrat derivujeme dostaneme pro |z| < 1 vztahy (zf (a:))/ =
oo

Z T oa Zx” ! = _— | Integraci dostaneme pro |z| < 1 vztah
—n —z

(zf(z)r = —In(1 — x) + C’. Dosazeni bodu z = 0 dava C = 0, tj. (xf(x))/ =
—In(1 — z). Dalsi integrace nas vede k tomu, ze pro |z| < 1 plati zf(xz) = (1 —
x)In(l—z)+z+C, kde C je konstanta. Dosazeni x = 0 dava C' = 0. Tedy pro |z| < 1,

n

T 11—z
x # 0 dostaneme f(z) = Z— =1+
— n(n+1)

pravidla se lze presvédcit, ze lin% f(x) = 0. Protoze fada konverguje také v bodech

In(1 — ). Pomoci "'Hospitalova

1 — (-1
x = =1, je Z Tl) =1 (coz jsme védéli diive) a ; ﬁ =1-2In2 (coz

jsme zatim nevedeh)

o0
Priklad 7. Najdéte soucet Fady Z(—l)”“n%”.

n=1
Reseni:
Tato fada konverguje pro |z| < 1. Na tomto intervalu ji lze proto integrovat ¢len
po ¢lenu. Ale abychom dostali integraci fadu, jejiz soufet znadme (geometrickou
fadu), nejprve ji trochu upravime. Ozna¢me soucet fady f(z). Tuto funkci vydélime

oo
proménnou x a dostaneme /(@) = Z(—l)”+1n2x”_1. Pro |x| < 1 je jeji primitivni
x
f oo n=1
funkce g(x / = ( 1)"*Tnz™. Abychom ziskali geometrickou fadu,
n=1
vydélime funkci g(x) proménnou = a integrujeme. Takto dostaneme pro |z| < 1
g(m) - +1 x ;g o .
tah | =—=dx = —1)"T ™ = . N d t k funk .
vzta / —do ;( )T [ Nyni prejdeme zpé unkci f(x)
: o glz) 1 : _ (S
Nejprve derivaci dostaneme il e L tj. g(x) = /de = m
. . s f@) -z :
Podobnym zptsobem ziskdme = , a tedy pro |z| < 1 je f(z) =
x (1+2x)3
z(1—x)
(14 )3
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—2n+1
Piiklad 8. Najdéte soucet rady Z nt ",

|
— nl
Resent:
Tato fada konverguje pro vSechna x € R. Oznacdime-li jeji soudet f(x), plati pro
S x2n+1 0 x2n 9
kazdé € R rovnost /f(x) dz = Z = xZF = ze” . Tedy f(x) =
n=0 n=0

(:Bexz), = (2x2 + 1)e‘”2
Tuto fadu jsme mohli secist také bez pouziti integrace. Plati totiz

o0 o0
41 ,, o LR
" = =e 2 =¢e” 2x“e”

1
Priklad 9. Najdéte integral / Inz-In(1—x)dz.
0

Reseni:
Tento integral lze najit tak, Ze integrovanou funkci rozvineme do vhodné fady a

oo n

T
zaménime poradi sumy a integrace. Pro |z| < 1 je In(1 — x) = — Z . Kdyz

1
pouzijeme tuto rfadu, dostaneme / Inz - In(1 — x) / Z —ac "Inxdz.
0

e~
Protoze pro kazdé n € N plati na intervalu (0,1) nerovnost |:c lnx‘ < —, lze
n

1
ukézat, Ze mizeme zaménit pofadi sumu a integrace. Proto je / Inz-In(l—z)dx =
0

1
— Z / 2" Inzdxr = Z (— kde jsme pouzili toho, ze pro kazdé n € N
=1

n(n+1)
. "y rd 1
e 'Inzdr = ———
! (n+1)2
Abychom seCetli tuto fadu, rozlozime sc¢itance na parcialni zlomky. Snadno se
11 1 !
presvédcime, ze plati m = ﬁ a1 CESEh Z toho dostaneme /0 Inz-

2

1n(1—:c):§:1(71l ) Zn—l—l —1—<1+Zn2>:2—%.

0 2
’ v . vel: ’ /7 Vv 7T / v
V poslednim souctu jsme pouzili znamého souctu E 2= Obdobné soucty se
n
n=1

objevuji pfi s¢itani mocninnych fad pomérné casto, ale odvodit je, neni bez pouziti

184



jinych matematickych prostiedkt, napt. Fourierovy fady nebo funkce komplexni
proménné, snadné.

zdx
et 4+ 1°

+oo
Priklad 10. Najdéte integral /
0

Reseni:
Tento integral lze najit také tak, ze integrovanou funkci rozvineme do fady v

promeénné e~ “. Protoze pro x > 0 je € > 1, nelze primo rozvinout funkci — 1
e

o0
e v 7/ e e_m —
pomoci proménné e, ale musime napsat = = 5 (—1)"e (n+1)z
e’ +1 1+e® —

T grdr too = 1
Tedy plati / = / Z(—l)”xe_(’H' )% dz. Opét lze dokazat (v tomto
0 e +1 0 n=0

pripadé se pouzije jista véta z teorie Lebesgueova integralu, ktery je pro limitni
pfechody podstatné vhodnéjsi nez integrdl Riemanniiv), ze lze zaménit poradi

+o0 1
sCitani a integrace. Protoze pro kazdé n € N je / re """ dz = —;, dostaneme
0 n

+oo 0 n oo n+1
xdx (—1) (-1) g e
/0 =1 = nEZO m = 321 o Tento soucet lze psat jako

n=1 n=1 n=1 n=1
+oo 2
xrdx T
Ted = —
e /0 11 12
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