Prednaska 7
Derivace a diferencialy vyssich radua

Budeme pokracovat v nahrazovani funkce f(z) v okoli bodu a polynomy, tj. hledat vhodné
konstanty ¢, tak, aby bylo pro mala |z — al

f(r)=cg+e(r—a)+clr—a)+cs(x—a)+...+cple—a) +....
V minulé predndsce jsme zjistili, ze co = f(a) a

o i T@) = 1)

r—a Tr — a

= f'(a),
tj. ze hledana aproximace je
fx)=fla)+ f(a)(x —a) +ca(z —a)* +es(z —a)’ + ... +ep(z—a)" +... .
Abychom nasli koeficient ¢,, zderivujeme tento vztah a ziskdame
f'(x) = f'(a) + 2co(x — a) +3cs(x —a)* + ... +ncp(r —a)" t+ ... .

Koeficient ¢y lze pak najit ze vztahu

/ ol df
z—a T —a dx
tj. jako derivaci derivace funkce f(x) v bodé a. Je piirozené nazvat tento vyraz druhd
derivace funkce f(z) v bodé a.
Obecné definujeme n—tou derivaci jako derivaci (n — 1)-ni derivace.
Definice. Necht existuje (n—1)-ni derivace ™1 (x) v okoli bodu a (definujeme f© (z) =
f(x)). Pokud existuje konecna limita

(1) () — Fln—D)(g
f<n)(a):hmf (@) = f ()7 (1)

r—a r —a

nazyvame ji n—tou derivaci funkce f(z) v bodé a.

S n—tou derivaci funkce f(x) v bodé a souvisi n—ty diferencial funkce f(x) v bodé a. Je
to vlastné funkce proménné h = dx stupné n.

Definice. Necht m4 funkce f(x) v bodé a n—tou derivaci f™ (a). Pak funkci
d"f(a;h) = f™(a)h™  (nebo d"f = f™(a)da") (2)

proménné h (nebo dz), nazyvame n—ty diferencidl funkee f(x) v bodé a.

Ze vztahem (2) souvisi znaceni pro n—tou derivaci

d’rL
1) = S (a).

Pro funkci jedné redlné proménné jsou pojmy n—ty diferencial a n—ta derivace v podstaté
totozné a protoze diferencialy pocitame pomoci derivaci, mohlo by se zdat, ze derivace
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nez pojem derivace, které slouzi pouze k vypoétu diferencidlu (pokud existuji).

Definice. Jestlize existuje n-td derivace funkce f(x) v kazdém bodé z € M, nazyvame
funkci f™(z) n-tou derivaci funkce f(r) na mnoziné M.

Z predchozi prednasky vime, ze pokud mé funkce f(z) na mnoziné M derivaci, je na
mnoziné M spojita. Z toho plyne nasledujici véta:

Véta. Ma-li funkece f(x) na mnoziné M n—tou derivaci, jsou na M spojité véechny derivace
f®(x), kde k=0,1,...,n—1.

Definice. Rekneme, ze funkce f(z) je tiidy C,(M), jestlize ma na M spojitou n-tou
derivaci.

M4-li derivace f(x) na mnoziné M spojité véechny derivace f™(x), kde n € N, fikdme,
ze funkce f(x) je tridy Co (M) (Cte se tiidy C' nekonecno).

7 ptedchozi véty plyne

Co(M)DCi(M)DCo(M)D...DC,(M)D...D>Cx(M).

Nékdy je uziteény vztah pro n—tou derivaci souc¢inu dvou funkei.

Véta (Leibnizovo pravidlo). Jestlize maji funkce f(z) a g(x) n—tou derivaci, plati
S () 48 () gt
(F@r9@) " = ()79 " ). (3)
Poznamenejme, ze vztah (3) je podobny tzv. binomické vété

(a+b)" =3 (Z) kbt

k=0

k

DUKAZ: Tvrzeni dokdzeme indukci. Pro n = 1 je (3) vztah pro derivaci soucinu (fg) =
f'a+ 14
Necht (3) plati pro n. Derivaci tohoto vztahu dostaneme

<f9> (n+1) _ ((fg) (n)>/ _ i (Z) f(k+1)g(n—k) + é(g) f(k:)g(n_k+1) _

k=0

n n-l/n B n " n o (n e

k=0 k=1

n n— no(n e
. 1) F) gln=htl) 4 5~ (k;) F) gn—ht1)

k=1

n n (k) ,(n—k+1)
(e 20) (3)Jrae,

|
kde (n) = m je tzv. binomicky koeficient.



A protoze

n n n! n! n!(k+n—k+1)
(k—1)+<k) T =)k M=k Mo—k+rDl

"k (injklﬁ n (n _1: 1) ’

je

(n+1) n o /m+1 1+ 1
— f£(n+1) (n+1) (k) ,(n—k+1) _ (k) ,(n—k+1) )
(fg) " Va+ fg +k21( f )f g kZO( ) )f g

Piiklad: Necht je f(z) = wsinz. Najdéte f(7)(x).
RESENI: Protoze ' = 1 a ) = 0 pro k > 2, je podle Leibnizova vzorce (3)

7
(zsinz) = > <7k7> 2™ (sinx) = x(sin 9:)(77) + 77(sin ) (78)
k=0

A protoze (sinz) ) _ ginz a (sinz) S (sin x)/ = cosx je

(77)

(xsinx) =gxcosx + 77sinx.

Nyni budeme fesit néasledujici ilohu: Je ddna funkce f(x), kterd ma n-tou derivaci a bod
a. Najdéte polynom stupné n

Puz)=co+c(z—a)+c(r—a)l+.. . +eu(r—a) = kznjock(x —a)k, (4)

ktery mé v bodé a stejnych prvnich n derivaci jako funkce f(x), tj. pro kazdé k =
0,1, ..., nplati P®(a) = f®(a).

Kdyz do (4) dosadime = = a, dostaneme z podminky P(a) = f(a) vztah ¢y = f(a).
Kdyz derivujeme P(z) dostaneme

P'(x) = c; +2c(x — a) + 3es(z — a)®> + ... +nea(z — a)" ' = Y kep(z — a)f !
k=1
a podminka P'(a) = f'(a) dava ¢; = f'(a).
Druhd derivace polynomu P(z) je

P"(x) =2cy +6c3(z —a) +...+n(n— e, (v—a)" 2 =S k(k —1)(z — a)*

a z podminky P”(a) = f"(a) plyne 2¢; = f"(a), tj. c2 = 3 "(a).
Pro r—tou derivaci polynomu P(z) ziskdme

PO () = kﬁ;k(k; 1)k el )T = S T )
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Jestlize do tohoto vztahu dosadime = = a, jsou nulové vSechny cleny souctu s vyjimkou
¢lenu, kde k = r. Z podminky P (a) = f)(a) dostaneme

)

rl

rle, = fa) = ¢, =

Definice. Necht m4 funkce f(z) v bodé a n—tou derivaci. Pak polynom n—tého stupné

f'(a) f"(a) f™(a) n f®)(a)
1 9! nl =k

T.(x;a) = f(a)+ (r—a)+ (r—a)’+...+
nazyvame Tayloriv polynom stupné n funkce f(x) se stfedem v bodé a.
Pomoci diferencidlu (2) lze zapsat Tayloruv polynom ve tvaru

1
Tu(a+hia) = 3 5 d"f(a;h),
k=0 Iv:

ktery plati i pro funkce vice proménnych.

Taylorovym polynomem aproximujeme funkci f(x) v okoli bodu x = a. Pokud nahradime
funkei f(x) Taylorovym polynomem (5) udélame chybu

Ry(z;a) = f(z) — Tu(x;a) . (6)

Vyraz (6) se nazyva zbytek v Taylorové polynomu stupné n funkce f(z) se stfedem v bodé
a. Je dulezité aspon odhadnout velikost tohoto zbytku, tj. chybu, které se dopustime, kdyz
nahradime funkci f(z) Taylorovym polynomem.

Véta. Necht ma funkce f(z) na intervalu (a,b) spojité derivace az do fddu n véetné.
Necht je z € (a,b) a

f@ =@+ B -+ B maps

Pak pro zbytek R, (x;a) plati

f"(a)

n!

(x —a)" + Ru(x;a).

Ry(z;a
lim Fulz;a) =

T—ay (I — a)”
Podobné lze tvrzeni modifikovat pro interval (b, a).
DUKAZ: Mdme najit limitu

i @) = Tal@,a)

T—ay (x — a)n

0
To je limita typu —. Predpoklady véty zarucuji, ze na tento vyraz lze n—krat pouzit

I’Hospitalovo pravidlo. Tak dostaneme

f(z) — T (z, a)

I i _ _
a:ggl+ (x —a)” mg& n(x —a)r1! J;E,i n!
(n) _ f(n)
o SO0 =@
T—ay n!



protoze jsme predpokladali, ze n—t4 derivace funkce f(z) je spojita.

Kdyz budeme predpokladat, ze funkce f(x) méd navic na intervalu (a,b) derivaci radu
(n + 1), existuje pro zbytek R,(z;a) nékolik vyjadieni. Uvedeme pouze tzv. Lagrangetiv
tvar zbytku, ktery ma skoro stejny tvar jako (n + 1)-ni ¢len Taylorova polynomu.

Véta. Jestlize na intervalu (a,b) existuje f*V(z), pak pro kazdé = € (a,b) existuje
c € (a,x) takové, ze
f(n—‘,—l)(c)

Rn(w;a) = (n+1)!

(z—a)""". (7)

Piiklad: Najdéte Tayloruv polynom stupné n pro funkci f(z) = e” se stredem v bodé
a = 0 a odhadnéte zbytek.

RESENI: Protoze pro kazdé n je f™(z) = %, je f(™(0) = 1 a Taylortiv polynom stupné
n je podle (5)

T x x
To(2:0) =14 =5+ 57 — =277
e e TR T B By v
Pro zbytek R, (z;0) dostaneme z (7)
. _ ec n+1
Ru(w:0) = CES

kde pro x > 0 je c € (0,z) a pro < 0 je ¢ € (x,0).
Necht je nyni z > 0 pevné. Protoze pro ¢ € (0,7) je e¢ < ¢, dostaneme

eC

Rn ’0’:‘ n+1‘< n+1
) @0 = |G rmi® CES
Z toho plyne, ze kazdé x > 0 je lim R,(x;0) =0 a
n ZEk 0o ZL’k
e’ = lim (Tn(x;O) + R, (z; 0)) = lim > — + lim R,(z;0) = > —.
n—o00 n—0o0 1. k! n— oo =0 k!

Podobné pro z < 0 je ¢ € (z,0) a dostaneme e® < 1. Protoipro x < 0je lim R,(x;0) = 0.

n—oo

7 toho plyne, ze pro kazdé x € R je
[e's) .Tn

e’ =Y — (8)

n=0 n!’

Tento vztah 1ze pouzit pro definici e® i pokud je z komplexni ¢islo. Specidlné pro iz, kde
r € R, dostaneme

i > 1" n o__ K (_l)n 2n == (_1)n 2n+1
P P K D TR SY e s T

Podobnym zptusobem lze ukazat, ze pro kazdé = € R je

cosx =Y, (=1) ¥ sine = ) =D ¥t
n=0 (271)' n:0(2n + 1)'




Kdyz srovname posledni ti vztahy, dostaneme tzv. Fuleruv vzorec
e” = cosx +isinz, reR.
7 néj napriklad plynou vztahy

eix + e—ix ) eia: _ e—iz
COSXL = ———— sy = ———
2 ’ 2i

Piiklad: Najdéte Tayloruv polynom stupné n pro funkci f(x) = In(1 + z) se stiedem v
bodé a = 0 a odhadnéte zbytek.

RESEN{: Funkce f (x) definovéna pro x > —1. Proto budeme predpokladat, ze x > —1.
Indukei se snadno ukaze, ze pro kazdé n > 1 je

()" =1

) =Ty

Pro koeficienty v Taylorové polynomu pak dostaneme

Z (7) dostaneme pro zbytek

(_1)71 xn—i—l

Rn ,O - )
(0 =T Ty

kde ¢ € (0,z) pro z > 0 a ¢ € (2,0) pro z € (—1,0).
Pro x > 0 plati nerovnost

:L‘n+1
R,(x;0 ‘ <
‘ (v >_n—i—1
apro —1 <z <0 je
|x|n+1
’Rn(I;O)’ <

(n+1)(1— J[)"""

Protoze pro z € (—1,1) je lim R,(z;0) = 0, dostaneme pro tato x stejné jako predchozim

n—oo

prikladé vztah
e (_1)n—l n
In(l+z)=> ———a".

n=1 n
Specialné, pro x = 1 dostaneme
 (—1)"1 1 1 1

m2=>S ) -l
. n; n 53717



Jak jsme se jiz zminili, nahrazujeme Taylorovym polynomem funkei f(z) v jistém okoli
bodu a. Zajimavy je piipad, kdy je f®(a) =0prok=1,2, ..., n—1a f™(a) # 0. Pak
je Tayloruv polynom stupné n roven

) (g
T, (x:0) = fla) + 7D (a — a
a pro funkci f(x) plati
) (g
5@ = @)+ 2D 0oy g Ry, )

Specidlné, je-li a staciondrni bod funkce f(x), je

1) = S0+ D - )+ Roaza).

Mé-li funkce f(x) v jistém okoli bodu a spojité druhé derivace, je

lim —Rz(x, @)
z—a (x — a)?

=0.

Proto napriklad k ¢ = i}f”(a)‘ > ( existuje 0 > 0 takové, ze pro kazdé x, 0 < |z —a| < 9,
ma vyraz 3 f”(a)(z — a)® + Ra(x;a) stejné znaménko jako f”(a). Je-li f”(a) > 0 je pro
takova x

["(a)

fx) = fla) = — (x —a)* + Ry(z;a) >0

a funkce f(z) ma v bodé a lokdlni minimum. Naopak je-li f”(a) <0, je f(x) — f(a) <0,
tedy funkce f(z) ma v bodé a lokdlni maximum.
Dokazali jsme tedy nasledujici vétu.

Véta. Necht md funkce f(z) v jistém okoli bodu a druhou derivaci, kterd je spojitd v
bodé a a f'(a) = 0. Pak plati:

1. Je-li f”(a) > 0 méa funkce f(x) v bodé a lokdlni minimum.

2. Je-li f"(a) < 0 ma funkce f(z) v bodé a lokdlni maximum.

Jestlize je ve staciondrnim bodé f”(a) = 0, muzeme o tom, zda mé funkce f(x) v bodé a
lokéln{ extrém rozhodnout pomoci prvni nenulové derivace funkce f(z) v bodé a.

Je-li tato derivace lichého iadu, tj. je-li f*)(a) =0 pro k=1, ..., 2n a f@*(a) #£ 0,
nem4d funkce f(x) v bodé a lokdln{ extrém, protoze prvni nenulovy ¢len ma vlevo a vpravo
od bodu a ruzna znaménka.

Je-li tato derivace sudého tadu, tj. je-li f®(a) =0prok=1,...,2n—1a f®(a) #0,
mé funkce f(z) v bodé a lokalni extrém; je-li £ (a) > 0 je v bodé a lokdlni minimum
a je-li f®"(a) < 0 je v bodé a lokdlni maximum.

Existuji nenulové funkce, které maji derivace vsech fadii a pro které je f™(a) = 0 pro
kazdé n € N. Pitkladem takové funkce je f(x) = e V/** pro z # 0 a f(0) = 0. Tato funkce
ma vSechny derivace v bodé z = 0 rovny nule, a tedy jeji Tayloruv polynom libovolného
stupné je roven nule. Pro takové funkce je nh_}r& R,(x;a) # 0 pro kazdé = # a. Zajimaveéjsi
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jsou funkce, pro které existuje okoli bodu a takové, ze pro kazdé x z tohoto okoli je
lim R,(z;a) = 0. Tyto funkce lze v okoli bodu a vyjadiit pomoci nekonecéné rady, tzv.

n—oo

Taylorovy Tady, jako
AR

n!

flz)=>Ycu(z—a)", kde ¢,
n=0
Takové funkce se nazyvaji analytické v bodé a a budeme se jimi zabyvat pozdéji.

Podobné jako prvni derivace rozhodovaly o tom, zda funkce na intervalu roste nebo klesa,
rozhoduji druhé derivace o tom, zda na intervalu roste nebo klesd prvni derivace, tj.
smeérnice tecny. To byla prave vlastnost konvexnich a konkavnich funkci. Proto by nemélo
byt prilis prekvapujici, ze plati nasledujici véta.
Véta. Necht mé funkce na intervalu Z druhou derivaci.

1. Je-li f"(z) > 0 pro kazdé x € Z, je funkce f(z) na intervalu Z konvexni.

2. Je-li f"(x) <0 pro kazdé x € Z, je funkce f(z) na intervalu Z konkavni.

DUKAZ: Necht jsou w1, z9, 3 € T a plati 77 < x5 < 3. Z Lagrangeovy véty plyne, ze
existuji ¢; € (x1,2) a ¢y € (29, 23) takova, ze

f(%) - f(xl) _ f’(C1) f(xza) - f(1’2)

To — Iq T3 — X2

= f'(ca) -

Predpokladejme, ze je na intervalu Z druhd derivace f”(x) > 0. Pak je prvni derivace
f'(x) na intervalu Z rostouci funkce a protoze ¢; < o je f'(c1) < f'(c2), tj.

f(x2) — f(x1) - f(x3) — f(x2)

To — X1 T3 — X2

To ale znamend, ze je funkce f(z) na intervalu Z konvexni.
Dukaz pro f”(x) < 0 je obdobny.

Mé-li funkce f(x) na intervalu Z druhou derivaci, mohou byt inflexni body pouze body, ve
kterych je f”(xz) = 0. O tom, zda je bod a, ve kterém je f”(a) = 0 inflexni bod, rozhodneme
bud pomoci chovéni funkce f(z) v okoli bodu a nebo pomoci vyssich derivaci jako v
piipadé stacionarnich bodu. Napiiklad je-li v bodé f”(a) = 0 a f"”(a) # 0, mé funkce
f(x) v bodé a inflexni bod.



