Prednaska 8
Neurcity integral

Definice. Necht je ddna funkce f: X — R, kde X C R. Kazdou funkci F': X — R, pro
kterou plati

Fl(z) = f(z) VzeX, 1)
nazyvame primitivni funkce k funkci f(x) na mnoziné X.
Priklad. Funkce Fi(z) = sin*z, Fy(z) = —cos’z a Fi(z) = —1 cos 2z jsou primitivni
funkce k funkci f(z) = sin 2z na R.

Véta. Jsou-li funkce Fi(x) a Fy(x) primitivni funkce k funkeim fi(x) a fo(z) na mnoziné
M a cq, ¢ redlna cisla, je funkce F(x) = ¢ Fi(x) + coFy(x) primitivni funkce k funkei
f(z) = 1 fi(x) + cafo(x) na mnoziné X.

DUKAZ: Pro kazdé = € X je

F'(z) = (aFi(2) + 2P (2) = e F{(x) + e Fy(x) = e1f1(2) + o fol(z) = f().

Véta. Necht jsou Fi(z) a Fy(z) dvé primitivni funkce k funkci f(z) na intervalu Z. Pak
existuje ¢ € R takové, ze pro kazdé = € T je Fy(x) = Fi(z) + c.

DUKAZ: Uvazujme funkci F(z) = Fy(x) — Fi(x). Protoze jsou funkce Fi(z) a Fy(x)
primitivni funkce k funkei f(x) na intervalu Z je podle predchozi véty

F'(z) = (Fao(x) = Fi(w)) = Fy() = Fl(x) = f(z) = f(z) =0

pro kazdé = € Z. A jak jsme dokézali difve, plyne z toho, ze F'(x) je na Z konstantni.

Neni-li mnozina X interval, muze existovat vic primitivnich funkci. Naptiklad jedna pri-
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mitivni funkce k funkci f(x) = — na mnoziné X = R\ {0} je Fi(z) = In|z|. Ale také
x

funkce Fy(z) = In|z| + ¢; pro x > 0 a Fy(z) = In|z| + ¢ pro < 0 je primitivni funkce

k f(x) na mnoziné X.

Definice. Necht je f : X — R. Mnozina vSech primitivnich funkef k funkci f(z) na

mnoziné X se nazyva neurcity integrdl funkce f(x) na mnoziné X. Tuto mnozinu funkci

budeme znagcit / f(z) dx.

Casto se pro vyjadieni skutecnosti, ze neuréity integral neni funkce, ale celd mnozina
funkci, pouziva zapis

/f(x)dm =F(z)+c,
kde F(x) je jedna z primitivnich funkei k funkei f(z). Toto oznaceni pochézi z toho, ze
na intervalu je neurcity integral urcen az na konstantu jednou primitivni funkei.

V prednésce vétsinou nebudu toto znaceni pouzivat, ale musite si uvédomit, ze napiiklad
z rovnosti [ f(z)dx = [ f(x)dz + 1 neplyne 0 = 1.

Neurcity integral se vétsinou pocitd tak, ze jej bud zndte nebo se ho snaZite pievést na
integral, ktery znate, pomoci nasledujicich vét. Ty jsou dusledkem vét o derivacich.

1



Veéta. Kdyz existuji integraly funkei fi(z) a fo(x) a a1, ay € R, pak je
/(Chfl( )+ axfo(x /f1 dx+a2/f2 (2)

Véta (integrace per partes). Necht’ jsou funkce f(z) a g(x) diferencovatelné a existuje
[ f(x)d (z) dz. Pak existuje [ f'(z)g(z)dz a plati

/ f(@)g(z)de = f(z) g(x) — / f(x)g'(x) dz. (3)

DUKAZ: Tato véta je dusledkem véty o derivaci souc¢inu. Z nf plyne, Ze
d
(1@ 9e) = [ 1) @) de) = F@)gle) + @) @) - Fa)g (@) = F@)glo).

Uvedeme tfi typické piiklady na pouziti metody integrace per partes.

Piiklad. Najdéte neurcity integral [z sinx d.

RESEN{: Derivaci funkce g(x) = z se zbavime mocniny a ziistane ndm integral, ktery
zname.

Vybereme tedy f'(z) =sinz a g(x) = z. Pak je f(x) = —cosz a ¢'(x) = 1. Podle vztahu
(3) pak je

rsinzdr = —xcosw — /(— cosz)dr = —xcosx +sinz.

Kdybychom zvolili f'(z) =z a g(x) = sinz dostali bychom ze vztahu (3)
/xsmxdx = lxz sing — 1 /:U2 coszdx,

coz je sice spravné, ale k vypoctu integralu to nevede.
Piiklad: Najdéte neurcity integral [Inv/z? + 1dx.
RESENT: Polozime f'(x) = 1 a g(z) = Inv/22 + 1. Protoze je f(z) =z a ¢'(z) = ,

dostaneme z (3)

2d 1
/ln\/x2+1dx:xln\/a72+ —/i+$1:xln\/m2+1—/< 5 )dx:
iy x
=xlnva?+1—x+arctgx.
Piiklad: Najdéte neurcity integral [ e”sin 2z dz.

RESEN: Oznacime f'(x) = e a g(x) = sin2z. Protoze f(z) = ¢ a ¢/(x) = 2cos 2z, je
podle (3)

/ezsin2xd9§:ezsin2x—2/ex6052xdx.



V integrélu na pravé strané pouzijeme jesté jednou integrace per partes. Oznacime f'(z) =
e” a g(x) = cos2x. Protoze f(x) =e” a ¢'(z) = —2sin 2z, je podle (3)

/e’”sinQ:z:d:v = e“”sin2x—2<ex6082x+2/e”"sin2xdx> =

= ¢®sin 22 — 2e” cos 2x — 4/exsin2xdx.
To je rovnice pro / e’ sin 2z dx, ze které plyne
: 1 . 2
e’sin2x = ge”81n2x — geICOSQZL'.

Dalsi metoda integrace souvisi s derivaci slozené funkce. Zhruba feceno plati

ﬂwzj}@sz/fwwnﬂwm:Fw@»

Nésledujici dvé véty o substituci se lisi v tom, ze v prvni vété predpokladame, ze zname
integral vlevo a pocitame integral vpravo, kdezto ve druhé je tomu naopak.

Véta (prund véta o substituci). Necht je f: X - R, F(z) = [ f(z)dzap:T — X je
diferencovatelna funkce. Pak plati

/ﬂwmwwszw@y (4)

DUKAZ: Podle véty o derivaci slozené funkce je pro kazdé t € T

YO _ prign) - 10) = 1o 10,

protoze F'(x) = f(x).

Uvedeme dva piiklady na pouziti této véty.

r3dx

8+ 1

RESEND: Kdyz oznaéime y = y(z) = x%, je derivace y/(z) = 42° a integrél lze zapsat ve

tvaru
/:1:3dx _1/4x3dx_ 1/ Y (z)dx
S+1 4) B8+1 4) 2(x)+ 17

d
A protoze /y2 _?: T = arctgy, je

Piiklad: Najdéte neurcity integral /

?dr  arctgz?
B4+1 4

Piiklad: Najdéte neurcity integral [ cos®zdz.
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RESENT: Toto je typicky piiklad na substituci v integrélech, které obsahuji funkce sin x a
cos x. Protoze (sinz)’ = cosx a sudé mocniny cos  lze pomoci vztahu cos’? x = 1 —sin?z
prevést na mocniny funkce sin z, je vyhodné v integralech, které jsou liché ve funkci cos z,
tj. kdyz zménime znaménko u funkce cos x, zméni se znaménko integrované funkce, zavést
substituci y(x) = sinz. V nasem piipadeé je

/cos3acdx: /congc'cosmdm:/(l — sin” z) -cosxdxz/(l—gf(m)) -~y (z) dx .
A protoze [(1—y?)dy =y —4°, je

/cos3xdxzsinx— % sin® .

Ve druhé vété o substituci predpokladame, ze zname integral

/ﬂﬂmwww:ww.

Abychom se vratili zpét k proménné x = p(t), musime udélat predpoklady, které zaruéi,
7e existuje inverzni funkce t = (=Y (z).

Véta (druhd véta o substituci) Necht je 7 interval, ¢ : 7 — X je vzdjemné jedno-
znacné diferencovatelnd funkce a ¢'(t) # 0 pro kazdé t € 7. Jestlize existuje integral

[ fe(t) ' (t)dt = W(t), pak existuje

/?quzww“W@» (5)

P1i praktickém pouziti vét o substituci casto nerozliSujeme, zda pouzivame prvni nebo
druhou vétu o substituci. Stojime totiz pred tikolem najit neurcity integrél

[ faae, (6)

Kdyz se rozhodneme pouzit substituci x = z(t), najdeme

dz

i ¥ (t) = dax=2'(t)dt.

Po dosazeni do (6) dostaneme
JECORDED

Jestlize umime najit tento integrél, tj. funkei W¥(¢), musime z rovnice x = z(t) jeSté najit ¢
jako funkci proménné z, tj. inverzni funkci, a dosadit. To je pravé druha véta o substituci.
Jestlize z rovnice x = x(t) nejprve najdeme funkci t = p(z) a derivujeme tento vztah,
dostaneme

dt dt
—_— = / d =
@) = de )

¢'(z) #0.



Po dosazeni dostaneme

dt
/ﬂ@dﬁi/ﬂﬂm;@@ﬁ~

To je vlastné taky druha véta o substituci. Prvni vétu o substituci dostaneme v pod-

o' (x(t))

nemusime predpokladat, ze je nenulovy.

staté tehdy, kdyz se nam “vykrati”. Pak timto vyrazem nepotiebujeme délit a

Piiklad: Najdéte neurcity integral [ 32 du.

RESEN{: Uvedomte si, ze znite pouze integral J e"dx = e”, nikoliv tento integral. Proto
je vyhodné tento integral na takovy integral prevést. To udélate nejlépe tak, ze zavedeme
novou proménnou t = 3z + 2. Pak je

dt =3dx = dx:%dt

a po dosazeni dostaneme
/63x+2dx:%/etdt:%et:%ewm_

dx
222 + 3 +4
RESENI{: Vypocet integralil tohoto typu zavisf na tom, zda mé kvadraticky polynom 222+
3x + 4 realné koteny. Kazdy z integrélu

./6%%? /@—5@—@ al/ﬁ%?

se totiz pocit4 jinak. ProtoZe rovnice 222+ 3z +4 = 0 nem4 redlna feseni, je tento integral
posledniho typu a budeme jej snazit na tento tvar prevést.
Postupné dostaneme

Priklad: Najdéte neurcity integral /

27 4 30+ 4 =2(a" + Ja+2) =2((r + D)7~ 5 +2) =2((e + D+ ).

/ dz _1/ dx
202+ 3z +4 2 ) (z4+3)2+28°

Kdyz si uvédomime, jaky integral chceme dostat, nabizi se substituce x + % = t. Pak je

dr =dt a
/ dx 1/ dt
2024+ 3z +4 2 ) 2+ 3

Ted je otdzka, zda znate integrél /

7, toho dostaneme

b integral | —2 t
——— nebo pouze integra = arctgzx.
2?2+ a? P & x?+1 &
Pokud znéate pouze tento integral, musite jesté nas integral prevést na tento tvar.

To udélame tak, ze napiseme




x
a pouzijeme substituci — =y, tj. x = ay. Pak je dz =ady a
a

dx 1 ady _arctgy_larct x (7)
22+a2 a?) y24+1 a o« 8o

Integrél typu (7) se pomérné casto vyskytuje pfi vypoctu integralu a stoji za to, si jej
zapamatovat.

23
V nasem integralu je a = I a tedy

/ dx _1/ de 1 4x+3
202 +3r+4 2) 243 2 \/_ \/_ \/_ VT

V poslednich dvou piikladech jsme udélali linearni substituce, tj. substituce typu t =
ax +b. Tato substituce se pouziva pomérné ¢asto, a proto uvedeme obecny vysledek. Je-li

/f(m)dx:F(x)aa%O, pak

/f (ax +b)d F(ax—i—b) (8)

Mdme-li totiz najit neurcity integral | f(ax + b) da udéldme substituci ax + b = t. Pak je
adr = dt a

/faerb /f ():%F(aanb).

Priklad: Najdéte neurcity integral / V1 —z2dzx.

RESENI{: Tento integral lze najit integraci per partes nebo pomoci substituce. Pii pouziti
substituce jde o to, abychom se v integrovaném vyrazu zbavili druhé odmocniny. Jedna z
moznosti, jak to udélat, je pouzit vztah sin®t 4 cos’t = 1 Pak je cos?t = 1 — sin®t a na
intervalu (—2i, 7r) kde je funkce cost kladn4, je cost = /1 — sin”¢.
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Proto polozime x = sint. Pak je do = costdt a z integralu dostaneme pro t € (—%ﬂ, %7‘(‘)

/\/1 —22dr = /cos2tdt.
Neurcité integraly typu
/ sin ax cos Bx dx / sin ax sin fx dx | / cos ax cos fx dx

1ze najit bud dvojndsobnou integraci per partes podobné jako integral [ e sin Sz dz nebo
[ e cos Sz dz, viz priklad difve, nebo pomoci vzorcu

sin(a + 3) = sinacos § + cos asin 3, cos(a + () = cosavcos f — sinasin 3,



ze kterych plyne

sinacos 3 = %(sin(oz + ) + sin(a — 5)) )
cos a cos 3 = %(cos(a + B) + cos(a — ﬁ)) )
sinasin§ = 1 (cos(a — ) — cos(a + 3)) .

7 druhého vztahu pro o = 3 =t dostaneme cos?t = %(1 + cos 2t). Tedy
/\/1 —22dx = /cosztdt = %/(1 —i—cosZt) dt = %(t+ %sith) = %IH— %sintcost.

Z defini¢ntho vztahu x = sint plyne ¢t = arcsin x a protoze cost = \/1 —sin?t = v/1 — 22,
je hledany integral

/\/1—x2dx:%arcsina:%—%a:\/l—:ﬂ.

Integraly z racionalnich funkci

V podstaté jediné integraly, které umime pocitat, jsou integréaly z raciondlnich funkci, tj.
integraly
Qm

(9)

kde @,,(z) je polynom stupné m a P,(x) je polynom stupné n. Uvedeme obecny postup
pii vypoctu integralu tohoto typu.

Je-li stupen polynomu v ¢itateli vétsi nebo roven stupni polynomu ve jmenovateli, tj. kdyz
je m > n, vydélime ¢dstecné polynom @, (x) polynomem P, (z), tj. napiseme

Qm () R (2)
P(x) P(z)’

= S(x) +

kde S(z) je polynom a stupen polynomu Ry (x), tj. m, je mensi nez stupen polynomu

P, (z). Integrél (9) pak je
Qu(r) gy [ Fult)
Py do= [ s [ 254

Prvni integrél je integrdl polynomu a je jednoduchy.
Budeme se zabyvat vypoctem druhého integrélu. Bez tjmy na obecnosti lze predpokladat,
ze

Puz)=a2" +cprz™ P o i+ ozt .

Meélo by byt znamo, ze takovy polynom lze zapsat ve tvaru

Py(x)=(x—a)™(x —az)™...(x —ap)"™ (x2 + prx + ql)s1 . (x2 + pex + qg)sé ,

kde a;, i = 1, ..., k, jsou v8echny ruzné realné koreny polynomu P, (z), r; je nadsobnost
kofene a;, kvadratické polynomy z?+p;z+gq;, j = 1, ..., £, jsou navzdjem ruzné a nemaji

realné koteny.
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Mame-li polynom P, (z) zapsdn v tomto tvaru, je mozné raciondlni funkci

Pn(x)
m < n, rozlozit na tzv. parcicilm” zlomky. Lze ukézat ze existujl' realné konstanty A;,,,
i=1,...,ku=1...,ma B, aCj,, j= L lv; =1, ..., s takové, Ze
Rk(x) 2 Aiul 55 v T +C v
P -y St S 5 :
W(1) S eSi(r—a) S S (x +pﬂ? + q;)Y
A A Ay,
_ 11 2 1r
r—a (r—a)? (x —ap)™
A A A,
1 22 - 22
r—ay (xr—as) (x — ag)™
_|_ .
k1 k2 kry
+ + N
x—a (v —ag)? (x — ag)™*
Byix + Chy Biox + Cho n Big,x + Chg,
2?24+pr+q (@P+pr+q@)? 0 (@4 pr+ @)
Boyx + Cyy Baox + U n Bys,x + Csyg,
24rpr+q (224 pr+q)? (224 pax + qo)®
+
Baw +Cn Bpx + Cp By, x + Cys,
2 +pr+q  (+pr+q)? (22 per g

Proto nam staci najit integraly typu

dx ar +b
/— a / 5 dzx .
(x —a)" (22 + px +q)"

Prvni integrél je az na linedrni substituci tabulkovy integral a plati

d 1 1 d
/( T — pro n#1 a / ° =In|z —al.

r—a)" n—1(x—a) r—a

Integréaly s kvadratickymi polynomy ve jmenovateli se pocitaji ve dvou krocich. Protoze
(22 + pz + q), = 27 + p, napiSeme

ar + b a 2v+p n b—%ap
(z2+pr+q)" 2 (22 +pr+q)" (22 +pr+q)”

Pak je

ar +b a 2x +p 1 / dw
nd =3 nd + b— 3 D
/($2+px+q) x 2/ (:E2+px+q) x ( QGP) (:E2+px+q)

V prvnim integralu zavedeme y = 22 + px + ¢ a dostaneme

20 +p dy
/ wdr = [ =%,
(22 +px + q) y"

coz je znamy integral.



Zbyva nam tedy najit integral

/ dx
(22 +pz+4q)"

Napiseme
2
P +pr+q=(z+ip) +q—10"

Protoze jsme piedpokladali, Zze polynom 2% 4 pz + ¢ nema redlny koien, je q — ipZ > 0.

Kdyz zavedeme substituci
T+ g0 =1\/a— *Y,

dz _ _121/2”/i
/($2+pw+q)”_(q ) (y*+ 1)

Pro n =1 je posledni integral

dostaneme

dy
I, = — arctg .
1 /y2+1 arctgy

Zbyva jesté najit integraly tvaru

[”:/(xszﬁl)n pro n>2. (10)

Tyto integraly lze najit integraci per partes. Pomoci ni dostaneme pro n > 1

/ _/ de x +2n/ e?de
n <x2_|_1>n - <x2_|_1>n (x2+1)n+1 -
2 _

(1;2 + 1)n (ZEQ + 1)n+1
_LHR/L_%/L
o (z2 4+ 1)n (224 1)n (22 4 1)1

z
In = m + 2nIn — 2nln+1 .

7 posledni rovnice pak plyne, ze pron > 1 je

T n 2n—1
2n(x2 +1)n 2n

In+1 - In . (1].)

Pomoci tohoto vztahu pak lze v integralu (10) postupné snizovat index n tak dlouho, az
dostaneme znamy integral I;.

4
) - i g [T +2x+4
Priklad: Najdéte neurcity integral / ——dx.
x3+1
RESEN{: Jednd se o integral z racionalni funkce. Protoze je stupen polynomu ve ¢itateli
veétsi nez stupen polynomu jmenovateli nejprve oba polynomy vydélime. Protoze

2t +2x+4 x+4
—_ =T JE—
3+ 1 I



dostaneme

/:U —1—2:15—1—4 / d +/ 2+/ :U—|-4d
xdx dr = x.
3+ 1 x3+1 2 3+ 1

Polynom ve jmenovateli rozlozime na soucin

Prl=(@+1)(2*—z+1).

Zlomek v poslednim integralu rozlozime na parcialni zlomky, tj. budeme hledat realna
¢isla A, B a C' tak, aby platilo

T+ 4 A N Bx +C
(z+1)(22—2+1) z+1 22—x+1°

Jestlize tento vztah vyndsobime nejmensim spoleénym jmenovatelem (z + 1)(z? —z + 1),
dostaneme vztah

r+4=A@@*—-2+1)+(Br+0O)(z+1), (12)
ktery musi platit pro vSechna x € R. Specialné pro x = —1 ziskame 3 = 3A4, tj. A = 1.
Kdyz napiseme rovnost (12) ve tvaru

r+4=(A+B)*+(-A+B+C)r+A+C,
vidime, kdyz srovname cleny u stejnych mocnin z, ze pro ¢isla A, B a C' musi platit
A+B=0, —-A+B+C=1, A+C=4.

A protoze vime, ze A = 1, dostaneme z prvniho a tretiho vztahu B = —1 a C' = 3. Pokud
to neni moc pracné, je dobré se presveédcit, ze je splnén i druhy vztah.
Tedy pro kazdé x plati

Tz +4 1 —x+3

(av—kl)(m?—x—l—l)_x—l—l%—xQ—qul7

a proto je

/ (x+4)dz / dz / xr—3 dr = In |z + 1] / xr—3 d
= — r=In|x - [ ———d=x.
(x+1)(z2 =2+ 1) r+1 2 —z+1 22—z +1
Protoze (x2 —x+ 1), = 2x — 1, rozlozime posledni integral na dva ¢leny
/ r—3 d 1/(2x—1)dx 5/ dz
—ddxr = — —_— - —_—
2 —x+1 2) 22—z+1 2) 22—2x+1

V prvnim integrélu zavedeme novou proménnou y = x?—x+1, a protoze dy = (2z—1) dz,
dostaneme

r—3 1 fdy 5 dx 1 ) dx
——dr == | = —= —:—ln|y|—— — =
2 —x+1 2 y 2 x—i—l 2) x2—x+1

ln\/wQ—x—i—l——/

x2—x+1
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Zatim jsme dostali

442 4 2 ) d
/de %+ln|x+1|—ln\/x2—x+1+§/ -

3+ 1 xz—x—i—l:
_£+lnﬁ+§/i
2 2 —x+1 2) 2-z+1°

Jmenovatel v poslednim integralu je 22 —z + 1 = (x — l)2 + %. Po substituci z — 2 =y

2 2
dostaneme z integralu

/ dx / dy 2 ) 2y 2 " 2z — 1
= = — arctg — = —= arc ,
22—+ 1 Y Ve BV R

kde jsme vyuzili vztah (7). Celkové tedy

/x4+2x—|—4d x2+1 |z + 1 N 5 . 20 —1
——dr="4+In———=+ — arctg ———.
341 2 2—xz+1 3 8 V3

Substituce, které vedou na integraly z racionalnich funkci

Uvedeme néjaké znamé substituce, které prevadéji uvedené integraly na integraly z racio-
nalni funkce. Je ovSem tieba poznamenat, ze tyto obecné substituce vedou na pomeérné
slozité raciondlni funkce, jejichz integrace je pracna. Proto se pii vypoctu konkrétnich
integralu casto pouzivaji i jiné substituce.

b
Integraly typu / R(x, \ ax——:—— d) dz, kde R(z,y) je raciondlni funkce proménnych x
cx

a y, tj. podil polynomu dvo% proménnych z a y. Budeme predpokladat, ze ad — bc # 0.
ar + a

ct+d ¢
Integréaly tohoto typu prevedeme na integral racionalni funkce substituci

V opaéném piipadé je

ar+b
ca+d U
Pak je
n __ _ n—1
_ dy b’ dp — n(ad bc)y2 dy.
a—cy" (cy® — a)

Piiklad: Jako priklad najdeme pomoci této substituce integral

/mdx:/(ux)\/gdx.

-, 1—x
RESENI{: Zavedeme novou proménnou y? = 152 Pak dostaneme
x

1 —y? 2 —4yd
y) 1+z= , dx:—y y'
1+ y? L+ y? (1+y?)?

Tr =

11



Po dosazeni ziskame integral

/\/de_—g/ v’ E dy:—8/y2+—1_31dy=8([3(3/)—[2(y))7

(1+y? (1+9?%)

kde integrély I a I3 jsou dany v (10). Pomoci (11) dostaneme

8(1s) = 1)) = i — 250 = s — Ty~ D) =

_ 2%y
()2 142

—arctgy .

Jestlize se vratime k proménné x, dostaneme

1 1-—
/\/1—x2dx:§x\/1—x2—arc’cg 1+:v'
x

Integrily typu [ R(ex) dz, kde R(y) je raciondlni funkce proménné y, prevedeme na
integral z raciondlni funkce substituci y = e*. Pak je

d d
dy=e"dr = do=— —
et Y
-y Cee , dzx
Priklad: Najdéte integral - .
sinh x
RESENI: Podle definice je funkce sinh z = % Proto je

2

/ dx _/ 2dx _/Qexdx
sinhz J e*—e= | 21"

Po substituci y = e¢* dostaneme

d 2d 1 1
/.x == Y =/<———>dy—1n]y—1| ln|y+1|zlny =
sinh x y2—1 y—1 y+1 y+1
e® —1 et/2 — gu/2 l‘thﬂ
=In =ln|l——— | =1n —1.
ex+1 ex/2+e—x/2 g 2

d
Integraly typu / R(ln x) _m’ kde R(y) je raciondlni funkce proménné y, prevedeme na
x

integral z racionalni funkce substituci y = Inz. Pak je

d d
dy=— = [ R(lnz)— :/R(y)dy.
xXr xXr
1
Piiklad: Najdéte integral / . nzde .
a;(ln a:—|—21n:r;—|—5)
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RESENI: Substituce y = Inz vede k integralu
/ Inxdz B / ydy
z(In®z +2Inz +5) y2+2y+5’
coZ je integrél z raciondln{ funkce. Protoze (y? + 2y + 5)' = 2y + 2, napiSeme integral ve

tvaru
/ ydy 1 / 29+ 2 d / dy
2ir2y+5 2) 2roy+s Y ) rr2yrs
V prvnim integralu pouZzijeme substituci y* + 2y + 5 = 2 a dostaneme

1 2y + 2 1 [dz In|z|
2/y2+2y+5 V=5 T T TV AT

Ve druhém integralu napiseme y* + 2y +5 = (y+1)* +4 a kdyZ pouzijeme (7), dostaneme

/L:/L:larctgy—_“
Y2+ 2y +5 (y+1)2+4 2 2

Celkoveé tedy

Inzdz 1 Inx +1
=InVInlz+2lnz+5— = arct )
/x(ln2x+21nx+5) v 2 T

Integraly typu [ R(cosz,sinz)dz, kde R(z,y) je raciondln{ funkce dvou proménnych.
Vsechny integraly tohoto typu lze prevést na integral racionalni funkce substituci y = tg g
Tato substituce je ale prilis obecnd a pouziva se pouze tehdy, kdyz je to nevyhnutelné.
Ma-li funkce R(cosx,sinz) urcité vlastnosti, je vyhodnéjsi pouzit jiné substituce.

Jestlize plati R(—cosx,sinz) = —R(cosz,sinx), tj. kdyz zménime znaménko o funkce
cos z, zmeéni se znaménko integrované funkce, pouziva se substituce sinz = y. Duvod je
ten, ze v tomto ptipadé je funkce

R(cosz,sinz) = S(cos® z,sinx) cosz = S(1 — sin® z,sinz) cosx

a dy = d(sinx) = cosz dz.
Podobné kdyz je R(cosz, —sinz) = —R(cos z, sin ), tj. kdyz zménime znaménko o funkce
sin z, zmeéni se znaménko integrované funkce, pouziva se substituce cosx = y, protoze

R(cosz,sinx) = T(cos x, sin? ac) sinx = T(cos z,1 — cos? x) sin

a dy = d(cosx) = —sinz dz.
dx

sinz

Priklad: Najdéte integrél /

RESEN{: Protoze muzeme psat

dx sinx dz sinx dz
sin x sin? x 1—cos?zx’
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je vyhodné pouzit substituci cosz = y. Po dosazeni pak dostaneme
dx —dy 1 1 1
= = —= dy=—-i(ln|1 +y| —In|l — =
/sinx 1—92 /<1+y — ) 4 3 (In[1+y] [1=yl)
/)1—y‘ /1—cosx ‘ ‘
= In _— g
1+y 1+ cosz 2
Jestlize plati R(—cosz, —sinx) = R(cosz,sinx), tj. kdyz souc¢asné zménime znaménko
u obou funkci cos x i sinx, nezméni se integrovana funkce, 1ze pouzit substituci tgz = y.

Funkce s takovou vlastnosti jsou vlastné funkce proménnych cos?z, coszsinz a sin®z.
Pro tyto funkce plati

) cos? x 1 _ tgx g tg?x
cos*x = —— = 5—, cosxsing =——5—, sin“zx=_—""7—
cos?xr +sin“zx 1+tg°x 14+ tg*x 1+tg°x
dx dy dy
dy =d(t = — dr =cos’zdy = = :
J (gm) cos? x v v 1+tg2a 142

Piiklad: Najdéte integral / _ dz

sin?z + 4sinx cosz 4+ 3cos? &
RESENI: V tomto integrilu je vyhodné zavést novou proménnou y = tgz. To je vidét
napiiklad tehdy, kdyz napiseme

/ dx _/ 1 dx
sinx +4sinzcosx + 3cos?x ) tglr+4tgr+3 cos?z’

Po substituci dostaneme

/ da _/ dy _/ dy _
sin?z +4sinzcosz +3cos2z ) ¥ 4+4y+3 ) (y+Dy+3)

1 1 1 Y1
(-~ Nay =10 1] —1 3)) =1 ‘—‘z
/<y+1 y+3> y=3(nly+1]—Inly+3]) =In /13

/tgx+1 \/
tg:}:+3 B

Nemé-li funkce R(cosz,sinz) zaddnou z vyse zminénych vlastnosti, lze nejprve zavést
proménnou t = %a:, tj. © = 2t. Protoze cos 2t = cos®t — sin®t a sin 2t = 2sint cost, je

sinx + cosx ‘

sinx + 3cosx

R(cosz,sinz) = R(cos®t — sin®¢, 2 costsint) = S(cost,sint).

Proto je S(—cost, —sint) = S(cost,sint) a lze pouzit substituci y = tgt = tg g
dz

Priklad: Najdéte integral /—
1 —sinx

RESEN{: KdyZz zavedeme proménnou t vztahem z = 2t, dostaneme

/ dx _/ 2dt _/ 2dt _/ 2dt
1—sinz 1 —sin2t 1 —2sintcost cos2t + sin®t — 2sint cost
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Kdyz v tomto integralu polozime y = tgt, dostaneme po tpravé integral

/ dx _/ 2dy 2 2 B
1 —sinz (1—y)2_1—y_1—tg(lx)_
2¢/1+cosx _ l+cosz+sinx

\/1+cos:v—\/1—cosx CoS T

dx 1+sinx
neboli / - _ , kde jsme vynechali pro neurc¢ity integral nepodstatnou
1 —sinx COS T

konstantu.

Integraly typu [ R(a:, Vax? + br + c) dz, kde R(x,y) je racionélni funkce dvou promén-
nych a a # 0. Cilem je odstranit odmocninu kvadratického vyrazu. K tomu se pouzivaji
nejruznéjsi substituce.

Obecné lze pouzit tzv. Eulerovy substituce:

M4&-li kvadraticky polynom az? + bx + ¢ realné kofeny, pouziva se tiprava

T —a T —a 9

V==t =@ -b) /2= a

z—>b

Tuto substituci jsme pouzili v jednom z predchazejicich prikladu.
Je-li a > 0, polozime vax? + bx + ¢ = /ax — y. Po umocnén{ dostaneme

y*—c

2ay+b’

ar? +br +c=ax? —2/azry +9yF = x =
Odmocninu pak dostaneme ze vztahu
2 _
Vax? £br +c = —y= Valy*—¢)
ax T+ c \/Ex Y 9 \/Ey p
Je-li ¢ > 0, muzeme polozit vax? + bx + ¢ = xy — /c. Po umocnéni ziskdme

2\/cy+b

ar® +br+c ="y = 2/cay+¢ = x=—5
Y2 —a

a stejné jako diive, dostaneme pro odmocninu

Vaz? +br +c \/_y—i—b y— e,

Eulerovy substituce vedou sice k integralum z racionalnich funkci, ale vzniklé racionalni
funkce jsou vétsinou pomérné slozité. Proto se odmocnin z kvadratickych vyrazu pii in-
tegraci pokousime zbavit jinym zpusobem.
Protoze plati

22 +br+c= (w+%b)2 +c— 107,

lze linearni transformaci prevést odmocninu z kvadratického polynomu na jeden z vyrazu

V1 — a2, /22 — 1 nebo V1 + z2.
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V integralu [ R(m, v1-— x2) dx se lze odmocniny zbavit substituci x = sint. Pak je

r =sint, V1—2x2=cost

a integral vede na integraci racionalni funkce v proménnych sint a cost, ktery jsme
vysetrovali diive.

V integralu [ R(a:, m) dx 1ze k odstranén{ odmocniny pouzit vztah cosh® t—sinh? ¢ =
1, tj. cosh? —1 = sinh?t. Po substituci = cosh ¢ pak dostaneme v/22 — 1 = sinh ¢. Protoze
podle definice je L L

% , sinht = % ,

dostaneme integral raciondlni funkce v proménné e'. Od proménné ¢ k proménné x se
vratime pomoci vztahu e = z + V22 — 1.

V integralu [ R(I, V14 1:2) dx se lze odmocniny zbavit podobné jako v predchézejicim
pifpadé substituci x = sinht¢. Pak je v/1 + 22 = cosht a pro inverzni transformaci dosta-

neme e’ = x + Va2 + 1.

Jind moznost je polozit x = tgt. Pak dostaneme

cosht =

102
to1
Vit = 1+tg2t =1+ —— =

cos?t  cost

a integral prevedeme na integral z raciondlni funkce proménnych cost a sint, ktery jsme
vysSettovali diive.
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