
Přednáška 8

Neurčitý integrál

Definice. Necht’ je dána funkce f : X → R, kde X ⊂ R. Každou funkci F : X → R, pro
kterou plat́ı

F ′(x) = f(x) ∀x ∈ X , (1)

nazýváme primitivńı funkce k funkci f(x) na množině X.

Př́ıklad. Funkce F1(x) = sin2 x, F2(x) = − cos2 x a F3(x) = −1
2

cos 2x jsou primitivńı
funkce k funkci f(x) = sin 2x na R.

Věta. Jsou-li funkce F1(x) a F2(x) primitivńı funkce k funkćım f1(x) a f2(x) na množině
M a c1, c2 reálná č́ısla, je funkce F (x) = c1F1(x) + c2F2(x) primitivńı funkce k funkci
f(x) = c1f1(x) + c2f2(x) na množině X.

Důkaz: Pro každé x ∈ X je

F ′(x) =
(
c1F1(x) + c2F2(x)

)′
= c1F

′
1(x) + c2F

′
2(x) = c1f1(x) + c2f2(x) = f(x) .

Věta. Necht’ jsou F1(x) a F2(x) dvě primitivńı funkce k funkci f(x) na intervalu I. Pak
existuje c ∈ R takové, že pro každé x ∈ I je F2(x) = F1(x) + c.

Důkaz: Uvažujme funkci F (x) = F2(x) − F1(x). Protože jsou funkce F1(x) a F2(x)
primitivńı funkce k funkci f(x) na intervalu I je podle předchoźı věty

F ′(x) =
(
F2(x)− F1(x)

)′
= F ′2(x)− F ′1(x) = f(x)− f(x) = 0

pro každé x ∈ I. A jak jsme dokázali dř́ıve, plyne z toho, že F (x) je na I konstantńı.

Neńı-li množina X interval, může existovat v́ıc primitivńıch funkćı. Např́ıklad jedna pri-

mitivńı funkce k funkci f(x) =
1

x
na množině X = R \ {0} je F1(x) = ln |x|. Ale také

funkce F2(x) = ln |x|+ c+ pro x > 0 a F2(x) = ln |x|+ c− pro x < 0 je primitivńı funkce
k f(x) na množině X.

Definice. Necht’ je f : X → R. Množina všech primitivńıch funkćı k funkci f(x) na
množině X se nazývá neurčitý integrál funkce f(x) na množině X. Tuto množinu funkćı

budeme značit

∫
f(x) dx.

Často se pro vyjádřeńı skutečnosti, že neurčitý integrál neńı funkce, ale celá množina
funkćı, použ́ıvá zápis ∫

f(x) dx = F (x) + c ,

kde F (x) je jedna z primitivńıch funkćı k funkci f(x). Toto označeńı pocháźı z toho, že
na intervalu je neurčitý integrál určen až na konstantu jednou primitivńı funkćı.
V přednášce většinou nebudu toto značeńı použ́ıvat, ale muśıte si uvědomit, že např́ıklad
z rovnosti

∫
f(x) dx =

∫
f(x) dx+ 1 neplyne 0 = 1.

Neurčitý integrál se většinou poč́ıtá tak, že jej bud’ znáte nebo se ho snaž́ıte převést na
integrál, který znáte, pomoćı následuj́ıćıch vět. Ty jsou d̊usledkem vět o derivaćıch.
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Věta. Když existuj́ı integrály funkćı f1(x) a f2(x) a a1, a2 ∈ R, pak je

∫ (
a1f1(x) + a2f2(x)

)
dx = a1

∫
f1(x) dx+ a2

∫
f2(x) dx . (2)

Věta (integrace per partes). Necht’ jsou funkce f(x) a g(x) diferencovatelné a existuje∫
f(x)g′(x) dx. Pak existuje

∫
f ′(x)g(x) dx a plat́ı

∫
f ′(x)g(x) dx = f(x) g(x)−

∫
f(x)g′(x) dx . (3)

Důkaz: Tato věta je d̊usledkem věty o derivaci součinu. Z ńı plyne, že

d

dx

(
f(x) g(x)−

∫
f(x)g′(x) dx

)
= f ′(x)g(x) + f(x)g′(x)− f(x)g′(x) = f ′(x)g(x) .

Uvedeme tři typické př́ıklady na použit́ı metody integrace per partes.
Př́ıklad. Najděte neurčitý integrál

∫
x sinx dx.

Řešeńı: Derivaćı funkce g(x) = x se zbav́ıme mocniny a z̊ustane nám integrál, který
známe.
Vybereme tedy f ′(x) = sin x a g(x) = x. Pak je f(x) = − cosx a g′(x) = 1. Podle vztahu
(3) pak je ∫

x sinx dx = −x cosx−
∫

(− cosx) dx = −x cosx+ sin x .

Kdybychom zvolili f ′(x) = x a g(x) = sin x dostali bychom ze vztahu (3)

∫
x sinx dx = 1

2
x2 sinx− 1

2

∫
x2 cosx dx ,

což je sice správně, ale k výpočtu integrálu to nevede.

Př́ıklad: Najděte neurčitý integrál
∫

ln
√
x2 + 1 dx.

Řešeńı: Polož́ıme f ′(x) = 1 a g(x) = ln
√
x2 + 1. Protože je f(x) = x a g′(x) =

x

x2 + 1
,

dostaneme z (3)

∫
ln
√
x2 + 1 dx = x ln

√
x2 + 1−

∫
x2 dx

x2 + 1
= x ln

√
x2 + 1−

∫ (
1− 1

x2 + 1

)
dx =

= x ln
√
x2 + 1− x+ arctg x .

Př́ıklad: Najděte neurčitý integrál
∫

ex sin 2x dx.

Řešeńı: Označ́ıme f ′(x) = ex a g(x) = sin 2x. Protože f(x) = ex a g′(x) = 2 cos 2x, je
podle (3) ∫

ex sin 2x dx = ex sin 2x− 2

∫
ex cos 2x dx .
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V integrálu na pravé straně použijeme ještě jednou integrace per partes. Označ́ıme f ′(x) =
ex a g(x) = cos 2x. Protože f(x) = ex a g′(x) = −2 sin 2x, je podle (3)

∫
ex sin 2x dx = ex sin 2x− 2

(
ex cos 2x+ 2

∫
ex sin 2x dx

)
=

= ex sin 2x− 2ex cos 2x− 4

∫
ex sin 2x dx .

To je rovnice pro

∫
ex sin 2x dx, ze které plyne

∫
ex sin 2x =

1

5
ex sin 2x− 2

5
ex cos 2x .

Daľśı metoda integrace souviśı s derivaćı složené funkce. Zhruba řečeno plat́ı

F (x) =

∫
f(x) dx =

∫
f
(
ϕ(t)

)
ϕ′(t) dt = F

(
ϕ(t)

)
.

Následuj́ıćı dvě věty o substituci se lǐśı v tom, že v prvńı větě předpokládáme, že známe
integrál vlevo a poč́ıtáme integrál vpravo, kdežto ve druhé je tomu naopak.

Věta (prvńı věta o substituci). Necht’ je f : X → R, F (x) =
∫
f(x) dx a ϕ : T → X je

diferencovatelná funkce. Pak plat́ı
∫
f
(
ϕ(t)

)
ϕ′(t) dt = F

(
ϕ(t)

)
. (4)

Důkaz: Podle věty o derivaci složené funkce je pro každé t ∈ T
dF
(
ϕ(t)

)

dt
= F ′

(
ϕ(t)

) · ϕ′(t) = f
(
ϕ(t)

)
ϕ′(t) ,

protože F ′(x) = f(x).

Uvedeme dva př́ıklady na použit́ı této věty.

Př́ıklad: Najděte neurčitý integrál

∫
x3 dx

x8 + 1
.

Řešeńı: Když označ́ıme y = y(x) = x4, je derivace y′(x) = 4x3 a integrál lze zapsat ve
tvaru ∫

x3 dx

x8 + 1
=

1

4

∫
4x3 dx

x8 + 1
=

1

4

∫
y′(x) dx

y2(x) + 1
.

A protože

∫
dy

y2 + 1
= arctg y, je

∫
x3 dx

x8 + 1
=

arctg x4

4
.

Př́ıklad: Najděte neurčitý integrál
∫

cos3 x dx.

3



Řešeńı: Toto je typický př́ıklad na substituci v integrálech, které obsahuj́ı funkce sin x a
cosx. Protože (sin x)′ = cos x a sudé mocniny cos x lze pomoćı vztahu cos2 x = 1− sin2 x
převést na mocniny funkce sin x, je výhodné v integrálech, které jsou liché ve funkci cos x,
tj. když změńıme znaménko u funkce cos x, změńı se znaménko integrované funkce, zavést
substituci y(x) = sin x. V našem př́ıpadě je

∫
cos3 x dx =

∫
cos2 x · cosx dx =

∫ (
1− sin2 x

) · cosx dx =

∫ (
1− y2(x)

) · y′(x) dx .

A protože
∫

(1− y2) dy = y − 1
3
y3, je

∫
cos3 x dx = sin x− 1

3
sin3 x .

Ve druhé větě o substituci předpokládáme, že známe integrál

∫
f
(
ϕ(t)

)
ϕ′(t) dt = Ψ(t) .

Abychom se vrátili zpět k proměnné x = ϕ(t), muśıme udělat předpoklady, které zaruč́ı,
že existuje inverzńı funkce t = ϕ(−1)(x).

Věta (druhá věta o substituci) Necht’ je T interval, ϕ : T → X je vzájemně jedno-
značná diferencovatelná funkce a ϕ′(t) 6= 0 pro každé t ∈ T . Jestliže existuje integrál∫
f
(
ϕ(t)

)
ϕ′(t) dt = Ψ(t), pak existuje

∫
f(x) dx = Ψ

(
ϕ(−1)(x)

)
. (5)

Při praktickém použit́ı vět o substituci často nerozlǐsujeme, zda použ́ıváme prvńı nebo
druhou větu o substituci. Stoj́ıme totiž před úkolem naj́ıt neurčitý integrál

∫
f(x) dx . (6)

Když se rozhodneme použ́ıt substituci x = x(t), najdeme

dx

dt
= x′(t) =⇒ dx = x′(t) dt .

Po dosazeńı do (6) dostaneme ∫
f
(
x(t)

)
x′(t) dt .

Jestliže umı́me naj́ıt tento integrál, tj. funkci Ψ(t), muśıme z rovnice x = x(t) ještě naj́ıt t
jako funkci proměnné x, tj. inverzńı funkci, a dosadit. To je právě druhá věta o substituci.
Jestliže z rovnice x = x(t) nejprve najdeme funkci t = ϕ(x) a derivujeme tento vztah,
dostaneme

dt

dx
= ϕ′(x) =⇒ dx =

dt

ϕ′(x)
, ϕ′(x) 6= 0 .
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Po dosazeńı dostaneme ∫
f(x) dx =

∫
f
(
x(t)

) dt

ϕ′
(
x(t)

) .

To je vlastně taky druhá věta o substituci. Prvńı větu o substituci dostaneme v pod-

statě tehdy, když se nám
1

ϕ′
(
x(t)

) “vykrát́ı”. Pak t́ımto výrazem nepotřebujeme dělit a

nemuśıme předpokládat, že je nenulový.

Př́ıklad: Najděte neurčitý integrál
∫

e3x+2 dx.

Řešeńı: Uvědomte si, že znáte pouze integrál
∫

ex dx = ex, nikoliv tento integrál. Proto
je výhodné tento integrál na takový integrál převést. To uděláte nejlépe tak, že zavedeme
novou proměnnou t = 3x+ 2. Pak je

dt = 3 dx =⇒ dx = 1
3

dt

a po dosazeńı dostaneme
∫

e3x+2 dx = 1
3

∫
et dt = 1

3
et = 1

3
e3x+2 .

Př́ıklad: Najděte neurčitý integrál

∫
dx

2x2 + 3x+ 4
.

Řešeńı: Výpočet integrál̊u tohoto typu záviśı na tom, zda má kvadratický polynom 2x2 +
3x+ 4 reálné kořeny. Každý z integrál̊u

∫
dx

(x− a)2
,

∫
dx

(x− a)(x− b) a

∫
dx

x2 + a2

se totiž poč́ıtá jinak. Protože rovnice 2x2 +3x+4 = 0 nemá reálná řešeńı, je tento integrál
posledńıho typu a budeme jej snažit na tento tvar převést.
Postupně dostaneme

2x2 + 3x+ 4 = 2
(
x2 + 3

2
x+ 2

)
= 2
(
(x+ 3

4
)2 − 9

16
+ 2
)

= 2
(
(x+ 3

4
)2 + 23

16

)
.

Z toho dostaneme ∫
dx

2x2 + 3x+ 4
=

1

2

∫
dx

(x+ 3
4
)2 + 23

16

.

Když si uvědomı́me, jaký integrál chceme dostat, nab́ıźı se substituce x + 3
4

= t. Pak je
dx = dt a ∫

dx

2x2 + 3x+ 4
=

1

2

∫
dt

t2 + 23
16

.

Ted’ je otázka, zda znáte integrál

∫
dx

x2 + a2
nebo pouze integrál

∫
dx

x2 + 1
= arctg x.

Pokud znáte pouze tento integrál, muśıte ještě náš integrál převést na tento tvar.
To uděláme tak, že naṕı̌seme

1

x2 + a2
=

1

a2

1(
x
a

)2
+ 1
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a použijeme substituci
x

a
= y, tj. x = ay. Pak je dx = a dy a

∫
dx

x2 + a2
=

1

a2

∫
a dy

y2 + 1
=

arctg y

a
=

1

a
arctg

x

a
. (7)

Integrál typu (7) se poměrně často vyskytuje při výpočtu integrál̊u a stoj́ı za to, si jej
zapamatovat.

V našem integrálu je a =

√
23

4
, a tedy

∫
dx

2x2 + 3x+ 4
=

1

2

∫
dx

t2 + 23
16

=
1

2
· 4√

23
arctg

4t√
23

=
2√
23

arctg
4x+ 3√

23
.

V posledńıch dvou př́ıkladech jsme udělali lineárńı substituce, tj. substituce typu t =
ax+ b. Tato substituce se použ́ıvá poměrně často, a proto uvedeme obecný výsledek. Je-li∫
f(x) dx = F (x) a a 6= 0, pak

∫
f(ax+ b) dx =

1

a
F (ax+ b) . (8)

Máme-li totiž naj́ıt neurčitý integrál
∫
f(ax+ b) dx uděláme substituci ax+ b = t. Pak je

a dx = dt a ∫
f(ax+ b) dx =

1

a

∫
f(t) dt =

1

a
F (t) =

1

a
F (ax+ b) .

Př́ıklad: Najděte neurčitý integrál

∫ √
1− x2 dx.

Řešeńı: Tento integrál lze naj́ıt integraćı per partes nebo pomoćı substituce. Při použit́ı
substituce jde o to, abychom se v integrovaném výrazu zbavili druhé odmocniny. Jedna z
možnost́ı, jak to udělat, je použ́ıt vztah sin2 t + cos2 t = 1 Pak je cos2 t = 1 − sin2 t a na

intervalu (−1
2
π, 1

2
π), kde je funkce cos t kladná, je cos t =

√
1− sin2 t.

Proto polož́ıme x = sin t. Pak je dx = cos t dt a z integrálu dostaneme pro t ∈ (−1
2
π, 1

2
π)

∫ √
1− x2 dx =

∫
cos2 t dt .

Neurčité integrály typu

∫
sinαx cos βx dx ,

∫
sinαx sin βx dx ,

∫
cosαx cos βx dx

lze naj́ıt bud’ dvojnásobnou integraćı per partes podobně jako integrál
∫

eax sin βx dx nebo∫
eax cos βx dx, viz př́ıklad dř́ıve, nebo pomoćı vzorc̊u

sin(α + β) = sinα cos β + cosα sin β , cos(α + β) = cosα cos β − sinα sin β ,
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ze kterých plyne

sinα cos β = 1
2

(
sin(α + β) + sin(α− β)

)
,

cosα cos β = 1
2

(
cos(α + β) + cos(α− β)

)
,

sinα sin β = 1
2

(
cos(α− β)− cos(α + β)

)
.

Z druhého vztahu pro α = β = t dostaneme cos2 t = 1
2
(1 + cos 2t). Tedy

∫ √
1− x2 dx =

∫
cos2 t dt = 1

2

∫ (
1 + cos 2t

)
dt = 1

2

(
t+ 1

2
sin 2t

)
= 1

2
t+ 1

2
sin t cos t .

Z definičńıho vztahu x = sin t plyne t = arcsin x a protože cos t =
√

1− sin2 t =
√

1− x2,
je hledaný integrál ∫ √

1− x2 dx = 1
2

arcsin x+ 1
2
x
√

1− x2 .

Integrály z racionálńıch funkćı

V podstatě jediné integrály, které umı́me poč́ıtat, jsou integrály z racionálńıch funkćı, tj.
integrály ∫

Qm(x)

Pn(x)
dx , (9)

kde Qm(x) je polynom stupně m a Pn(x) je polynom stupně n. Uvedeme obecný postup
při výpočtu integrál̊u tohoto typu.
Je-li stupeň polynomu v čitateli větš́ı nebo roven stupni polynomu ve jmenovateli, tj. když
je m ≥ n, vyděĺıme částečně polynom Qm(x) polynomem Pn(x), tj. naṕı̌seme

Qm(x)

Pn(x)
= S(x) +

Rbm(x)

Pn(x)
,

kde S(x) je polynom a stupeň polynomu Rbm(x), tj. m̂, je menš́ı než stupeň polynomu
Pn(x). Integrál (9) pak je

∫
Qm(x)

Pn(x)
dx =

∫
S(x) dx+

∫
Rbm(x)

Pn(x)
dx .

Prvńı integrál je integrál polynomu a je jednoduchý.
Budeme se zabývat výpočtem druhého integrálu. Bez újmy na obecnosti lze předpokládat,
že

Pn(x) = xn + cn−1x
n−1 + cn−2x

n−2 + . . .+ c1x+ c0 .

Mělo by být známo, že takový polynom lze zapsat ve tvaru

Pn(x) = (x− a1)r1(x− a2)r2 . . . (x− ak)rk
(
x2 + p1x+ q1

)s1 . . . (x2 + p`x+ q`
)s` ,

kde ai, i = 1, . . . , k, jsou všechny r̊uzné reálné kořeny polynomu Pn(x), ri je násobnost
kořene ai, kvadratické polynomy x2 +pjx+qj, j = 1, . . . , `, jsou navzájem r̊uzné a nemaj́ı
reálné kořeny.
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Máme-li polynom Pn(x) zapsán v tomto tvaru, je možné racionálńı funkci
Rm(x)

Pn(x)
, kde

m < n, rozložit na tzv. parciálńı zlomky. Lze ukázat, že existuj́ı reálné konstanty Aiui ,
i = 1, . . . , k, u1 = 1, . . . , ri a Bjvj a Cjvj , j = 1, . . . , `, vj = 1, . . . , sj takové, že

Rk(x)

Pn(x)
=

k∑
i=1

ri∑
ui=1

Aiui
(x− ai)ui +

∑̀
j=1

sj∑
vj=1

Bjvjx+ Cj,vj
(x2 + pjx+ qj)vj

=

=
A11

x− a1

+
A12

(x− a1)2
+ . . .+

A1r1

(x− a1)r1
+

+
A21

x− a2

+
A22

(x− a2)2
+ . . .+

A2r2

(x− a2)r2
+

+ · · ·
+

Ak1

x− ak +
Ak2

(x− ak)2
+ . . .+

Akrk
(x− ak)rk +

+
B11x+ C11

x2 + p1x+ q1

+
B12x+ C12

(x2 + p1x+ q1)2
+ . . .+

B1s1x+ C1s1

(x2 + p1x+ q1)s1
+

+
B21x+ C21

x2 + p2x+ q2

+
B22x+ C22

(x2 + p2x+ q2)2
+ . . .+

B2s2x+ C2s2

(x2 + p2x+ q2)s2
+

+ · · ·
+

B`1x+ C`1
x2 + p`x+ q`

+
B`2x+ C`2

(x2 + p`x+ q`)2
+ . . .+

B`s`x+ C`s`
(x2 + p`x+ q`)s`

.

Proto nám stač́ı naj́ıt integrály typu
∫

dx

(x− a)n
a

∫
ax+ b

(x2 + px+ q)n
dx .

Prvńı integrál je až na lineárńı substituci tabulkový integrál a plat́ı
∫

dx

(x− a)n
= − 1

n− 1

1

(x− a)n−1
pro n 6= 1 a

∫
dx

x− a = ln |x− a| .

Integrály s kvadratickými polynomy ve jmenovateli se poč́ıtaj́ı ve dvou kroćıch. Protože(
x2 + px+ q

)′
= 2x+ p, naṕı̌seme

ax+ b(
x2 + px+ q

)n =
a

2

2x+ p(
x2 + px+ q

)n +
b− 1

2
ap(

x2 + px+ q
)n .

Pak je
∫

ax+ b(
x2 + px+ q

)n dx =
a

2

∫
2x+ p(

x2 + px+ q
)n dx+

(
b− 1

2
ap
) ∫ dx(

x2 + px+ q
)n .

V prvńım integrálu zavedeme y = x2 + px+ q a dostaneme
∫

2x+ p(
x2 + px+ q

)n dx =

∫
dy

yn
,

což je známý integrál.
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Zbývá nám tedy naj́ıt integrál
∫

dx(
x2 + px+ q

)n .

Naṕı̌seme

x2 + px+ q =
(
x+ 1

2
p
)2

+ q − 1
4
p2 .

Protože jsme předpokládali, že polynom x2 + px + q nemá reálný kořen, je q − 1
4
p2 > 0.

Když zavedeme substituci

x+ 1
2
p =

√
q − 1

4
p2 y ,

dostaneme ∫
dx(

x2 + px+ q
)n =

(
q − 1

4
p2
)1/2−n

∫
dy

(y2 + 1)n
.

Pro n = 1 je posledńı integrál

I1 =

∫
dy

y2 + 1
= arctg y .

Zbývá ještě naj́ıt integrály tvaru

In =

∫
dx

(x2 + 1)n
pro n ≥ 2 . (10)

Tyto integrály lze naj́ıt integraćı per partes. Pomoćı ńı dostaneme pro n ≥ 1

In =

∫
dx

(x2 + 1)n
=

x

(x2 + 1)n
+ 2n

∫
x2 dx

(x2 + 1)n+1
=

=
x

(x2 + 1)n
+ 2n

∫
(x2 + 1)− 1

(x2 + 1)n+1
dx =

=
x

(x2 + 1)n
+ 2n

∫
dx

(x2 + 1)n
− 2n

∫
dx

(x2 + 1)n+1

In =
x

(x2 + 1)n
+ 2nIn − 2nIn+1 .

Z posledńı rovnice pak plyne, že pro n ≥ 1 je

In+1 =
x

2n(x2 + 1)n
+

2n− 1

2n
In . (11)

Pomoćı tohoto vztahu pak lze v integrálu (10) postupně snižovat index n tak dlouho, až
dostaneme známy integrál I1.

Př́ıklad: Najděte neurčitý integrál

∫
x4 + 2x+ 4

x3 + 1
dx.

Řešeńı: Jedná se o integrál z racionálńı funkce. Protože je stupeň polynomu ve čitateli
větš́ı než stupeň polynomu jmenovateli nejprve oba polynomy vyděĺıme. Protože

x4 + 2x+ 4

x3 + 1
= x+

x+ 4

x3 + 1
,
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dostaneme
∫
x4 + 2x+ 4

x3 + 1
dx =

∫
x dx+

∫
x+ 4

x3 + 1
dx =

x2

2
+

∫
x+ 4

x3 + 1
dx .

Polynom ve jmenovateli rozlož́ıme na součin

x3 + 1 = (x+ 1)(x2 − x+ 1) .

Zlomek v posledńım integrálu rozlož́ıme na parciálńı zlomky, tj. budeme hledat reálná
č́ısla A, B a C tak, aby platilo

x+ 4

(x+ 1)(x2 − x+ 1)
=

A

x+ 1
+

Bx+ C

x2 − x+ 1
.

Jestliže tento vztah vynásob́ıme nejmenš́ım společným jmenovatelem (x+ 1)(x2− x+ 1),
dostaneme vztah

x+ 4 = A(x2 − x+ 1) + (Bx+ C)(x+ 1) , (12)

který muśı platit pro všechna x ∈ R. Speciálně pro x = −1 źıskáme 3 = 3A, tj. A = 1.
Když naṕı̌seme rovnost (12) ve tvaru

x+ 4 = (A+B)x2 + (−A+B + C)x+ A+ C ,

vid́ıme, když srovnáme členy u stejných mocnin x, že pro č́ısla A, B a C muśı platit

A+B = 0 , −A+B + C = 1 , A+ C = 4 .

A protože v́ıme, že A = 1, dostaneme z prvńıho a třet́ıho vztahu B = −1 a C = 3. Pokud
to neńı moc pracné, je dobré se přesvědčit, že je splněn i druhý vztah.
Tedy pro každé x plat́ı

x+ 4

(x+ 1)(x2 − x+ 1)
=

1

x+ 1
+
−x+ 3

x2 − x+ 1
,

a proto je

∫
(x+ 4) dx

(x+ 1)(x2 − x+ 1)
=

∫
dx

x+ 1
−
∫

x− 3

x2 − x+ 1
dx = ln |x+ 1| −

∫
x− 3

x2 − x+ 1
dx .

Protože
(
x2 − x+ 1

)′
= 2x− 1, rozlož́ıme posledńı integrál na dva členy

∫
x− 3

x2 − x+ 1
dx =

1

2

∫
(2x− 1) dx

x2 − x+ 1
− 5

2

∫
dx

x2 − x+ 1
.

V prvńım integrálu zavedeme novou proměnnou y = x2−x+1, a protože dy = (2x−1) dx,
dostaneme

∫
x− 3

x2 − x+ 1
dx =

1

2

∫
dy

y
− 5

2

∫
dx

x2 − x+ 1
=

1

2
ln |y| − 5

2

∫
dx

x2 − x+ 1
=

= ln
√
x2 − x+ 1− 5

2

∫
dx

x2 − x+ 1
.
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Zat́ım jsme dostali

∫
x4 + 2x+ 4

x3 + 1
dx =

x2

2
+ ln |x+ 1| − ln

√
x2 − x+ 1 +

5

2

∫
dx

x2 − x+ 1
=

=
x2

2
+ ln

|x+ 1|√
x2 − x+ 1

+
5

2

∫
dx

x2 − x+ 1
.

Jmenovatel v posledńım integrálu je x2 − x + 1 =
(
x− 1

2

)2
+ 3

4
. Po substituci x− 1

2
= y

dostaneme z integrálu
∫

dx

x2 − x+ 1
=

∫
dy

y2 + 3
4

=
2√
3

arctg
2y√

3
=

2√
3

arctg
2x− 1√

3
,

kde jsme využili vztah (7). Celkově tedy

∫
x4 + 2x+ 4

x3 + 1
dx =

x2

2
+ ln

|x+ 1|√
x2 − x+ 1

+
5√
3

arctg
2x− 1√

3
.

Substituce, které vedou na integrály z racionálńıch funkćı

Uvedeme nějaké známé substituce, které převáděj́ı uvedené integrály na integrály z racio-
nálńı funkce. Je ovšem třeba poznamenat, že tyto obecné substituce vedou na poměrně
složité racionálńı funkce, jejichž integrace je pracná. Proto se při výpočtu konkrétńıch
integrál̊u často použ́ıvaj́ı i jiné substituce.

Integrály typu

∫
R

(
x,

n

√
ax+ b

cx+ d

)
dx, kde R(x, y) je racionálńı funkce proměnných x

a y, tj. pod́ıl polynomů dvou proměnných x a y. Budeme předpokládat, že ad − bc 6= 0.

V opačném př́ıpadě je
ax+ b

cx+ d
=
a

c
.

Integrály tohoto typu převedeme na integrál racionálńı funkce substitućı

ax+ b

cx+ d
= yn .

Pak je

x =
dyn − b
a− cyn , dx =

n(ad− bc)yn−1

(
cyn − a)2 dy .

Př́ıklad: Jako př́ıklad najdeme pomoćı této substituce integrál

∫ √
1− x2 dx =

∫
(1 + x)

√
1− x
1 + x

dx .

Řešeńı: Zavedeme novou proměnnou y2 =
1− x
1 + x

. Pak dostaneme

x =
1− y2

1 + y2
, 1 + x =

2

1 + y2
, dx =

−4y dy

(1 + y2)2
.
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Po dosazeńı źıskáme integrál

∫ √
1− x2 dx = −8

∫
y2

(1 + y2)3
dy = −8

∫
y2 + 1− 1

(1 + y2)3
dy = 8

(
I3(y)− I2(y)

)
,

kde integrály I2 a I3 jsou dány v (10). Pomoćı (11) dostaneme

8
(
I3(y)− I2(y)

)
=

2y

(1 + y2)2
− 2I2(y) =

2y

(1 + y2)2
− y

1 + y2
− I1(y) =

=
2y

(1 + y2)2
− y

1 + y2
− arctg y .

Jestliže se vrát́ıme k proměnné x, dostaneme

∫ √
1− x2 dx =

1

2
x
√

1− x2 − arctg

√
1− x
1 + x

.

Integrály typu
∫
R
(
ex
)

dx, kde R(y) je racionálńı funkce proměnné y, převedeme na
integrál z racionálńı funkce substitućı y = ex. Pak je

dy = ex dx =⇒ dx =
dy

ex
=

dy

y
.

Př́ıklad: Najděte integrál

∫
dx

sinhx
.

Řešeńı: Podle definice je funkce sinh x =
ex − e−x

2
. Proto je

∫
dx

sinh x
=

∫
2 dx

ex − e−x
=

∫
2ex dx

e2x − 1
.

Po substituci y = ex dostaneme

∫
dx

sinhx
=

∫
2 dy

y2 − 1
=

∫ ( 1

y − 1
− 1

y + 1

)
dy = ln |y − 1| − ln |y + 1| = ln

∣∣∣y − 1

y + 1

∣∣∣ =

= ln
∣∣∣e
x − 1

ex + 1

∣∣∣ = ln
∣∣∣e
x/2 − e−x/2

ex/2 + e−x/2

∣∣∣ = ln
∣∣∣tgh

x

2

∣∣∣.

Integrály typu

∫
R
(
lnx
) dx

x
, kde R(y) je racionálńı funkce proměnné y, převedeme na

integrál z racionálńı funkce substitućı y = ln x. Pak je

dy =
dx

x
=⇒

∫
R
(
lnx
) dx

x
=

∫
R(y) dy .

Př́ıklad: Najděte integrál

∫
lnx dx

x
(
ln2 x+ 2 ln x+ 5

) .
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Řešeńı: Substituce y = ln x vede k integrálu

∫
ln x dx

x
(
ln2 x+ 2 ln x+ 5

) =

∫
y dy

y2 + 2y + 5
,

což je integrál z racionálńı funkce. Protože
(
y2 + 2y + 5

)′
= 2y + 2, naṕı̌seme integrál ve

tvaru ∫
y dy

y2 + 2y + 5
=

1

2

∫
2y + 2

y2 + 2y + 5
dy −

∫
dy

y2 + 2y + 5
.

V prvńım integrálu použijeme substituci y2 + 2y + 5 = z a dostaneme

1

2

∫
2y + 2

y2 + 2y + 5
dy =

1

2

∫
dz

z
=

ln |z|
2

= ln
√
y2 + 2y + 5 .

Ve druhém integrálu naṕı̌seme y2 +2y+5 = (y+1)2 +4 a když použijeme (7), dostaneme

∫
dy

y2 + 2y + 5
=

∫
dy

(y + 1)2 + 4
=

1

2
arctg

y + 1

2
.

Celkově tedy

∫
ln x dx

x
(
ln2 x+ 2 ln x+ 5

) = ln
√

ln2 x+ 2 ln x+ 5− 1

2
arctg

ln x+ 1

2
.

Integrály typu
∫
R(cosx, sinx) dx, kde R(x, y) je racionálńı funkce dvou proměnných.

Všechny integrály tohoto typu lze převést na integrál racionálńı funkce substitućı y = tg
x

2
.

Tato substituce je ale př́ılǐs obecná a použ́ıvá se pouze tehdy, když je to nevyhnutelné.
Má-li funkce R(cos x, sinx) určité vlastnosti, je výhodněǰśı použ́ıt jiné substituce.

Jestliže plat́ı R(− cosx, sinx) = −R(cosx, sinx), tj. když změńıme znaménko o funkce
cosx, změńı se znaménko integrované funkce, použ́ıvá se substituce sin x = y. Důvod je
ten, že v tomto př́ıpadě je funkce

R(cosx, sinx) = S
(
cos2 x, sinx

)
cosx = S

(
1− sin2 x, sinx

)
cosx

a dy = d(sin x) = cos x dx.

Podobně když je R(cosx,− sinx) = −R(cosx, sinx), tj. když změńıme znaménko o funkce
sinx, změńı se znaménko integrované funkce, použ́ıvá se substituce cos x = y, protože

R(cos x, sinx) = T
(
cosx, sin2 x

)
sinx = T

(
cosx, 1− cos2 x

)
sinx

a dy = d(cos x) = − sinx dx.

Př́ıklad: Najděte integrál

∫
dx

sinx
.

Řešeńı: Protože můžeme psát

∫
dx

sinx
=

∫
sinx dx

sin2 x
=

∫
sinx dx

1− cos2 x
,
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je výhodné použ́ıt substituci cos x = y. Po dosazeńı pak dostaneme

∫
dx

sinx
=

∫ − dy

1− y2
= −1

2

∫ ( 1

1 + y
+

1

1− y
)

dy = −1
2

(
ln |1 + y| − ln |1− y|) =

= ln

√∣∣∣1− y
1 + y

∣∣∣ = ln

√
1− cosx

1 + cos x
= ln

∣∣∣tg x
2

∣∣∣.

Jestliže plat́ı R(− cosx,− sinx) = R(cosx, sinx), tj. když současně změńıme znaménko
u obou funkćı cos x i sin x, nezměńı se integrovaná funkce, lze použ́ıt substituci tg x = y.
Funkce s takovou vlastnost́ı jsou vlastně funkce proměnných cos2 x, cos x sinx a sin2 x.
Pro tyto funkce plat́ı

cos2 x =
cos2 x

cos2 x+ sin2 x
=

1

1 + tg2 x
, cos x sinx =

tg x

1 + tg2 x
, sin2 x =

tg2 x

1 + tg2 x

dy = d
(
tg x

)
=

dx

cos2 x
=⇒ dx = cos2 x dy =

dy

1 + tg2 x
=

dy

1 + y2
.

Př́ıklad: Najděte integrál

∫
dx

sin2 x+ 4 sin x cosx+ 3 cos2 x
.

Řešeńı: V tomto integrálu je výhodné zavést novou proměnnou y = tg x. To je vidět
např́ıklad tehdy, když naṕı̌seme

∫
dx

sin2 x+ 4 sinx cosx+ 3 cos2 x
=

∫
1

tg2 x+ 4 tg x+ 3
· dx

cos2 x
.

Po substituci dostaneme
∫

dx

sin2 x+ 4 sin x cosx+ 3 cos2 x
=

∫
dy

y2 + 4y + 3
=

∫
dy

(y + 1)(y + 3)
=

=
1

2

∫ ( 1

y + 1
− 1

y + 3

)
dy = 1

2

(
ln |y + 1| − ln |y + 3|) = ln

√∣∣∣y + 1

y + 3

∣∣∣ =

= ln

√∣∣∣tg x+ 1

tg x+ 3

∣∣∣ = ln

√∣∣∣ sinx+ cos x

sinx+ 3 cosx

∣∣∣ .

Nemá-li funkce R(cosx, sinx) žádnou z výše zmı́něných vlastnost́ı, lze nejprve zavést
proměnnou t = 1

2
x, tj. x = 2t. Protože cos 2t = cos2 t− sin2 t a sin 2t = 2 sin t cos t, je

R(cosx, sinx) = R
(
cos2 t− sin2 t, 2 cos t sin t

)
= S(cos t, sin t) .

Proto je S(− cos t,− sin t) = S(cos t, sin t) a lze použ́ıt substituci y = tg t = tg
x

2
.

Př́ıklad: Najděte integrál

∫
dx

1− sinx
.

Řešeńı: Když zavedeme proměnnou t vztahem x = 2t, dostaneme

∫
dx

1− sinx
=

∫
2 dt

1− sin 2t
=

∫
2 dt

1− 2 sin t cos t
=

∫
2 dt

cos2 t+ sin2 t− 2 sin t cos t
.

14



Když v tomto integrálu polož́ıme y = tg t, dostaneme po úpravě integrál
∫

dx

1− sinx
=

∫
2 dy

(1− y)2
=

2

1− y =
2

1− tg
(

1
2
x
) =

=
2
√

1 + cos x√
1 + cos x−√1− cosx

=
1 + cos x+ sin x

cosx

neboli

∫
dx

1− sinx
=

1 + sin x

cosx
, kde jsme vynechali pro neurčitý integrál nepodstatnou

konstantu.

Integrály typu
∫
R
(
x,
√
ax2 + bx+ c

)
dx, kde R(x, y) je racionálńı funkce dvou proměn-

ných a a 6= 0. Ćılem je odstranit odmocninu kvadratického výrazu. K tomu se použ́ıvaj́ı
nejr̊uzněǰśı substituce.

Obecně lze použ́ıt tzv. Eulerovy substituce:

Má-li kvadratický polynom ax2 + bx+ c reálné kořeny, použ́ıvá se úprava

√
(x− a)(x− b) = (x− b)

√
x− a
x− b a

x− a
x− b = y2 .

Tuto substituci jsme použili v jednom z předcházej́ıćıch př́ıklad̊u.

Je-li a > 0, polož́ıme
√
ax2 + bx+ c =

√
a x− y. Po umocněńı dostaneme

ax2 + bx+ c = ax2 − 2
√
a xy + y2 =⇒ x =

y2 − c
2
√
a y + b

.

Odmocninu pak dostaneme ze vztahu

√
ax2 + bx+ c =

√
a x− y =

√
a (y2 − c)

2
√
a y + b

− y .

Je-li c > 0, můžeme položit
√
ax2 + bx+ c = xy −√c. Po umocněńı źıskáme

ax2 + bx+ c = x2y2 − 2
√
c xy + c =⇒ x =

2
√
c y + b

y2 − a
a stejně jako dř́ıve, dostaneme pro odmocninu

√
ax2 + bx+ c =

2
√
c y + b

y2 − a y −√c .

Eulerovy substituce vedou sice k integrál̊um z racionálńıch funkćı, ale vzniklé racionálńı
funkce jsou většinou poměrně složité. Proto se odmocnin z kvadratických výrazu při in-
tegraci pokouš́ıme zbavit jiným zp̊usobem.
Protože plat́ı

x2 + bx+ c =
(
x+ 1

2
b
)2

+ c− 1
4
b2 ,

lze lineárńı transformaćı převést odmocninu z kvadratického polynomu na jeden z výraz̊u√
1− x2,

√
x2 − 1 nebo

√
1 + x2.
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V integrálu
∫
R
(
x,
√

1− x2
)

dx se lze odmocniny zbavit substitućı x = sin t. Pak je

x = sin t ,
√

1− x2 = cos t

a integrál vede na integraci racionálńı funkce v proměnných sin t a cos t, který jsme
vyšetřovali dř́ıve.

V integrálu
∫
R
(
x,
√
x2 − 1

)
dx lze k odstraněńı odmocniny použ́ıt vztah cosh2 t−sinh2 t =

1, tj. cosh2−1 = sinh2 t. Po substituci x = cosh t pak dostaneme
√
x2 − 1 = sinh t. Protože

podle definice je

cosh t =
et + e−t

2
, sinh t =

et − e−t

2
,

dostaneme integrál racionálńı funkce v proměnné et. Od proměnné t k proměnné x se
vrát́ıme pomoćı vztahu et = x+

√
x2 − 1.

V integrálu
∫
R
(
x,
√

1 + x2
)

dx se lze odmocniny zbavit podobně jako v předcházej́ıćım

př́ıpadě substitućı x = sinh t. Pak je
√

1 + x2 = cosh t a pro inverzńı transformaci dosta-
neme et = x+

√
x2 + 1.

Jiná možnost je položit x = tg t. Pak dostaneme

√
1 + x2 =

√
1 + tg2 t =

√
1 +

sin2 t

cos2 t
=

1

cos t

a integrál převedeme na integrál z racionálńı funkce proměnných cos t a sin t, který jsme
vyšetřovali dř́ıve.
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