Urdity integral a jeho aplikace

Dokazte, ze konstantni funkce f(x) = ¢ je integrovatelnd na libovolném intervalu {a, b) a plati

/acf(x)dx:c(b—a).

Dokazte podle definice, 7e funkce f(z) = « je integrovatelna na intervalu (0, 1) a plati

1
1
/ zde = - .
0 2

b
Vypoctéte podle definice / e’ dx; b > a. [eb — ea]
Vypoctéte podle definice / coswrdz;w > 0;a>0. [smwa
0 (o3}
b bs+1 _ as+1'
Vypoctéte podle definice / z8de; s >0;0< a<b. [T
a s
Uzitim Newtonova-Leibnitzova vzorce vypoététe:
27 1
1525
o [ e ) [T
8

VERE
b [
) /1 1+ 22

3n/4
¢) / cotg x dx

i

/4
Vypodététe:
4 22 re(l,2)
a z)dx, kde f(z)=4¢ 8
[ s (@) {_ e
4
b) |2 — 2| da

Vypoététe derivaci funkee F'(z):

a) F(x):/j fitz

b)  F(z)= /0 et dt

t

Vysetiete pribéh funkce F(z) = / f(t)dt, kde f(t) = { )
0

€(0,1)

[F(l‘) = { iz_ﬂl/z i E Egz)]
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Vypodtéte stiedni hodnotu funkce f(z) = sin# na intervalu:

) 5

b) (0, m) [2

7T_
¢) (0,27) [0]
1 _ -7
Vypodtéte stiedni hodnotu funkce f(#) = ™% cos 2 na intervalu {0, 7). [ 5e
7

Ve kterém bodé nabyva funkce f(z) = 22? 4+ 3z + 3 své stiedni hodnoty na intervalu (1,4).

—34 /181 ]
1

r x€(0,1)

na intervalu (0,2) a zjistéte, zda ji funkce
2 x>1

Urcete stiedni hodnotu funkce f(z) = {

f(x) v négjakém bodé nabyva. é ; nenabyva
4

Uzitim véty o substituci vypoctéte:

t rde

a o
) 0 Vri49
o[ 7]
0 V4—2? 6
et da T
C) /) m [arctg e — Z:|
1
d) / Va?—2x—1da [neexistuje]
0

Voptde [3 \/5-

e —_— — argsinh 1 — —
N S T

) /2 z3dz [4
0 244 —x2 3_

Vypoétét /W dr il
oltéte _ —
P o l+4cos?a V2]
Pomoci metody per partes vypoctéte:
/2 2 _
a) / x? - coszdz [——2
0 4 |

b) / In® 2 dz [6 — 2¢]
1

7T/2 _ 1 T

Vypocététe J, = / cos” z dx Jn = n Jn_s; Jo = z; Ji=1
0 n 2 _
Vypoététe obsah rovinného obrazce ohrani¢eného pifmkou = 2 a grafy funkei fi(z) = 22+ 1 a
11 |

fa(z) = ™", g—i—e_2




Vypoététe obsah rovinného obrazce ohraniceného kfivkou s parametrickym vyjadienim z = ¢2 — 1,

8
=t3—t,te(-1,1). —.
y (=11) [1 5]
Vypoctéte obsah rovinného obrazce ohrani¢eného ¢asti kardioidy dané parametrickymi rovnicemi:
z =2acost—acos2t, y=2asint —asin2t, ¢t € (0, 7), a > 0 a osou x. [37Ta2]
Uréete obsah oblasti ohrani¢ené Bernouliho lemniskatou (z? + y*)? = a?(2? — y?), a > 0. [az]

Uréete obsah oblasti ohrani¢ené grafem funkce f(z) = 23 + 2 — 62, € (—3,3), osou z a pifimkou
xr =3. [ ]

1
Vypoététe délku oblouku grafu funkce y = In(1 — 2?), z € <0, §> [—— +1n3

Vypoététe délku jednoho oblouku cykloidy s parametrickym vyjadfenim: z = a(t — sint), y
a(l —cost), t € (0,27, a > 0. [8a

gll

Vypodtéte délku kardioidy s vyjadienim v polarnich soufadnicich: p = a(l — cos¢), ¢ € {0, 27),
a> 0. 8]

2 2
Vypoctéte objem rotacniho elipsoidu, ktery vznikne rotaci elipsy f—6 + % =1 kolem osy: a) z; b)
y. [a) 487 ; b) 647]

Vypoctéte objem rotacniho télesa, které vznikne rotaci rovinného obrazce ohrani¢eného hyperbolou

h
z? — y? = a? a p¥imkou = a + h kolem osy z. [71-]12 (a + 5)]

Vypoctéte objem rotacniho télesa, které vznikne rotaci rovinného obrazce ohraniceného jednim
obloukem cykloidy ¢ = a(t —sint), y = a(1 — cost), t € {0, 27) a osou z, kolem osy . [571'2a3]

Vypoététe objem télesa ohrani¢eného rovinami y = z, z = 0 a rotaéni valcovou plochou 22 +y% = 1.
2
3

Vypoctéte povrch kulového pasu ohrani¢eného rovinami ve vysi @ a b nad rovinou symetrie, kdyz je
polomér koule 7. [27r(b— a)]

Vypodtéte povrch rotaéni plochy, kterd vznikne rotaci kardioidy p = a(1 + cos ¢) kolem polérni osy.

32 ]
— Ta
E
Vypoctéte praci, ktera je tfeba k vyzdvizeni druzice s hmotnosti m do vysky h. (Pfedpoklédejte,
7e je tieba prekonat pouze pfitazlivou silu Zemé). [R 7 mgh
b b3'
Vypoctéte pomoci definice / z? da. [g
0 _
b
Vypoctéte pomoci definice / e “dx; b > a. [e_a — e_b]
a




. ‘. 1 — coswa
Vypocététe pomoci definice / sinwzxde; w >0, a>0. [7]
0

w

Uzitim Newton—Leibnitzova vzorce vypoctéte:

8

a) x dx

27 fw
d) / sin(wz + ¢) dw
0

e) 1 (e" — 1)4 e’ dx E (e —1)°
/ e
) /16 1—|—;nx de [%
Vypodététe:
2 /01\/1—1——xdx [g (V8- 1)
b) / (i i5> [%
Vozde 1]
) ey i

sinh 2 dx

(&
) v/sinhl V1+$2

3 dz 1. 4
2 / 527+ 32 =3 [3 i 3]
Vypodététe:
2
a) /0 |1 — 2| da [1]
27
b) / | cos z| da [4]
0
10 @ re(l,2) 15
d) /07T zsgn(cosz)da [%2]
e) /1 sgn r dx [0]
-1
7
™ sinz x €(0,=
f) /0 f(z)de, kde f(x):{ < 2> [1+g]

1 l‘E(g,ﬂ'>




Vyjadiete funkei () jako hodnotu integralu s proménnou horni mezi:
xr 31
a)  F(z)= / 2 dt [x—
0 3 ]
b)  F(x)= / 15 dt
T t3 t4 4 5:
¢) F(x):/ o) ——
1 5 4 20 |

Vypoététe derivaci funkee F'(z):

Todt 1
Fl)= [ —— Fl(z) = ——
R /1 1412 [ ) 1+l‘2]
b)  F(z)= / et dt [F’(x) - e—f]
0
< Int
Q) F(z)= / HT dt [F'(z) = z]
2
1
d) F(x)= / Intdt [F'(z) = =4z Inx]
Urcete prvni derivaci funkce F(z) v uvedenych bodech:
Tl—t+t? 1]
a) F(l‘):/ 7+dt v bodé z =1 -
o L4+t+12 3]
e 7 7 1 |
b F(x)= sintdt v bodech 2 =0; 2=—; 2= < 0; —; 1
E T e
’ 3 5]
¢) F(x)= V1+t2dt v bodech l‘IO;l‘IZ —1;—1
§ L gt }
Urcete hodnotu druhé derivace funkce F(z) = il bodé z = 1. [—2]
0
Urcete extrémy funkce F(z) = / te™" dt. [F(0) =0; minimum]
0
Vysetiete pribéh funkce F(z):
11, :
@ -4+ -z x>0
a) F(x):/ (i, zeR Flay=4 2 2
-1 5 — 5 l‘z r < 0
v 1 te(01) e — 1 z€(0,1)
b) F(z)= Fr)de, kde f(t) = F(x) =
) P /Oef() ) kde (1) {—1 t>1 [(x {Qe—l—ex z>1

) F(x):/oxf(t)~sintdt,kde f(t):{l te {0, [F(x):{l—cosr e (0,m)]

0 t>nw 2 x>
T, 2 3 9 ]
d) F(z)= [ (t*—=3t+2)dt F(m):?—ix + 2z
0 |
Pro¢ pouziti Newton-Leibnitzova vzorce pro tyto integraly vede k nespravnym vysledkam:
1
d
a) / —f [F'(#) neni omezend v {—1,1}]
1 Z
27
1 d 3 .
b) / 5 i F(z) nema v £=2 az=2n derivac
0 2+tgiz cosuw 2 2




Vypoctéte stiedni hodnotu funkce:

. T 2
a)  f(z) = cosz na intervalu <0, §> [;]
b)  f(x) =€” — 22 na intervalu (0, 1) [e — 2]
2
¢)  f(x) = +/z naintervalu (0,100) [30]
d)  f(x) = Va?> — 2% naintervalu {—a,a) [l—a]
Ve kterém bodé nabyva funkce f(x) své stfedni hodnoty na daném intervalu:
a) flx)y=23+1; ze(-1,1) [0]
1
b r)=22-1; z€/(0,1 [_]
) fx) (0,1) 7
2 rel0,1
¢)  flx) = { : i c El, 3; [nenabyvé své stfedni hodnoty]

Rozhodnéte, ktery z integralu nabyva vétsi hodnoty, aniz je budete pocitat:

1 1
a) / x?dx; / 23 dx [prvni]
0 0

2 2
b) / zde; / 2% da [druhy]
1 1

Pomoci véty o stfedni hodnoté odhadnéte hodnotu integralu /27T dix [4% <I< 471']
o1+ 5 cose
Uzitim véty o substituci vypoctéte:
a) v dz [T+ 2In2]

b) /Olﬁdgg [Q_g]

8 rde 32
) /3\/1+x [?_
e+T+e2|
1+2

n

Vypoététe:
v [ arer E
| N [5’1’_2]
9 /\/1——d e



> rde

o VI+3z
o) /Oaxmdx; >0 [Eazﬁ]
) /_amclx [gaz]
5 e
g) . :7fof;§
" /Wﬂ [z 3_1]

z2\/4 — 2 6
Vypodététe
/2 17
a) / cos’ zsinz dz [§

T
/0 2—|—sm x [%

/ sin x 17
g cosdw 2]

2

= to L
/0 2cosa:—|—3 [\/5 arcg\/g_
/ _6de x 6]

0 6 +sin?z 2V 7

/2 sin z cos ¢ dz 1 a

f) 3 —— In|+
o a®cos?a+ b?sin” x a?—b bl

Vypoctéte pomoci vhodné substituce:
1
1—
[ 5o
0 1 + X 2

/8 V8x —x?de [87]
o /e
¢) /1 5 dz [e — \/€]

X

% er /er =1
. Tea3 [4 — 7]

e) /0 sin® gdx [?—g]
7T/4 7 8

f 2¢ d —

) /0 cos' 2z dx [35]

dz

5—3cosz

27
R T T . Sy
Pro¢ nelze pocitat / pomoci substituce tg 5= t? tg 5 neni spojitd na (0, 271')]
0

Vypoctéte pomoci metody per partes:

1
1
a) / arctg x dx [z - = IHQ]
; 13



2

b) / In 2 da [2ln2 — 1]
1
¢) / z?sinz dz [71'2 — 4]
0
! 1
d) / e’ dx [— (1 + ez)]
0 4
1
e) / ze~ " dx [1 — 2e_1]
0
/2 T _
f) / e?” cosz dx [e 2]
0 5
/2 n—1 T
Vypoctéte J, = / sin” z dx Jn = Jn_a; Jo = 5; Jy = 1]
0 n

Dokazte, ze je-li J,, = / In™ x dx, pak plati J,, = e —mJy_1, kdem=1,2,....
1

Vypoététe obsah rovinného obrazce ohraniceného pifmkou = 2 a grafy funkef fi(z) = 22, fa(z) =

1 7

L [_ Cn2
x 3 |

Vypoététe obsah rovinného obrazce ohrani¢eného kiivkami o rovnicich: y> =2z +1, 2 —y— 1 =
16]

3
. . 1]

Vypoctéte obsah oblasti ohrani¢ené grafy funkef: fi(z) = 22, fao(x) = /2. [§
. . o 3 1
Vypodtéte obsah oblasti ohrani¢ené grafem funkce f(x) =« — 2° a osou #; « € {0, 1). 1
s . o ) 4 9 9 96]]
Vypoctéte obsah oblasti ohrani¢ené grafy funkei y = 2* —4z°, y =4 — z~°. =
Vypo¢téte obsah oblasti ohraniéené kfivkami o rovnicich #? +y?> =2 a y = z2. g + 3
s . o . g 9 (32 -]
Vypoctéte obsah oblasti ohrani¢ené parabolami y* + 8z = 16 a y° — 24z = 48. £} V6
Vypoitéte obsah oblasti ohranicené kiivkami f1(z) = —— a fu(z) = & T 1]
oltéte obsah oblasti ohrani¢ené kfivkami fi(z) = =—. - — =
P L 1122 M7= 27 3

Vypoététe obsah obrazce ohrani¢eného kubickymi parabolami 6z = y — 16y a 24z = y> — 16y. [16]

Vypoététe obsah obrazce ohrani¢eného parabolou y = —2% + 42 — 3 a te¢nami k ni v bodech [0; —3]
0]
3;0]. z
a [320 H
Vypoététe obsah oblasti ohrani¢ené parabolou y? = 2px a normélou k ni, kterd svira s kladnym
. , 16
smérem osy x thel 135°. gp




Uréete obsahy oblasti, na které parabola y? = 62 déli kruh z? + y? < 16.

4 4
3(47—1—\/3);3(87—\/3)]

Vypoctéte obsah rovinného obrazce ohrani¢eného jednim obloukem cykloidy s parametrickymi

rovnicemi = a(t —sint), y = a(l — cost), a > 0, a osou x. [37Ta2]
. o . 3 .3 3

Vypoctéte obsah obrazce ohranicené asteroidou = acos”t, y = asin” ¢. 3 wa
s o . 9 3 72

Vypoctéte obsah obrazce ohrani¢eného smyckou x = 3t°, y = 3t — ¢°. 5 V3

Vypoctéte obsah oblasti ohranic¢ené kardioidou & = 2a cost — acos 2¢, y = 2asint — a sin 2¢. [67Ta2]

Vypodtéte obsah oblasti ohrani¢ené kardioidou s vyjadfenim p = a(1+cos ¢), kde p a ¢ jsou polarni

. 3
soufadnice. — ra?

12

Vypodtéte obsah obrazce ohranieného kiivkou p = a|sin 2¢|; a > 0; ¢ € (0, 2x) (CtyFlistd raze).

1
5 7'1'Cl2
s . AN (1,
Vypoctéte obsah oblasti ohrani¢ené kiivkou p = acosbp; a > 0. 1 wa
Vypodtéte obsah oblasti ohrani¢ené kiivkou p = 2a(2 4 cos ¢). [187Ta2]

Piechodem k polarnim soufadnicim vypoctéte obsah plochy ohrani¢ené kfivkou o rovnici 22 + 42 =

3azy (Descartesiv list). [% a’

Piechodem k poldrnim soufadnicim vypoététe obsah plochy ohrani¢ené kiivkou o rovnici (z?+y*)? =
2a’xy. [az]

Uzitim polarnich soufadnic urcete obsah oblasti ohranicené kiivkama:

a) x4 4 y4 — a2(l,2 4 yZ) [\/iﬂ'az]

b) (2% 4+ ¢*)® = da’zy(2? — y?) [az]
Uréete obsah oblasti ohrani¢ené kiivkou (z? + y?)? — a?2? — b?y? = 0. [g (a® + bz)]

. . o . o 2 2 4 4
Urcete obsah oblasti ohrani¢ené uzavienou kiivkou y° = z* — z*. 3

Urcete obsah oblasti ohranicené uzavienou kfivkou

2 ¥ = (12 H
3

4 _ .3 2.9 _ T o9

b) a*—ax+a*y" =0 [Sa]

b
Vypoctéte délku oblouku fetézovky, tj. grafu funkce y = a cosh f, pro || < b;a,b > 0. [Qa sinh —]
a a




Urcete délku grafu funkce:

) fx)=lnz; xe(V3.VE) [H%m;
b)  f(z) = arcsine +v1—22; ze(-1,1) [4]
¢)  fle) =+a®>—2?;, x€{—a,a) [wa]

1 1+sinal]

d) f(x)=Incosz; z€{0,a) [5 In ‘Jm
e® eb _e—b'

o )=l J_ri e e (b [m S

Vypoététe délku asteroidy #2/ +y2/3 = a?/3. Pouzijte parametrizace = acos®t, y = asin’t. [6a]

Urcete délku kiivky dané parametricky:

) .
a £ =acos®t; = asin’t [5&(1—1——1112—1— 3)
) y etz v9))|
[
b) x=a (cost + Intg 5) ;  y=asint od bodu [0;a] do [z;y] (traktrix) [a In g]
a
5 -
¢) @ =R(cost+tsint); y= R(sint—tcost); te&(0,7) (evolventa kruznice) [% R
.
d) x=(%—-2)sint+2tcost; y=(2—1t%)cost+2sint; te (0,7 [%
t? -
e) x=t*; y=t-— 3 délka smycky [4@
Urcete délku kiivky v polarnich soufadnicich:
a) p=ap; a>0; ¢e(0,2n) (Archimedova spirdla) % argsinh 27 + wav/'1 + 471'2]
b) p:asin?’g; a>0 [%ﬂ'a]
4 4
¢) prp=1; € <i 3> (hyperbolicka spirala) [% + In g]

Vypo¢téte objem télesa vzniklého rotaci oblasti ohranicené kiivkami y? = 4z, z = 1 a y = 0 kolem
osy . [27]

Wy 2
a? _b_z_l’

)

Vypoététe objem chladici véze, jejiz plast ma tvar rotaéniho hyperboloidu

Vypoctéte objem télesa, které vznikne, kdyz kolem osy y rotuje plocha ohranicend hyperbolami

xz—yzzlayz—%zl;x>0. [471'(\/_—§)

. . 16
Vypoététe objem télesa, které vznikne rotaci smyéky (y — 1)? = #%(1 — z) kolem osy =. [E T

. . — R)?

Vypoctéte objem kruhového zlabu, ktery vznikne rotaci paraboly z = u; 0<z<a< R,
8

kolem osy z. [ 371- Ra?

10



. . . . Py [ 64 ]
Vypot¢téte objem télesa, které vznikne rotaci ¢ary y? = 22 — 27 kolem osy ¥. 105 T

Vypodltéte objem télesa, které vznikne rotaci obrazce ohrani¢eného kardioidou p = a(l — cos ¢),

a > 0, kolem osy . - 7a

Vypoététe objem spoleéné ¢4sti vnitikn rotaéniho paraboloidu 2az = 22 +y? a koule 22 4+ y? 4+ 27 =

342, [é ra (63— 5)

o ) ) T R TC R 4 1
Vypoctéte objem obecného trojosého elipsoidu — + = + 5 <L 3 wabe
a ¢

Vypoététe povrch parabolického zrcadla o rovnici z = a(z? 4+ y?), 2? + y? <

Vypoététe povrch rotaéniho télesa, které vznikne rotaci ¢ary y = sinz, # € (0, 7) kolem osy .

27 (V2 + In1 + v3)]

Oblouk grafu funkce y = tgx pro = € <0, %> rotuje kolem osy #. Vypoctéte obsah plochy vzniklé

2v2 4 2
touto rotaci. alvh—v2+In2—=
l ( ﬁ“)

Vypoététe obsah plochy vzniklé rotaci smycky kiivky 9ay® = 2(3a — x)? okolo osy . [37Ta2]

Vypoététe obsah plochy vzniklé rotaci asteroidy # = acos®t, y = asin® ¢ kolem osy . —7a

y = a(l — cost) kolem osy . — 7a

Vypoctéte povrch rotacniho télesa, které vznikne rotaci kiivky p = 2a cos ¢ kolem osy y. [471'2a2]

2 2
Vypoctéte povrch rotacni plochy vzniklé rotaci elipsy x—z + z—z =1, a>b>0, kolem osy z.
a
a ) a? — b2
[271'1) (b + — arcsin E) ; kde e = ———
2 a

11



