Prednaska 1.

Definice 1.1. Necht je M mnozina. Funkci p : M x M — R nazveme metrikou,
jestlize ma nasledujici vlastnosti:

(1) pro kazdé z € M je p(x,x) = 0;

(2) pro kazdé x, y € M, x # vy, je p(z,y) = p(y, ) > 0;

(3) pro kazdé x, y, » € M plati p(x, 2) < p(z,y) + p(y, 2).
Mnozinu M, na které je definovana metrika, nazyvame metricky prostor. Pokud
budeme chtit zdturaznit, ze M je metricky prostor s metrikou p, budeme psat (M, p).

Definice 1.2. Necht je (M, p) metricky prostor a zo € M. Pro kazdé ¢ > 0
nazyvame mnozinu vSech x € M, pro ktera je p(:c, mo) < & okolim bodu x( (pfesnéji
otevrenym €—ovym okolim bodu xg. e—ové okoli bodu xy budeme znacit U, (:1:0).

Mnozinu vSech bodi x € M, pro ktera je 0 < p(x, xo) < € nagyvame prstencové
okoli bodu xy a budeme jej znacit P. (:)30).

Definice 1.3. Necht (M, p) je metricky prostor a X C M. Bod x € X nazveme
vnitini bod mnoziny X pravé tehdy, kdyz existuje okoli U (z) takové, ze U.(z) C X.
Mnozinu v8ech vnitinich bodi mnoziny X C M nazyvame vnitrkem mnoziny M a
znacime X°.

Definice 1.4. Necht (M, p) je metricky prostor. Mnozina X C M se nazyva
otevrend praveé tehdy, je-li kazdy bod x € X vnitinim bodem mnoziny X, tj. prave
tehdy, kdyz X = X°.

Definice 1.5. Necht (M, p) a (M, o) jsou metrické prostory. Jestlize existuji realnd
¢isla a a b, 0 < a < b takova, ze pro kazdé =, y € M plati ap(z,y) < o(x,y) <
bp(z,y) nazveme metriky p a o ekvivalentni.

Definice 1.6. Necht je (M, p) metricky prostor a X C M. Bod x € M nazyvame
hromadny bod mnoZiny X pravé tehdy, kdyz kazdé prstencové okoli P.(x) ob-
sahuje alespon jeden bod mnoziny X. Mnozinu vSech hromadnych bodd mnoziny
X budeme znacit der X.

Definice 1.7. Necht (M, p) je metricky prostor a X C M. Pak mnozinu X =
X Uder X nazyvame uzdvér mnoziny X.

Definice 1.8. Podmnozina X metrického prostoru (M, p) se nazyva uzaviend
praveé tehdy, kdyz obsahuje vSechny své hromadné body, tj. pravé kdyz X = X.

Definice 1.9. Necht je (M, p) metricky prostor a X C M. Hranici mnozZiny X

nazjvame mnozinu 0X = XNM \ X. Bod x € 0X se nazjva hraniéni bod mnoZiny
X.
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Definice 1.10. Necht je (M, p) metricky prostor a X C M je neprazdna. Primé-
rem mmnoziny X nazyvame cislo

dia(X) = sup p(z,y).
z,yeX

Je-li X = (), klademe dia(X) = 0.

Mnozina X C M se nazyva omezend, je-li dia(X) < oo.

Definice 1.11. Necht je (M, p) metricky prostor. Mnozina X C M se nazyva
nesouvisld pravé tehdy, kdyz existuji podmnoziny A, B C X takové, ze X = AUB
aANB=ANB = (. Mnozina X C M se nazjvéa souvisld pravé tehdy, kdyZ neni
nesouvisla.

Definice 1.12. Vzddlenosti dvou neprazdnych podmnozin X a Y metrického pros-
toru (M, p) nazyvame ¢islo

dist(X,Y) = inf p(z,y).
yey

Definice 1.13. Necht je V vektorovy prostor nad télesem R. Zobrazeni v : V — R,
pro které plati‘

(1) v(z) =

(2) v(z) = 0 =2 =0

(3) v(az) = lalv(z)

(4) v(z+y) <v(z)+v(y)
se nazyva norma. Vektorovy prostor V', na kterém je definovina norma se nazyva
normovany prostor. Jestlize chceme zdtiraznit, ze V' je normovany prostor s normou
v, budeme psat (V,v).

Definice 1.14. Dvé normy v; a v vektorového prostoru V' se nazyvaji ekvivalentny,
jestlize existuji a, b € R, 0 < a < b, takové, ze avy(x) < vo(z) < by (z).

Definice 1.15. Necht je V' vektorovy prostor nad télesem R. Pak funkci (-,-) :
V xV — R, kterd méa pro kazdé x, y, z € V a a, b € R vlastnosti:

( ) (CZCL' + by7 ) - CL(CIZ‘,Z) + b(y7z)7

(2) (z,9) = (v, 2),

3) (z,2) =0,

(4) (ac,x) =0e2x=0

nazyvame skaldrni soucin. Casto se znaci (x,r) = ||z||?.
Definice 1.16. Necht je V' vektorovy prostor a x, y € V. Mnozina vSech bodt

z=x+(y—x)t,t € (0,1) se nazyva usecka z bodu x do bodu y. Bod z je pocdtecni
bod a y koncovy bod této tsecky.



Definice 1.17. Podmnozina M vektorového prostoru V' se nazyva konvezni, je-
stlize pro kazdé dva body x, y € M lezi celd tisecka z bodu x do bodu y v mnoziné
M, tj. pro kazdé t € (0,1) je x + (y —x)t € M.

Definice 1.18. Podmnozina M C R" s metrikou generovanou normou v, se nazyva
kompaktni, jestlize je omezena a uzaviena.



Prednaska 2.

Definice 2.1. Posloupnosti v metrickém prostoru M nazyvame kazdé zobrazeni
f:N— M.

Definice 2.2. Posloupnost x, v metrickém prostoru (M, p) se nazyva omezend
pravé tehdy, kdyz je omezend mnozina {z,; n € N}, tj. kdyz existuje x € M a
K € R takové, ze pro kazdé n € N je p(z,z,) < K.

Definice 2.3. Necht je x,, posloupnost a k1 < ko -+ < ky, ..., k; € N. Pak posloup-
nost y, = x, nazyvame vybranou posloupnosti z posloupnosti x,,.

Definice 2.4. Necht je z,, posloupnost v metrickém prostoru (M, p). Prvek x € M
se nazyva limitou posloupnosti x,, pravé tehdy, kdyz lim p(x,z,) =0, tj. kdyz ke
n—oo

kazdému € > 0 existuje ng € N takové, ze pro kazdé n € N, n > ng je p(z,x,) < €.
Jestlize je x limitou posloupnosti z,,, piSeme lim z,, = x a fikdme, Ze posloupnost
n—oo
x, konverguje k prvku z.
Posloupnosti x,,, které maji limitu se nazyvaji konvergentni a posloupnosti, je-

jichz limita neexistuje nazyvame divergentni posloupnosti.

Definice 2.5. Necht je f,(x) posloupnost omezenych funkci na mnoziné M C
R. Rekneme, Ze posloupnost f,(x) konverguje bodové k funkci f(x), jestlize pro
kazdé € > 0 a pro kazdé x € M existuje ng(x) takové, ze pro kazdé n > ng(z) je
| fn(z) — f(x)| < e. Bodovou konvergenci posloupnosti funkei f,(z) k funkei f(z)
budeme znacit f,(x) — f(z).

Definice 2.6. Necht je f,(x) posloupnost omezenych funkci na mnoziné M C R.
Rekneme, ze posloupnost f,,(z) konverguje stejnomérné k funkci f(x), jestlize pro
kazdé ¢ > 0 existuje ng € N takové, ze pro kazdé x € M a pro kazdé n > ng je
’ fulz) = f (:1:)} < e. Stejnomérnou konvergenci posloupnosti funkei f,,(z) k funkci
f(x) budeme znacit f,(z) = f(x).

Definice 2.7. Posloupnost x, v metrickém prostoru M se nazyva Cauchyovskd
praveé tehdy, kdyz spliiuje Cauchy—Bolzanovu podminku: Ke kazdému £ > 0 existuje
no takové, ze pro vSechna m, n > ng plati nerovnost p(z.,,x,) < €.

Definice 2.8. Metricky prostor (M, p) se nazyva uplng, mé-li kazda Cauchyovska
posloupnost x,, v M limitu v M.



Prednaska 3.

Definice 3.1. Necht f: X — Y je zobrazeni metrického prostoru (X, p) do met-
rického prostoru (Y, o). Necht a je hromadny bod X. Rekneme, ze A € Y je limitou
zobrazeni f a bodé a, jestlize ke kazdému £ > 0 existuje § > 0 takové, ze pro kazdé
x € X, pla,z) < 4§, x # a, je J(A,f(x)) <e.

Definice 3.2. Necht f: X — Y je zobrazeni metrického prostoru (X, p) do met-
rického prostoru (Y,o) a M C X. Rekneme, Ze funkce f(x) méa v bodé a, ktery je
hromadny bod mnoziny M limitu A vzhledem k mnozine M pravé tehdy, kdyz ma
funkce f = f’M v bodé a limitu A. Pak piSeme lim f(z) = A.

xeM

Definice 3.3. Necht je f : X — R, kde X C R", je funkce n proménnych a
a je hromadny bod mnoziny X. Rekneme, 7e funkce f(z) ma v bodé a limitu
plus nekonecno, resp. limitu minus nekonecno, jestlize ke kazdému K € R existuje
prstencové okoli Pjs(a) takové, ze pro kazdé x € X N Ps(a) je f(x) > K, resp.
f(z) < K. Pak piseme ig}r}z f(z) = +o0, resp. }g}z f(x) = —oc.

Definice 3.4. Necht f: M — S je zobrazeni metrického prostoru (M, p) do met-
rického prostoru (S, o). Rekneme, ze zobrazeni f je spojité v bodé a € M, jestlize ke
kazdému e > 0 existuje 6 > 0 takové, ze pro kazdé x € M, pro které je p(a,z) < 4,
plati nerovnost o (f(a), f(z)) < e.

Definice 3.5. Necht je f : M — S zobrazeni metrického prostoru M do metrického
prostoru S a nechf X C M. Rikdme, ze zobrazeni f je spojité v bodé a € X vzhledem
k mnozine X, jestlize ke kazdému ¢ > 0 existuje 0 > 0 takové, ze pro kazdé x € X,
pro které je p(a,z) < &, plati nerovnost o (f(a), f(z)) < e.

Definice 3.6. Necht je f : M — S zobrazeni metrického prostoru (M, p) do met-
rického prostoru (S,0) a X C M. Rikdme, 7e zobrazeni f je spojité na mnoZziné X
praveé tehdy, kdyz je spojité v kazdém bodé mnoziny X.



Prednaska 4.

Definice 4.1. Necht je ddna funkce f : R® — R a bod a € D5. Jestlize existuji
realna cisla ¢, k = 1,2,...,n takova, ze plati

fla+h) = f(a)+cih + coha + - + coho +1(a. k) = f(a) + Y _ cxhy, +1(ah)

k=1
. |n(a,h)| Y .
a lim ——— = 0, nazyvame linearni funkci
h—o A
df(a,h) = crhy + cahg + -+ + cohy = Y cxhp =c-h
k=1
proménné h = (hl, ha, ..., hn) diferencialem funkce f(x) v bodé a.

Jestlize existuje diferencial funkce f(z) v bodé a, nazyva se funkce diferencov-
atelnd v bodé a. Funkce f(x) se nazyva diferencovatelnd na mnoziné M C R™, je-li
diferencovatelna v kazdém bodé mnoziny M.

Definice 4.2. Necht je f : R® — R*¥ aa € D3. Necht existuje matice C typu
(k x n) s prvky c;; takova, ze

f(@a+h) = f(a) + Ch+n(a,h)

. |m(a, h)|
lim ——— =10.
h—0 ||h||

Pak linedrni zobrazeni

Yy = Ch@yz = Zcijhj
j=1

nazyvame diferencialem zobrazeni f(x) v bodé a.

Jestlize existuje diferencial zobrazeni f(z) v bodé a, nazyvame toto zobrazeni
diferencovatelné v bodé a. Zobrazeni f(x) se nazyva diferencovatelné na mnoziné
M C R", jestlize je diferencovatelné v kazdém bodé a € M.

Definice 4.3. Necht je f: R" - R, a € Dy av = (Ul,vg,...,vn) vektor v R"™.
Necht je bod @ hromadnym bodem mnoziny M = {x; r=a+vt,tc R} N Dy
a F(t) = f(a+ vt). JestliZze existuje derivace F'(0), fekneme, Ze funkce f(z) ma v
bodé a derivaci podle vektoru v rovnou F’(0). Derivaci funkce f(z) podle vektoru

v znacime ——, f, apod.
Jestlize je ||v|| = 1, nazyvame derivaci podle vektoru v derivace ve sméru v.
Jestlize je vektor v jeden z jednotkovych vektori ve sméru souradnicovych os,
tj. v = e;, nazyvame derivaci fe, ve sméru e; parcidlni derivaci podle proménné x;.

/ |
oz, nebo f;.

Parcidlni derivace budeme znadit



Definice 4.4. Necht méa funkce f(x) v bodé a diferencidl. Pak vektor

grad f(a) = (f,l(a)vf,2(a)7 . ~,f,n(a))
nazyvame gradient funkce f(x) v bodé a.

Definice 4.5. Jestlize ma zobrazeni f(z) na oteviené mnoziné M C R™ spojité
parcialni derivace, tj. vSechny jeho slozky f;(x), i = 1,2,...,n, maji na M spojité
parcialni derivace, nazyvame zobrazeni f(z) zobrazenim tridy C7 na mnoziné M.
Mnozina v8ech zobrazeni t¥idy C; na mnoziné M se obvykle znaéi Cq(M).



Prednaska 5.

Definice 5.1. Rekneme, Ze funkce f(x) méa v bodé a diferencidl druhého Fddu
neboli druhy diferencidl, jestlize

(1) funkce f(z) ma diferencial prvniho fadu v jistém okoli bodu a,

(2) v8echny parcialni derivace f maji v bodé a diferencial prvniho fadu.
Druhy diferencial funkce f(x) v bodé a budeme znacit df(a, h) a plati

d’f(a.h) = ) air (gj) (@) hyhs .

r,s=1

Definice 5.2. Necht parcidlni derivace (x) existuje v jistém okoli bodu a.

i
i . 1 ) 0 0
Jestlize existuje parcidlni derivace — /

parcidlni derivaci funkce f(x) podle proménnych z; a z; v bodé a.
Druhé parcialni derivace se ¢asto znaci

0 of B 0% f B

> (@) nazyvame tento vyraz druhou

Definice 5.3. Necht je f(z) funkce n proménnych. Jestlize existuje parcidlni de-
rivace

9 ( o1y

8wik 8%,%18‘%%72 .

ak
. .(9:Eil> (a) - f ] -31132'1 (a‘) = f,i1i2--~ik717:k (a) )

8$ik 6%@71 .

nazyvame tento vyraz parcidlni derivaci funkce f(x) podle proménnych iq, is, ... ,
ik v bodé¢ a.

Definice 5.4. Necht je dana funkce f(z) = f(xl,a:g, e ,xn). Rekneme, 7Ze funkce
f(z) ma v bodé a diferencidl fadu k nebo diferencial k—tého tddu, jestlize
(1) vSechny parcidlni derivace funkce f(z) az do fadu (k — 2) v¢etné maji difer-
encial prvniho radu v jistém okoli bodu a
(2) vSechny parcidlni derivace funkce f(x) fadu (k—1) maji v bodé a diferencial
prvniho radu.

Pak definujeme k—ty diferencidl funkce f(z) v bodé a vztahem
d* f(a,h) = d(d**f(z,h))(a,h),

kde diferencial fadu (k — 1) povazujeme za funkci proménné z.

Definice 5.5. Necht je M C R™ oteviena mnozina. Jestlize ma funkce f(z) na
mnoziné M vsSechny parcidlni derivace az do fadu k vcéetné spojité, rikame, zZe je
tT‘vZ/dy C k (M )

Jestlize ma funkce f(x) na oteviené mnoziné M C R™ spojité parcialni derivace
vSech Fadu, fikdme, ze je tridy Coo (M) neboli ze je hladkd na M.



Prednaska 6.

Definice 6.1. Necht je M C R" oteviend mnozina a f : M — R". Rekneme, ze
zobrazeni f je reguldrni zobrazeni mnoziny M, jestlize vSechny funkce fi(z) maji
na M spojité vSechny parcialni derivace prvniho fadu a pro kazdé x € M je

oh on o
Oxr1 Oxrs Oz,
8f2 % % D(f17f2;"'7fn)
det dxry Oxzgy Oz (=) = D<l‘1,w2,...,xn) @) #0.
% . % ........ %
Ooxr1 Oxo oz,
Matice % % %
0x1 Oxo o0x,
fiz)= O0x1 Oxo ox, ()
% ) % ........ %
Ooxr1 Oxo ox,

_ D(fl,f%"'?fn)

D(xl,xz, .. ,:z:n)

se nazyva Jacobiho matice a jeji determinant det(f’)(x)

nazyvame Jacobiho determinant neboli jakobidn zobrazeni f.



Prednaska 7.

Definice 7.1. Necht je f: M — R, kde M C R™ je funkce n—proménnych, a € M
a funkce f(z) je definovana na néjakém okoli bodu a.
Jestlize existuje 6 > 0 takové, Ze pro vSechna @, pro kterd je 0 < ||z — a|| < 9,
plati nerovnost
fx) > fla), (1)
fekneme, ze funkce f(z) ma v bodé a ostré lokdlni minimum.
Jestlize misto (1) plati
f(@) > fla),
fikdme, ze funkce f(z) ma v bodé a (neostré) lokdlni minimum.
Jestlize existuje § > 0 takové, pro ktera je 0 < ||z — a|| < ¢, plati nerovnost

fx) < fla), (2)
fekneme, ze funkce f(z) ma v bodé a ostré lokdlni mazimum.
Jestlize misto (2) plati
fz) < f(a),
fikame, ze funkce f(z) ma v bodé a (neostré) lokdlni mazimum.
Spoleény nazev pro (ostrd) lokalni maxima a minima je (ostré) lokdlni extrémy
a pro neostra maxima a minima neostre lokdlni extrémy.

Definice 7.2. Necht je f: F — R, kde £ C R" je funkce n—proménnych, M C E
aac M.
Jestlize existuje § > 0 takové, Ze pro vSechna x € M, pro kterd je 0 < ||[z—a| < §,
plati nerovnost
f®) > fla), (3)
fekneme, Ze funkce f(x) méa v bodé a ostré lokdlni minimum vzhledem k mnozZiné
M.
Jestlize misto (3) plati
f(@) = fla),
fikame, zZe funkce f(x) ma v bodé a (neostré) lokalni minimum vzhledem k mnoZiné
M.
Jestlize existuje 6 > 0 takové, ze pro vSechnax € M, pro kterd je 0 < ||[z—a| < 9,
plati nerovnost
fx) < f(a), (4)
fekneme, 7Ze funkce f(x) ma v bodé a ostré lokdlni mazimum vzhledem k mnoziné
M.
Jestlize misto (4) plati
f(x) < f(a),
fikdme, ze funkce f(z) ma v bodé a (neostré) lokdlni mazimum vzhledem k mnoziné
M.
Spoleény nazev pro (ostrd) lokdlni maxima a minima vzhledem k mnoziné M
je (ostré) lokdlni extrémy vzhledem k mnozZiné M a pro neostrd maxima a minima
vzhledem k mnoziné M neostré lokdlni extréemy vzhledem k mnozine M.
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Prednaska 8.

Definice 8.1. Nechf je Z C R" interval <a1,bl> X <a2,b2> X ...<an,bn>. Kazdou
mnozinu bodtd z;;, i1 =1,2,...,n,7=0,1,2..., N; € N, kde z;0 = a; < x;1 <
ZTio < -+ < x;N, = b;, nazyvame déleni intervalu Z. Déleni intervalu, tj. vyse uve-
denou mnozinu bodi, budeme znacit D. Mnozinu vSech déleni intervalu Z budeme
znacit .

Definice 8.2. Necht je 7 je interval a Dy, Dy jeho dvé déleni. Je-li kazdy bod
déleni D; bodem déleni D5, nazveme déleni Dy zjemnénim déleni D;.

Definice 8.3. Cisla s(f), resp. S(f) z (12), viz pfednasky, nazyviame dolni, resp.
horni, Riemanniv integrdl funkce f(x) pfes interval Z.

Jestlize v (12) plati rovnost s(f) = S(f) nazyvame toto ¢islo (Riemanniv) in-
tegral funkce f(x) pres interval Z a tikdme, Ze funkce f(z) je integrovatelnd na
intervalu Z. Pro tento integral pouzivame oznaceni

/f(xl,x%...,a:n)dmldxg...dxn:/f(:l:)dV, a pod.
T T

Definice 8.4. Necht M C R™ je omezend mnozina a x () je tzv. charakteristickd
funkce mnoziny M, ktera je definovana predpisem

() 1 prox € M
xr) =
X 0 prox ¢ M

Protoze je M omezena, existuje interval Z € R" takovy, ze M C Z. Jestlize existuje
Riemanntv integral

(M) = /I (@) dv,

fikame, ze mnozina M je (Riemannovsky) méritelnd a ¢islo d(M) se nazyva mirou
(obsahem) mnoziny M.

Definice 8.5. Necht je M C R™ je Riemannovsky méfitelnd mnozina a f(z) funkce
omezend na mnoziné M. Necht je 7 interval v R" takovy, ze M C Z. Definujme

funkci
A( ) { f(=) prox € M
r) =
0 prox € Z\ M

Jestlize je funkce f(x) integrovatelna na intervalu Z, fikdme, ze funkce f(x) je
integrovatelnd na mnoziné M a piSeme

[ 1@av= [ feres ) derdas. . de, =
M M
:/f(xlvaM";xn)dxlde...dIL’n.
7

Mnozinu vSech funkci, které maji Riemanntv integral pfes mnozinu M budeme
znacit R(M).
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Definice 8.6. Necht je f: M — R, kde M C R". Funkci
fo(@) = max(f(z),0), resp. f_(x) = max(—f(z),0)
nazyvame nezdpornou, resp. nekladnou, ¢asti funkce f(x).

Definice 8.7. Jestlize je M C R™ méfitelna mnozina takova, ze

d(M) :/ xar(@) dV =0,
M
nazgyvame mnozinu M mnozZinou miry nula nebo mnoZinou nulové miry.

Definice 8.8. Jestlize néjaka vlastnost V() plati pro vSechna £ € M mimo bodu
z mnoziny N C M a mnozina N ma miru nula, budeme fikat, ze vlastnost V(z)
plati skoro vsude na mnoziné M.

Tvrzeni V(z) plati skoro vSude na M budeme Casto psat jako: "V (z) plati s.v.
na M”.
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Prednaska 9.

Definice 9.1. Necht X je mnozina. Neprazdny systém 9t podmnozin mnoziny X
se nazyva mnozinovou algebrou, jestlize plati

(1) Pro kazdou mnozinu A € M je X \ A € M.
(2) Jestlize A; € M, i=1,2,...,n, pak U A; € M.

=1

(3) Jestlize A; € MM, i =1,2,...,n, pak [ | A; € M.

=1

Definice 9.2. Necht X je mnozina. Neprazdny systém 9t podmnozin mnoziny X
se nazyva mmnozinovou o—-algebrou, jestlize plati

(1) Pro kazdou mnozinu A € M je X \ A € M.
(2) Jestlize A; € M, i € N, pak U A; € M.

1=1

(3) Jestlize A; € M, i € N, pak m A; € M.

i=1

Definice 9.3. Nechf je X metricky prostor a B je nejmensi o—algebra, ktera
obsahuje vSechny oteviené podmnoziny X. Mnoziny ze systému ‘B se nazyvaji
Borelovské mnoziny.

Definice 9.4. Kazda funkce p na mnozinové o—algebie 991 mnoziny X, pro kterou
plati

(1) pro kazdou mnozinu A € M je 0 < pu(A) < oo,
(2) u(@®) =0,

oo oo
(3) pro kazdou disjunktni posloupnost A, € M je u (U An> = Z ,u(An)
n=1 n=1
se nazyva mira.
Pro A € 9 se nezéporné ¢islo p(A) nazyva mira mnoZiny A. Mnoziny, které
patii do o—algebry 9, na které je definovana mira p, se nazyvaji y—méfitelné.

Definice 9.5. Je-li A € 9 a pu(A) = 0 ikdme, ze A je mnoZina miry nula.
Definice 9.6. Jestlize je kazdd podmnozina kazdé mnoziny miry nula méfitelnd,
fikdme, ze mira u je uplna.

Definice 9.7. Jestlize je pu(A) < oo, fikdme, ze mnozina A mé konecnou miru.
Jestlize je mira celého prostoru X konecnd, tj. jestlize je pu(X) < oo, Fekneme,
Ze mira u je konecna.
Je-li cely prostor X sjednocenim spocetné posloupnosti mnozin konecéné miry,
rikdme, ze mira p je o—konecnad.
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Definice 9.8. Nechf je f funkce definovand na méfitelné mnoziné M. Rekneme,
ze funkce f(x) je méritelnd, jestlize pro kazdé a € R je méfitelnd mnozina

fEV(—00,a) = {zeM; flz)<a}.
Definice 9.9. Necht f(z) je realné funkce. Funkce f(z) = max(f(x),0), resp.
f—(x) = max(—f(z),0), se nazyvaji nezdpornd, resp. nekladnd, édst funkce f(z).

Definice 9.10. Jednoduchou funkci budeme nazyvat kazdou kone¢nou nezapornou
meéftitelnou funkci, kterd nabyva pouze konec¢ného poctu hodnot.

Definice 9.11. Necht jednoduché funkce f(x) definovand na méfitelné mnoziné
M mé tvar

f(x) =) arxan (),
k=1

kde M}, jsou méfitelné mnoziny. Integralem jednoduché funkce f(x) pfes mnozinu
M pfi mife p nazyvame ¢islo (koneéné nebo nekonecné)

/ f@)du =" app(My) .
M k=1

Definice 9.12. Necht je N C M méfitelnd mnozina a f(x) je jednoduché funkce
na M. Pak definujeme

/N F(a) dpi = /Mf(fc)-xw(ﬂf)du-

Definice 9.13. Necht je f(x) nezdporna méfitelnd funkce definovana na méfitelné
mnoziné M. Integrdalem funkce f(z) pfes mnozinu M pfi mife p nazyvame ¢islo

/f(w)dﬂz lim [ f.(2)du,
M M

n—oo

kde f,,(z) je neklesajici posloupnost jednoduchych funkci, které konverguji k funkci
f(@).
Definice 9.14. Necht je f(z) méfitelnd funkce na méfitelné mnoziné M. Necht

f+(z) a f—(x) jsou nezédporné a nekladna ¢ast funkce f(x). Integralem funkce f(x)
pres mnozinu M pfi mife p nazyvame cislo

/M f(2) dpu = /M fo(@) dp— /M [ (@) du

za predpokladu, ze rozdil vpravo existuje.
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Definice 9.15. Rikdme, ze funkce f(x) je integrovatelnd pres mnozinu M (nebo,

ze integral konverguje) pravé tehdy, kdyz je / f(x)dp konecéné ¢islo.
M

Definice 9.16. Necht je N C M méritelnd mnozina a f(x) je métitelna funkce
definovana na mnoziné M. Integrdlem funkce f(x) pfes mnozinu N budeme rozumét
integral

/N f(z)dp = /M F(@) - xn (@) dps

Definice 9.17. Nechf M je méfitelnd mnozina. Rekneme, Ze skoro vsechny body
mnoziny M maji jistou vlastnost V', mé-li mnozina vSech bodi x € M, které nemaji
vlastnost V' miru rovnou nule.

Definice 9.18. Rekneme, %e mnozina M C R™ je méfitelnd (nebo podrobnéji
méritelnd v Lebesgueové smyslu), pokud pro kazdou mnozinu Z C R™ plati rovnost

ZNM|+|Z\ M| =|Z].
Mnozinu méftitelnych mnozin budeme znacit 9.

Definice 9.19. Necht je M € M. Mirou (pfesnéji Lebesgueovou mirou) mnoziny
M nazveme ¢islo u(M) = |M|, kde | M| je vnéjsi mira mnoziny M.
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Prednaska 10.

Definice 10.1. Necht je S C R™. Mnozina M C S se nazyva oteviend v mnoziné
S pravé tehdy, kdyz existuje oteviena mnozina U C R" takova, ze M =U N S.

Je-li z € S, nazveme mnozinu V.(z) = S NU.(x), kde U.(x) C R™ je oteviené
e—ové okoli bodu x v R", e—ové okoli bodu x v mnoZine S.

Definice 10.2. Neprazdnou mnozinu S C R"™ nazyvame k-rozmérnou nadplochou
(v R™), jestlize pro kazdy bod x € S existuje okoli U.(z) v S a vzajemné jednoz-
naéné zobrazeni @ : G — U.(z), kde G C R¥, takové, ze obé zobrazeni & a &(—1)
jsou spojita.

Definice 10.3. Necht je S C R™ k-rozmérnéd nadplocha. Jestlize pro kazdy bod
Ty € S existuje okoli U(mo) v S zobrazeni @ : G — U, (mo), kde G je oteviena
mnozina v R*, takové, ze

(1) @ je vzajemné jednozna¢né

(2) obé zobrazeni @ a #(—1) jsou spojita
(3) = (‘Pl: P25, Spn) je tfidy Cm(G)
(4) hodnost matice
Op1  Op1 91
oty Oty Oty
dp2  Op2 D2
WO =13 o T o
&pn : 6% ........ %
8151 8t2 atk

je pro kazdé t € GG rovna k

fikdme, ze S je reguldrni nadplocha (t¥idy C,,). Zobrazeni @ pak nazyvame reg-
ularnim parametrickym popisem (tfidy C,,) okoli U (a:o).
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Prednaska 11.

Definice 11.1. Nechtf je C regularni orientované kiivka v R™ & : (a,b) — C jeji
parametricky popis a F'(z) méfitelna vektorova funkce, tj. vSechny jeji slozky jsou
meértitelné funkce, na ktivce C. Pak se

b
/F(m)ds:/ F(®(t)) &' (t)dt
C a

nazyva krivkovy integrdl druhého druhu funkce F'(z) pies kiivku C.
Definice 11.2. Necht je S reguldrni 2-rozmérn4 orientované plocha v R3 s orien-

taci danou spojitym vektorovym polem ng, @ : G — S jeji parametrizace a F(x)
vektorové pole definované na plose §. Plosny integral druhého druhu nazyvame

vyraz
//FdS:// (FOQ)-ndudv,
S G

kde n = :I:(@; X 45;), kde znaménko =+ se voli tak, aby n = cng, kde ¢ > 0.
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