PREDNASKA 1
METRICKE A NORMOVANE
PROSTORY



1.1 Prostor R" ajeho podmnoziny

Pfipomenme, Ze prostorem R” rozumime mnoZzinu uspofadanych
n—tic realnych Cisel, tj.

R*=RxRx---xR.

n krat

Prvky R" budeme znacit «, tj. x = (xl,xg, . ,xn), kde z; € R,
1=1,2,...,n.

V prostoru R™ se definuji operace nasobeni realnym cislem a
a sCitani vztahy

axr = a(xl,xg, e ,xn) = (axl,axg, e ,axn) ,

rT+yY= (l‘l,xz,...,xn) + (yl;y27~--7yn) -
- (931+y1,$2+y2w--axn+y”>'

Jak vime z linearni algebry, mnozina R" s uvedenymi operacemi
tvori vektorovy prostor nad télesem realnych Cisel.



Pro vySetfovani limit v prostoru R" je tfeba zavést pojem okoli
bodu. K tomu potfebujeme pojem vzdalenosti dvou bodd.

1.2 Metricky prostor

Definice 1. Necht je M mnozina. Funkci p : M x M — R
nazveme metrikou, jestlize splfiuje nasledujici podminky:

(1) prokazdé x € M je p(x,x) = 0;
(2) prokazdé z,y € M,z # vy, je p(z,y) = p(y,z) > 0;
(3) prokazdé x, y, z € M plati p(z, z) < p(z,y)+p(y, 2).

Mnozinu M, na které je definovana metrika, nazyvame
metricky prostor. Pokud budeme chtit zd@raznit, Ze M je
metricky prostor s metrikou p, budeme psét (M, p).



Definice 2. Necht je (M, p) metricky prostor a o € M. Pro
kazdé ¢ > 0 nazyvame mnozinu vSech = € M, pro ktera je
p(z,z0) < e okolim bodu z, (pfesnéji otevienym s—ovym
okolim bodu . e—ové okoli bodu z, budeme znagit U. (o).

Mnozinu v8ech bodll = € M, pro ktera je 0 < p(z, ) < €
nazyvame prstencové okoli bodu z, a budeme jej znacit
Pe (1’0)

Poznamka. Zfejmé plati:

Ps(ato) = Ua(xo) \ {xo} .



O Priklad 1. Necht M je libovoln& neprdzdna mnozina.
Definujme funkci p : M x M — R pFedpisem

(2,9) 0 prox=y
Z, =
Py 1 proz #y.

Snadno se ukaze, ze p je metrikana M. Proe > 1axz, € M je
U.(z0) = M a P.(zg) = M \ {zo}. Proe < 1akazdé z, € M je
U.(z0) = {0}, tedy jednobodova mnoZzina obsahujici pouze bod
xo @ P.(x9) = (). Takto definovana metrika se nazyva diskrétni.



Definice 3. Necht (M, p) je metricky prostor a X € M. Bod
a € X se nazyva

O vnitfni bod mnoziny X, existuje-li okoli U.(a) C X.

00 vnéjSi bod mnozZiny X, existuje-li okoli U.(a) takové,
ze U.(a) N X = 0.

O hrani¢ni bod mnoziny X, ma-li kazdé jeho okoli U.(a)
neprazdny prdinik s mnoZinou X i s doplitkem M \ X.

Ug(az) CXC

a

Ug(ag) NXC« g

X=M\X X M



Definice 4. Necht (M,p) je metricky prostor. MnoZinu
vSech vnitfnich bodll mnoZiny X ¢ M nazyvame vnitfkem
mnoziny X a znaCime X°. Mnozina X C M se nazyva
oteviena pravé tehdy, je-li kazdy bod » € X vnitfnim
bodem mnoZiny X, tj. pravé tehdy, kdyz X = X°.

Definice 5. Necht (M, p) a (M,o) jsou metrické prostory.
Jestlize existuji realna Cisla a a b, 0 < a < b takova, Ze pro
kazdé z, y € M plati ap(x,y) < o(z,y) < bp(z,y) hazveme
metriky p a o ekvivalentni.



Véta 2. Necht jsou (M, p) a (M, o) metrické prostory s ekviva-
lentnimi metrikami p a . Mnozina X C M je oteviena v metrice
p prave tehdy, kdyZ je oteviena v metrice o.

Véta 3. Necht'je (M, p) metricky prostor. Pak jsou () a M oteviené

mnoziny.

Jestlize jsou X; ¢ M, kde i = 1,2,..., N, oteviené mnoziny, je
N

mnozina ﬂ X, oteviena.

i=1

Véta 4. Vnitfek mnoziny X C M je nejvétSi oteviena podmnoZzina
X, . jestlize je Y C X otevienda mnoZina, pak Y C X°.
X° je sjednoceni vSech otevienych podmnozin Y mnozZiny X.



Definice 6. Necht je (M, p) metricky prostor a X C M. Bod
x € M nazyvame hromadny bod mnoziny X pravé tehdy,
kdyZ kazdé prstencové okoli P.(z) obsahuje alespori jeden
bod mnoziny X. MnoZinu vSech hromadnych bod{l mnoziny
X budeme znacit der X.

Poznamka. Je-li x hromadny bod mnoziny X, pak kazdé okoli
bodu z obsahuje nekone¢né mnoho bodl mnoZiny X.

Definice 7. Necht (M, p) je metricky prostor a X C M.
Pak mnozinu X = XUder X nazyvame uzavér mnoziny X.



Definice 8. PodmnoZina X metrického prostoru (M, p) se
nazyva uzaviena pravé tehdy, kdyZz obsahuje vSechny své
hromadné body, tj. pravé kdyz X = X.

Véta 5. Necht (M, p) je metricky prostor.

e MnoZina X C M je uzavien& praveé tehdy, kdyz je M \ X
oteviena.

e Mnozina X C M je oteviena praveé tehdy, kdyz je mnozina
M \ X uzavfena.



Véta 6. Necht je (M, p) metricky prostor. Pak jsou mnoZziny () a
M uzaviené.
Jestlize jsou X,, a € A, kde A je libovolnd mnozina, uzaviené
mnoziny. Pak je mnozina X = ﬂ X, uzavrena.

acA

Jestlize jsou X;, i =1, 2, ..., N, uzaviené mnoziny, je mnozina
N

X = U X, uzaviena.

i=1

Véta 7. Necht (M, p) je metricky prostor a X C M. Pak plati:

e X je nejmensi uzaviena mnoZzina, pro kterou je X C X, j.
je-li X Cc Y aY je uzaviena, pak X C Y.

e X je prinik vdech uzavienych mnozin Y takovych, Zze X C
Y.



Definice 9. Necht je (M, p) metricky prostor a X C M.
Hranici mnoziny X nazyvame mnozinu 0X = X N M \ X.
Bod = € 0X se nazyva hrani¢ni bod mnoziny X.

Definice 10. Necht je (M, p) metricky prostor a X C M je
neprazdna. Primérem mnoziny X nazyvame ¢islo

diam(X) = sup p(z,y).
z,yeX

Je-li X = (), klademe diam(X) = 0.

MnoZina X C M se nazyva omezena, je-li diam(X) < co.



Véta 8. Podmnozina X metrického prostoru (M, p) je omezena
pravé tehdy, kdyz existuje y € M a K € R takové, ze pro kazdé
r e Xjep(y,x) < K.

Definice 11. Vzdalenosti dvou neprazdnych podmnozin X
a Y metrického prostoru (M, p) nazyvame cislo

dist(X,Y) = inf p(z,y).
reX
yey



1.2.1 Normovany prostor

Definice 12. Necht je V' vektorovy prostor nad télesem R.
Zobrazeni v : V — R, pro které plati:

) 2

e U

r)=0=2=0

(

(
v(az) = |a|v(z)
o v(z+y) <v(x)+vy)

se nazyvd norma. Vektorovy prostor V, na kterém je
definovana norma se nazyva normovany prostor. Jestlize
chceme zdlraznit, Ze V' je normovany prostor s normou v,
budeme pséat (V, v).



Véta 9. Je-li (V,v) normovany prostor, je (V,p), kde p(z,y) =
v(x — y), metricky prostor.

Dlkaz. Protoze v(0) = 0, je p(z,z) = v(z — x) = v(0) = 0.

Jestlize x # y jsou libovolné dva prvky V, pak p(z,y) = v(z —y) =v(y —z) =
ply,z) # 0. Pro kazdé tfi prvky z, y, z € V plati

pl,z) = v(z—2) = v((x—y)+(y—2)) < v(z—y)+v(y—2) = p(z,y)+p(y, 2) .

Tedy p je metrika. O

Definice 13. Dvé normy v, a v, vektorového prostoru V' se
nazyvaji ekvivalentni, jestlize existuji a, b € R, 0 < a < b,
takové, Ze av (x) < () < by ().

Poznamka. Je zfejmé, Ze metriky p; a p, generované ekvivalent-
nimi normami v; a v, jsou ekvivalentni.



Poznamka. Lze ukazat, Ze pro kazdé p > 1 je

n 1/p
=1

norma v prostoru R" a Ze tyto normy jsou ekvivalentni.
Pro nas budou dlleZité normy vy, v @ V. = hm v,. Pro tyto

normy plati
1/1(213 Zi 1}1‘1{ )
1/2
CL' ( =1 ‘rl ) )
Vmax(w) = ma (|231| ’$2| |I‘n|) :

Dale budeme prostor R™ povaZzovat za metricky prostor s metrikou
generovanou jednou z ekvivalentnich norem vy, v, N€bO vy, ,.



O PFiklad 2. Necht je M C R a B(M) je vektorovy prostor
vSech funkci omezenych na M. Ve vektorovém prostoru B(M)
Ize zavést normu v vztahem v(f) = sup (| f(z)|).

xeM

V prostoru R" je norma v, z pfikladu 2 definovana pomoci ope-
race, ktera se nazyva skalarni soucin.

Definice 14. Necht je V' vektorovy prostor nad télesem R.
Pak funkci (-,-) : V xV — R, ktera ma pro kazdé z,y, z € V
a a, b € R vlastnosti:

(

e (z,9) = (y,2),
(x,z
(

nazyvame skalarni soug¢in. Casto se znaéi (z, z) = ||z|.



O Priklad 3. Ve vektorovém prostoru R" definujeme skalarni

soucin vztahem ( Z il

Véta 10 (Schwarzovanerovnost) Jestlize je V vektorovy prostor
se skalarnim soucinem, pak pro kazdé z, y € V plati nerovnost
(z,9)* < ||z|/*|ly||*. Pfitom rovnost plati pouze tehdy, kdyz = a y
jsou linearné zavislé.

Dlkaz. Je-li y = 0, plati znak rovnosti.

Necht' y # 0. Pro kazdé X\ € R plati

0< (z =My, —Ay) = [[z]* = 2A(z,y) + A2yl

PFitom rovnost plati pouze tehdy, kdyz = — Ay = 0, tj. kdyZ jsou jsou xz a y
(z,y)
lyll>

0< Hx”2 _ 2(1'7y)2 ( ) _ ” ”2 (xay)z

+
gl lyl? lyll*

z ¢ehoz plyne dokazovana nerovnost. [J

linearné zavislé. Zvolme \ = Pak z uvedené nerovnosti dostaneme




Poznamka. Ze Schwarzovy nerovnosti plyne pro ||z||, |ly|| # 0,
(z, y) (zy)

R Tl Tl o
uhel mezi vektory = a y. V pfipadé R” je tedy Uhel mezi dvéma

nenulovymi vektory x a y dan vztahem

n n n _1/2
cosy = (Z 5Uzyz> : (Z ;- Zzn?) :
=1 i=1 k=1

Ze —1< < 1. Proto Ize psat ———="— = cos p, kde ¢ je

Véta 11. Jestlize je V vektorovy prostor se skalarnim soucinem,
je V normovany prostor s normou definovanou vztahem v(x) =

V@ a) = lle].

Dikaz. Ovéfeni vlastnosti normy je zfejmé. Snad az na nerovnost ||z + y|| <
lz]| + [ly||. Ta plyne ze Schwarzovy nerovnosti, nebot

lz +yl* = (= +y, 2 +y) = 2] + 2z, 9) + ly]* <
2
< [l + 2ll= ] - llyll + Iyl = (el + lyll)"



Definice 15. Podmnozina M C R" s metrikou generovanou
normou v, se nazyva kompaktni, jestlize je omezena a
uzaviena.

Poznamka. Vyznam kompaktnich mnoZzin pro matematickou ana-
lyzu bude zfejmy, az zavedeme pojem limity posloupnosti.

Definice 16. Necht je V' vektorovy prostor a =, y € V.
MnoZina vSech bodl z = z + (y — z)t, ¢t € (0,1) se nazyva
Usecka z bodu x do bodu y. Bod z je pocatecni bod a y
koncovy bod této secky.

z=x (-t 1e(0,1)
X (1=0) 3 (t=1)




Definice 17. PodmnoZina M vektorového prostoru V' se
nazyva konvexni, jestlize pro kazdé dva body z, y € M
leZi cela UseCka z bodu = do bodu y v mnoziné M, tj. pro
kazdét € (0,1) jex + (y — )t € M.

ZeN

N X

Konvexni mnozina Nekonvexni mnozina
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