1.1 DIFERENCIALY VYSSIiCH RADU

Definice 1. Rekneme, Ze funkce f(x) ma v bodé a diferen-
cial druhého fadu neboli druhy diferencial, jestlize

(1) funkce f(x) mé& diferencial prvniho fadu v jistém
okoli bodu a,

(2) vSechny parcialni derivace f; maji v bode a diferen-
cial prvniho fadu.

Druhy diferencial funkce f(x) v bodé a budeme znaclit
d?f(a, h) a plati
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Z rovnice (??) vidime, Ze pro vypocCet druhého diferencialu potfe-
bujeme parcialni derivace z parcialnich derivaci, tj. druhé parci-
alni derivace.

Definice 2. Necht parcialni derivace af(:c) existuje v
T
jisttm okoli bodu a. Jestlize existuje parcialni derivace

i / (a) nazyvame tento vyraz druhou parcialni de-

rivaci funkce f(x) podle proménnych z; a x; v bodé a.
Druhé parcialni derivace se ¢asto znaci

o (of o f ,
e ( a) (@)= gt —(a) = ).

Poznamka: V obecném pfipadé je nutné zachovavat poradi derivovani. Tedy

obecné je f/, (a) # f},(a). Ale pokud mé funkce druhy diferenciéal plati nasle-
dujici véta:



Véta 1. Necht je f(x1,z2) funkce dvou proménnych a necht jeji

f

parcialni derlvace of _ =fla = f, existuji v jistém okoli bodu

Ty €2
a = (ay,az) a maji dlferenC|aI v bodé a. Pak je f|,(a) = f5(a).

Duisledek. Jestlize ma funkce f(x) v bodé a druhy diferencial,
plati pro kazdé i,k = 1,2,...,n rovnost

3?% (g_ﬂi) (@)= aik (gﬂi) (@)

ProtoZe pro funkce, které maji druhy diferencial jsou parcialni
derivace zaménné, . plati f/,(a) = f};(a), Ize vztah (??) psat ve
tvaru

me h2+z.fzk hhk—

i#k

Zf“ P +2 Y fi(@)hihy. (1.2)

1<i<k<n



Véta 1 o zaménnosti parcialnich derivaci vyZaduje pfedpoklad
existence diferencialu prvnich parcialnich derivaci. Tento pfedpo-
klad se da pomérné obtizné ovéfit. Jedna z moznosti, jak ovéfit
existenci druhého diferencialu dava nasledujici véta.



Véta 2. Necht méa funkce f(x) vSechny prvni parcialni derivace
v jistém okoli bodu a a vSechny druhé parcialni derivace jsou
spojité v bodé a. Pak v bodé a existuje druhy diferencial funkce

/().

Tedy pokud ma funkce f(x) na mnoziné M spojité druhé deri-
vace, jsou zameénné. Ale abychom ovéfili pfedpoklady této véty,
musime védeét, Ze jsou spojité obé derivace f;, a f;,. Tedy tato
véta nema pfilis velky prakticky vyznam pro to, abychom zjistili,
Ze parcialni derivace jsou zameénné. Ale plati nasledujici

Véta 3. Necht'je f(x) funkce n proménnych. Necht'v jistém okoli
bodu a existuji prvni parcialni derivace f/(x) a f.(x) a necht
je fl.(x) = (f-’);(m) je spojita v bodé a. Pak v bodé a existuje

7

fii(a) = (fi);(a) aplati fi.(a) = fi;(a).

Abychom definovali diferencial k—tého fadu, budeme nejprve de-
finovat parcialni derivace k—tého fadu.



Definice 3. Necht je f(x) funkce n proménnych. Jestlize
existuje parcialni derivace
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nazyvame tento vyraz parcialni derivaci funkce f(x) podle
proménnych iy, iy, ..., i, V bodé a.

Obecné zavisi parcialni derivace k—tého fadu na poradi, ve které
derivujeme. Ale plati véty, které jsou analogické vétam 1, 2 a 3:

Véta 4. Necht vSechny parcialni derivace funkce f(x) az do fadu
(k — 2) v€etné maji diferencial v jistém okoli bodu a a v3echny
parcialni derivace fadu (k — 1) maji diferencial v bodé a. Pak
existuji vSechny parcialni derivace funkce f(x) v okoli bodu a az
do fadu k£ v€etné a nezavisi na poradi, v némz derivujeme.



Véta 5. Necht jsou vSechny parcialni derivace az do fadu (k — 1)
zamenné v jistém okoli bodu a. Je-li v bodé a spojita parcialni de-
rivace (fz'u‘z..‘,z'kfl);k(a)’ pak pro kazdou permutaci (j1, j, . .., jx)
indextl (iis, . .., i) existuje parciani derivace

fjl'le...jk(a) = fz'/lz'z...z'k,(a) .

Pozndmka: Jestlize m& funkce f(x) v bodé a zdménné parcialni derivace
fadu k, pouzivame pro parcialni derivace zkracené znaceni
oFf B o f
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kde k = k1 +ko+---+k, aky je poCet parcialnich derivaci podle z1, k- je poCet
parcialnich derivaci podle x,, atd. Pfitom je-li k; = 0, vynechavame symbol
0x?.

o f
0x30x201305"

Nyni zobecnime definici 1 na pfipad diferencialu libovolného fadu.

Tedy napfiklad fi914514 =



Definice 4. Necht je dana funkce f(x) = f(z1,22,...,2,).
Rekneme, Ze funkce f(x) ma v bodé a diferencial fadu &
nebo diferencial k—tého fadu, jestlize

(1) v8echny parcialni derivace funkce f(x) aZ do Fadu
(k — 2) v€etné maji diferenciél prvniho Ffadu v jistém
okoli bodu a

(2) v8echny parcialni derivace funkce f(x) fadu (k — 1)
maji v bodé a diferencial prvniho fadu.

Pak definujeme k-ty diferencial funkce f(x) v bodé a
vztahem d*f(a,h) = d(d*~'f(z, h))(a, h), kde diferencial
fadu (k — 1) povazujeme za funkci proménné .

Véta 6. Jestlize ma funkce f(x) v bodé a diferencial fadu k,
pak jsou jeji vSechny parcialni derivace az do fadu £ v bodé a
zamenneé.



Definice 5. Necht je M C R™ oteviend mnoZina. Jestlize
ma funkce f(x) na mnoziné M vSechny parcialni derivace
az do fadu k vCetné spojité, fikame, Ze je tridy Cy(M).
Jestlize ma funkce f(x) na oteviené mnoziné M C R”
spojité parcialni derivace vSech radu, rikame, Ze je tridy
Cw (M) neboli Ze je hladka na M.

Véta 7. Kazda funkce f(x) € Cr(M) ma na mnoziné M diferen-
cial Ffadu k a vSechny jeji parcialni derivace az do fadu k jsou na
mnoziné M zameénné.

Jak jsme se jiz zminili, Ize diferencialy vyjadfit pomoci parcialnich
derivaci. Prvni diferencial je funkce f(x) je

Protoze druhy diferencial je prvni diferencial druhého diferencialu



je

& f (@, h) =

Obecné je k-ty diferencial funkce f(x) roven

01,8250 00k

Jestlize ma funkce f(x) diferencial k—tého fadu jsou podle véty
4 v8echny parcialni derivace fadu £ zaménné. To nam umoZziuje
sloucit v (??) Cleny, které se liSi pouze porfadim derivovani. Po-
Cet v8ech permutaci k£ prvkové mnoZiny je k!. Jestlize se v této
mnoZziné vyskytuje derivace podle prvni proménné k,—krat, deri-
vaci podle druhé proménné k,—krat atd., nezméni se permutace,
jestlize permutujeme k; prvkovou mnoZinu, ktera obsahuje deri-
vace podle proménné z;, k» prvkovou mnozinu, kterd obsahuje



derivace podle proménné z,, atd. Tedy (?7?) Ize zapsat ve tvaru

d* f(x, h) =
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Poznamka: Jestlize si uvédomime, Ze pro kazdé k € N plati vztah

k k! ki k k
(a1+a2+~~+an) = E —aj'ay’ ...y,
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Ize vztah (??) pFepsat ve tvaru

Crwh) = (2 n 2 2
d"f(x, h) = (h18 o + hy “Dg + +hn8:rn> f(z).
Z véty 4.9 vime, Ze kdyZ m& zobrazeni g : R* — R™ v bodé a
diferencial prvniho fadu a funkce f : R™ — R v bodé A = g(a)
diferencial prvniho fadu, existuje diferencial prvniho fadu, a tedy



i vSechny parcialni derivace sloZzené funkce H = fog : R" — R.
Pfitom jsou parcialni derivace dany vztahem

OH mof 99,
90, @ = 2, (A (@),

Tedy jestlize existuji prvni diferencialy zobrazeni g(x) v jistém
okoli bodu a a funkce f(y) v jistém okoli bodu A existuje parcialni
derivace sloZené funkce H(xz) = f(g(x)) v jistém okoli bodu a a
je rovna

Z ) - 2 (). (1.5)

8352 axz

Jestlize budeme pfedpokladat, Ze zobrazeni g(x) a funkce f(y)
maji diferencialy druhého fadu, Ize derivovat rovnost (??) podle



1. Derivaci dostaneme

gz (3n,) -

m

- Z [f‘m (8% ) gi: ayr (9( )>8% (gi> (“’B)} '
of

Protoze a—(g(a})) je sloZzena funkce a druhé parcialni derivace
Yr

jsou zaménné (predpokladali jsme, Ze existuje druhy diferencial),
dostaneme
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Podobné jako jsme odvodili ze vztahu (?7?) rovnost (??), Ize za
predpokladu existence tfetich diferencialll zobrazeni f(y) a g(x)
najit tfeti parcialni derivace sloZzené funkce H = f o g(x), atd.
Obecné plati:

Véta 8. Necht ma zobrazeni g : R* — R™ v bodé a diferencial
k—tého fadu a funkce f : R™ — R v bodé A = g(a) diferencial
k—tého fadu. Pak v bodé a ma sloZzena funkce H = f o g vSechny
parcialni derivace az do fadu k a tyto derivace jsou zaménne.

Véta 9. Jestlize je zobrazeni g : R* — R™ tfidy Cy(M), kde M
je oteviend podmnozina R" a funkce f : R™ — R je tfidy Cy(N),
kde N C R™ je oteviena mnoZzina takova, Zze g(M) C N, pak je
sloZzen& funkce H = f o g € Cy(M).

Véta 10. Necht ma zobrazeni g : R* — R™ v bodé a diferencial
k—tého fadu a funkce f : R™ — R v bodé A = g(a) diferencial k—
tého fadu. Pak v bodé a méa sloZenéa funkce H = f o g diferencial
k—tého fadu.



PFi pocitani s diferencialy se Casto pouZiva velmi uziteCna sym-
bolika. Zavedme v R™ specialni funkce V;(x) = x;. Funkcim V;(x)
mdZeme fikat tfeba "i—ta nezavisla proménna”. Funkce V;(x) maji
diferencialy vSech fadl a pfitom je dVi(x, h) = h; a d*Vi(z) = 0
pro kazdé k > 1. Jestlize jsme diferencial funkce f znacili df, je
pfirozené psat h; = dV; = dx;. P¥i tomto oznaceni se zapiSe jako

i) =3 g @)

nebo prosté
= ——dz, = "dz, .
df ;aw z ;fr z

Toto oznacCeni je velmi vyhodné i pro zapis diferencialu slozené
funkce. Je-litotiz f : R™ — Rag: R" — R™, kde zobrazeni g =
(91,92, - .-, 9m), pak Ize prvni diferencial sloZzené funkce H = fog



zapsat ve tvaru

dH = i i frgrsdas = i H)dg,
r=1

r=1 s=1

protoZe dg, = ) _ gr.. dz,. Mnohdy se jest& micky pouziva imluva,
s=1

Ze slozenou funkci H(xz) = f(g(x)) zna€ime také f. PFi této
Uamluvé vzdy plati vztah

df =" fl)..
r=1

Pak zavisi na tom, jestli povazujeme funkci f za funkci nezavisle
proménné y nebo je to proménna, ktera jesté zavisi na proménné
x.

Ale obecné lIze zavést operaci diferencovani d, ktera funkci f
pfifadi funkci d f. Tato operace ma nasledujici vlastnosti:

(1) d(af +bg) = adf + bdg, kde a a b jsou realné konstanty



(2) d(fg) =gdf + fdg
3) d(f™) =mfmldf, kdem € R
(@) d(dbf) =dHif,

Pfitom si je ale tfeba uvédomit, Ze pokud jsou x; nezavisle pro-
ménné, je d*z; = 0 pro k > 2.

Spravné pouzivani téchto oznaceni mnohdy déla vypocty pro
parcialni derivace a diferencialy pfehlednéjSi. Tohoto oznaceni
budeme Casto pouZivat zejména v pfednasce 7 pfi vypoctu tzv.
vazanych extrém funkce vice proménnych.



Na zavér uvedeme analogii Taylorova vzorce pro funkci vice pro-
meénnych.

Véta 11. Necht' je f : R™ — R funkce, ktera ma v kazdém bodé
useCky = a + th, t € (0,1) diferencial (k + 1)-niho fadu. Pak
existuje © € (0,1) takové, Ze

fla+h) = f(a)—l—%df(a, h)—i—%de(a, h)4-- ~+% d*f(a, h)+

+ d*1f(a+0Oh,h). (1.7)

(k+1)!



V praxi je mnohdy vyhodné&jSi trochu slabsi tvrzenti, které ukazuje,
jak Ize pomoci diferencialCi nahradit funkci n proménnych f(x)
aproximovat polynomem do fadu k.

Véta 12. Necht je funkce f(x) € Cy(M), kde M C R”" je oteviena
konvexnimnoZinaaa € M. Pakprokazdé htakové, Ze a+h € M
plati

f(a,+h):f(a)+%df(a,h)+%d2f(a,h)+---+

+ %dk(a, h)+n(a,h), (1.8)

kde

_|n(a,h)|
A T
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