
1.1 DIFERENCIÁLY VYŠŠÍCH ŘÁDŮ

Definice 1. Řekneme, že funkce f(x)má v bodě a diferen-
ciál druhého řádu neboli druhý diferenciál, jestliže

(1) funkce f(x) má diferenciál prvnı́ho řádu v jistém
okolı́ bodu a,

(2) všechny parciálnı́ derivace f ′k majı́ v bodě a diferen-
ciál prvnı́ho řádu.

Druhý diferenciál funkce f(x) v bodě a budeme značit
d2f(a, h) a platı́

d2f(a, h) =
n∑

r,s=1

∂

∂xr

(
∂f

∂xs

)
(a)hrhs . (1.1)



Z rovnice (??) vidı́me, že pro výpočet druhého diferenciálu potře-
bujeme parciálnı́ derivace z parciálnı́ch derivacı́, tj. druhé parci-
álnı́ derivace.

Definice 2. Necht’ parciálnı́ derivace
∂f

∂xi

(x) existuje v

jistém okolı́ bodu a. Jestliže existuje parciálnı́ derivace
∂

∂xk

(
∂f

∂xi

)
(a) nazýváme tento výraz druhou parciálnı́ de-

rivacı́ funkce f(x) podle proměnných xi a xk v bodě a.
Druhé parciálnı́ derivace se často značı́

∂

∂xk

(
∂f

∂xi

)
(a) =

∂2f

∂xk∂xi

(a) = f ′ik(a) .

Poznámka: V obecném přı́padě je nutné zachovávat pořadı́ derivovánı́. Tedy
obecně je f ′

ik(a) 6= f ′
ki(a). Ale pokud má funkce druhý diferenciál platı́ násle-

dujı́cı́ věta:



Věta 1. Necht’ je f(x1, x2) funkce dvou proměnných a necht’ jejı́

parciálnı́ derivace
∂f

∂x1
= f ′1 a

∂f

∂x2
= f ′2 existujı́ v jistém okolı́ bodu

a = (a1, a2) a majı́ diferenciál v bodě a. Pak je f ′12(a) = f ′21(a).

Důsledek. Jestliže má funkce f(x) v bodě a druhý diferenciál,
platı́ pro každé i, k = 1, 2, . . . , n rovnost

∂

∂xi

(
∂f

∂xk

)
(a) =

∂

∂xk

(
∂f

∂xi

)
(a) .

Protože pro funkce, které majı́ druhý diferenciál jsou parciálnı́
derivace záměnné, tj. platı́ f ′ik(a) = f ′ki(a), lze vztah (??) psát ve
tvaru

d2f(a, h) =
n∑

i=1

f ′ii(a)h
2
i +

∑
i6=k

f ′ik(a)hihk =

n∑
i=1

f ′ii(a)h
2
i + 2

∑
1≤i<k≤n

f ′ik(a)hihk . (1.2)



Věta 1 o záměnnosti parciálnı́ch derivacı́ vyžaduje předpoklad
existence diferenciálu prvnı́ch parciálnı́ch derivacı́. Tento předpo-
klad se dá poměrně obtı́žně ověřit. Jedna z možnostı́, jak ověřit
existenci druhého diferenciálu dává následujı́cı́ věta.



Věta 2. Necht’ má funkce f(x) všechny prvnı́ parciálnı́ derivace
v jistém okolı́ bodu a a všechny druhé parciálnı́ derivace jsou
spojité v bodě a. Pak v bodě a existuje druhý diferenciál funkce
f(x).

Tedy pokud má funkce f(x) na množině M spojité druhé deri-
vace, jsou záměnné. Ale abychom ověřili předpoklady této věty,
musı́me vědět, že jsou spojité obě derivace f ′ik a f ′ki. Tedy tato
věta nemá přı́liš velký praktický význam pro to, abychom zjistili,
že parciálnı́ derivace jsou záměnné. Ale platı́ následujı́cı́

Věta 3. Necht’ je f(x) funkce n proměnných. Necht’ v jistém okolı́
bodu a existujı́ prvnı́ parciálnı́ derivace f ′i(x) a f ′k(x) a necht’
je f ′ik(x) =

(
f ′i

)′
k
(x) je spojitá v bodě a. Pak v bodě a existuje

f ′ki(a) =
(
f ′k

)′
i
(a) a platı́ f ′ik(a) = f ′ki(a).

Abychom definovali diferenciál k–tého řádu, budeme nejprve de-
finovat parciálnı́ derivace k–tého řádu.



Definice 3. Necht’ je f(x) funkce n proměnných. Jestliže
existuje parciálnı́ derivace

∂

∂xik

(
∂k−1f

∂xik−1∂xik−2 . . . ∂xi1

)
(a) =

∂kf

∂xik∂xik−1 . . . ∂xi1

(a) =

= f ′i1i2...ik−1ik(a) ,

nazýváme tento výraz parciálnı́ derivacı́ funkce f(x) podle
proměnných i1, i2, . . . , ik v bodě a.

Obecně závisı́ parciálnı́ derivace k–tého řádu na pořadı́, ve které
derivujeme. Ale platı́ věty, které jsou analogické větám 1, 2 a 3:

Věta 4. Necht’ všechny parciálnı́ derivace funkce f(x) až do řádu
(k − 2) včetně majı́ diferenciál v jistém okolı́ bodu a a všechny
parciálnı́ derivace řádu (k − 1) majı́ diferenciál v bodě a. Pak
existujı́ všechny parciálnı́ derivace funkce f(x) v okolı́ bodu a až
do řádu k včetně a nezávisı́ na pořadı́, v němž derivujeme.



Věta 5. Necht’ jsou všechny parciálnı́ derivace až do řádu (k− 1)
záměnné v jistém okolı́ bodu a. Je-li v bodě a spojitá parciálnı́ de-
rivace

(
fi1i2...,ik−1

)′
ik
(a), pak pro každou permutaci

(
j1, j2, . . . , jk

)
indexů

(
i,i2, . . . , ik

)
existuje parciálnı́ derivace

f ′j1j2...jk
(a) = f ′i1i2...ik(a) .

Poznámka: Jestliže má funkce f(x) v bodě a záměnné parciálnı́ derivace
řádu k, použı́váme pro parciálnı́ derivace zkrácené značenı́

∂kf

∂xi1∂xi2 . . . ∂xik

=
∂kf

∂xk1
1 ∂xk2

2 . . . ∂xkn
n

,

kde k = k1+k2+ · · ·+kn a k1 je počet parciálnı́ch derivacı́ podle x1, k2 je počet
parciálnı́ch derivacı́ podle x2, atd. Přitom je-li ki = 0, vynecháváme symbol
∂x0i .

Tedy napřı́klad f ′
1214514 =

∂7f

∂x31∂x2∂x24∂x5
.

Nynı́ zobecnı́me definici 1 na přı́pad diferenciálu libovolného řádu.



Definice 4. Necht’ je dána funkce f(x) = f
(
x1, x2, . . . , xn

)
.

Řekneme, že funkce f(x) má v bodě a diferenciál řádu k

nebo diferenciál k–tého řádu, jestliže

(1) všechny parciálnı́ derivace funkce f(x) až do řádu
(k − 2) včetně majı́ diferenciál prvnı́ho řádu v jistém
okolı́ bodu a

(2) všechny parciálnı́ derivace funkce f(x) řádu (k − 1)
majı́ v bodě a diferenciál prvnı́ho řádu.

Pak definujeme k–tý diferenciál funkce f(x) v bodě a

vztahem dkf(a, h) = d
(
dk−1f(x, h)

)
(a, h), kde diferenciál

řádu (k − 1) považujeme za funkci proměnné x.

Věta 6. Jestliže má funkce f(x) v bodě a diferenciál řádu k,
pak jsou jejı́ všechny parciálnı́ derivace až do řádu k v bodě a

záměnné.



Definice 5. Necht’ je M ⊂ Rn otevřená množina. Jestliže
má funkce f(x) na množině M všechny parciálnı́ derivace
až do řádu k včetně spojité, řı́káme, že je třı́dy Ck(M).
Jestliže má funkce f(x) na otevřené množině M ⊂ Rn

spojité parciálnı́ derivace všech řádů, řı́káme, že je třı́dy
C∞(M) neboli že je hladká na M .

Věta 7. Každá funkce f(x) ∈ Ck(M) má na množině M diferen-
ciál řádu k a všechny jejı́ parciálnı́ derivace až do řádu k jsou na
množině M záměnné.

Jak jsme se již zmı́nili, lze diferenciály vyjádřit pomocı́ parciálnı́ch
derivacı́. Prvnı́ diferenciál je funkce f(x) je

df(x, h) =
n∑

r=1

∂f

∂xr

(x)hh .

Protože druhý diferenciál je prvnı́ diferenciál druhého diferenciálu



je

d2f(x, h) =
∑
r,s

∂2f

∂xr∂xs

(x)hrhs .

Obecně je k–tý diferenciál funkce f(x) roven

dkf(x, h) =
∑

i1,i2,...,ik

f ′i1i2...ik(x)hi1hi2 . . . hik . (1.3)

Jestliže má funkce f(x) diferenciál k–tého řádu jsou podle věty
4 všechny parciálnı́ derivace řádu k záměnné. To nám umožňuje
sloučit v (??) členy, které se lišı́ pouze pořadı́m derivovánı́. Po-
čet všech permutacı́ k prvkové množiny je k!. Jestliže se v této
množině vyskytuje derivace podle prvnı́ proměnné k1–krát, deri-
vacı́ podle druhé proměnné k2–krát atd., nezměnı́ se permutace,
jestliže permutujeme k1 prvkovou množinu, která obsahuje deri-
vace podle proměnné x1, k2 prvkovou množinu, která obsahuje



derivace podle proměnné x2, atd. Tedy (??) lze zapsat ve tvaru

dkf(x, h) =

=
∑

k1+k2+···+kn=k

k!
k1! · k2! · · · · · kn!

∂kf

∂xk1
1 ∂xk2

2 . . . ∂xkn
n

(x)hk1
1 hk2
2 . . . hkn

n .

(1.4)

Poznámka: Jestliže si uvědomı́me, že pro každé k ∈ N platı́ vztah

(
a1 + a2 + · · ·+ an

)k
=

∑
k1+k2+···+kn=k

k!
k1! · k2! · · · · · kn!

ak1
1 ak2
2 . . . akn

n ,

lze vztah (??) přepsat ve tvaru

dkf(x,h) =

(
h1

∂

∂x1
+ ha

∂

∂x2
+ · · ·+ hn

∂

∂xn

)k

f(x) .

Z věty 4.9 vı́me, že když má zobrazenı́ g : Rn → Rm v bodě a

diferenciál prvnı́ho řádu a funkce f : Rm → R v bodě A = g(a)
diferenciál prvnı́ho řádu, existuje diferenciál prvnı́ho řádu, a tedy



i všechny parciálnı́ derivace složené funkce H = f ◦ g : Rn → R.
Přitom jsou parciálnı́ derivace dány vztahem

∂H

∂xi

(a) =
m∑

r=1

∂f

∂yr

(A) · ∂gr

∂xi

(a) .

Tedy jestliže existujı́ prvnı́ diferenciály zobrazenı́ g(x) v jistém
okolı́ bodu a a funkce f(y) v jistém okolı́ bodu A existuje parciálnı́
derivace složené funkce H(x) = f

(
g(x)

)
v jistém okolı́ bodu a a

je rovna

∂H

∂xi

(x) =
m∑

r=1

∂f

∂yr

(
g(x)

)
· ∂gr

∂xi

(x) . (1.5)

Jestliže budeme předpokládat, že zobrazenı́ g(x) a funkce f(y)
majı́ diferenciály druhého řádu, lze derivovat rovnost (??) podle



xk. Derivacı́ dostaneme

∂

∂xk

(
∂H

∂xi

)
(x) =

m∑
r=1

∂

∂xk

(
∂f

∂yr

(
g(x)

)
· ∂gr

∂xi

(x)

)
=

=
m∑

r=1

[
∂

∂xk

(
∂f

∂yr

(
g(x)

)) ∂gr

∂xi

(x) +
∂f

∂yr

(
g(x)

) ∂

∂xk

(
∂gr

∂xi

)
(x)

]
.

Protože
∂f

∂yr

(
g(x)

)
je složená funkce a druhé parciálnı́ derivace

jsou záměnné (předpokládali jsme, že existuje druhý diferenciál),
dostaneme

∂2H

∂xi∂xk

(x) =
m∑

r,s=1

∂2f

∂yr∂ys

(
g(x)

) ∂gs

∂xk

(x)
∂gr

∂xi

(x)+

+
m∑

r=1

∂f

∂yr

(
g(x)

) ∂2gr

∂xk∂xi

(x) . (1.6)



Podobně jako jsme odvodili ze vztahu (??) rovnost (??), lze za
předpokladu existence třetı́ch diferenciálů zobrazenı́ f(y) a g(x)
najı́t třetı́ parciálnı́ derivace složené funkce H = f ◦ g(x), atd.
Obecně platı́:

Věta 8. Necht’ má zobrazenı́ g : Rn → Rm v bodě a diferenciál
k–tého řádu a funkce f : Rm → R v bodě A = g(a) diferenciál
k–tého řádu. Pak v bodě a má složená funkce H = f ◦g všechny
parciálnı́ derivace až do řádu k a tyto derivace jsou záměnné.

Věta 9. Jestliže je zobrazenı́ g : Rn → Rm třı́dy Ck(M), kde M

je otevřená podmnožina Rn a funkce f : Rm → R je třı́dy Ck(N),
kde N ⊂ Rm je otevřená množina taková, že g(M) ⊂ N , pak je
složená funkce H = f ◦ g ∈ Ck(M).

Věta 10. Necht’ má zobrazenı́ g : Rn → Rm v bodě a diferenciál
k–tého řádu a funkce f : Rm → R v bodě A = g(a) diferenciál k–
tého řádu. Pak v bodě a má složená funkce H = f ◦ g diferenciál
k–tého řádu.



Při počı́tánı́ s diferenciály se často použı́vá velmi užitečná sym-
bolika. Zaved’me v Rn speciálnı́ funkce Vi(x) = xi. Funkcı́m Vi(x)
můžeme řı́kat třeba ”i–tá nezávislá proměnná”. Funkce Vi(x)majı́
diferenciály všech řádů a přitom je dVi(x, h) = hi a dkVi(x) = 0
pro každé k > 1. Jestliže jsme diferenciál funkce f značili df , je
přirozené psát hi = dVi = dxi. Při tomto označenı́ se zapı́še jako

df(x) =
n∑

r=1

∂f

∂xr

(x) dxr

nebo prostě

df =
n∑

r=1

∂f

∂xr

dxr =
n∑

r=1

f ′r dxr .

Toto označenı́ je velmi výhodné i pro zápis diferenciálu složené
funkce. Je-li totiž f : Rm → R a g : Rn → Rm, kde zobrazenı́ g =(
g1, g2, . . . , gm

)
, pak lze prvnı́ diferenciál složené funkce H = f ◦g



zapsat ve tvaru

dH =
m∑

r=1

n∑
s=1

f ′rgr,s dxs =
m∑

r=1

H ′
rdgr ,

protože dgr =
n∑

s=1

gr,s dxs. Mnohdy se ještě mlčky použı́vá úmluva,

že složenou funkci H(x) = f
(
g(x)

)
značı́me také f . Při této

úmluvě vždy platı́ vztah

df =
m∑

r=1

f ′r(y)r .

Pak závisı́ na tom, jestli považujeme funkci f za funkci nezávisle
proměnné y nebo je to proměnná, která ještě závisı́ na proměnné
x.
Ale obecně lze zavést operaci diferencovánı́ d, která funkci f

přiřadı́ funkci df . Tato operace má následujı́cı́ vlastnosti:

(1) d(af + bg) = adf + bdg, kde a a b jsou reálné konstanty



(2) d(fg) = gdf + fdg

(3) d
(
fm

)
= mfm−1df , kde m ∈ R

(4) d
(
dkf

)
= dk+1f .

Přitom si je ale třeba uvědomit, že pokud jsou xi nezávisle pro-
měnné, je dkxi = 0 pro k ≥ 2.
Správné použı́vánı́ těchto označenı́ mnohdy dělá výpočty pro
parciálnı́ derivace a diferenciály přehlednějšı́. Tohoto označenı́
budeme často použı́vat zejména v přednášce 7 při výpočtu tzv.
vázaných extrémů funkce vı́ce proměnných.



Na závěr uvedeme analogii Taylorova vzorce pro funkci vı́ce pro-
měnných.

Věta 11. Necht’ je f : Rn → R funkce, která má v každém bodě
úsečky x = a + th, t ∈ (0, 1) diferenciál (k + 1)–nı́ho řádu. Pak
existuje Θ ∈ (0, 1) takové, že

f(a+h) = f(a)+
1
1!
df(a, h)+

1
2!
d2f(a, h)+ · · ·+ 1

k!
dkf(a, h)+

+
1

(k + 1)!
dk+1f(a+Θh, h) . (1.7)



V praxi je mnohdy výhodnějšı́ trochu slabšı́ tvrzenı́, které ukazuje,
jak lze pomocı́ diferenciálů nahradit funkci n proměnných f(x)
aproximovat polynomem do řádu k.

Věta 12. Necht’ je funkce f(x) ∈ Ck(M), kde M ⊂ Rn je otevřená
konvexnı́ množina a a ∈ M . Pak pro každé h takové, že a+h ∈ M

platı́

f(a+ h) = f(a) +
1
1!
df(a, h) +

1
2!
d2f(a, h) + · · ·+

+
1
k!
dk(a, h) + η(a, h) , (1.8)

kde

lim
h→0

∣∣η(a, h)
∣∣

‖h‖k
= 0 .
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