
FUNKCE DEFINOVANÉ

IMPLICITNĚ



Nynı́ se budeme zabývat následujı́cı́m problémem:
Je dáno s spojitých funkcı́ Fk

(
x1, x2, ,̇xr, y1, y2, . . . , ys

)
= Fk(x,y), k = 1, 2, . . . , s,

r + s proměnných. Kdy existujı́, alespoň lokálně, spojité funkce y1 = f1(x),
y2 = f2(x), . . . , ys = fs(x) proměnných x1, x2, . . . , xr takové, že pro každé
k = 1, 2, . . . , s platı́

Fk

(
x,f(x)

)
= Fk

(
x1, . . . , xr, f1(x), . . . , fs(x)

)
= 0?

V podstatě se jedná o to, kdy můžeme zaručit, že ze soustavy rovnic

Fk

(
x1, . . . , xr, y1, . . . , ys

)
= 0, k = 1, 2, . . . , s ,

lze, alespoň lokálně, najı́t yk jako spojité funkce xi.
Řešenı́ tohoto problému nejprve ukážeme na přı́padě, kde r = s = 1. Jedná
se tedy o řešenı́ rovnice F (x, y) = 0. Nejprve musı́me zaručit, že rovnice
má nějaké řešenı́. Proto budeme předpokládat, že existujı́ a a b taková, že
F (a, b) = 0. Pro řešenı́ rovnice F (x, y) = 0 v okolı́ bodu (a, b) existujı́ na funkci
F (x, y) různé předpoklady. My budeme předpokládat, že funkce F (x, y) je v
okolı́ bodu (a, b) spojitá, že v jistém okolı́ bodu (a, b) existuje spojitá parciálnı́

derivace
∂F

∂y
(x, y), která je v bodě (a, b) různá od nuly. Za těchto předpokladů

lze totiž, aspoň teoreticky, sestrojit pro každé x z jistého okolı́ bodu a funkci
y = f(x), pro kterou platı́ F

(
x, f(x)

)
= 0.

Pro obecné r a s platı́ následujı́cı́ věta.



Věta 1. (o implicitnı́ch funkcı́ch)
Necht’ jsou r a s přirozená čı́sla a necht’ je

α = (a, b) = (a1, . . . , ar, b1, . . . , bs) .

Necht’jsou funkce Fk(x, y) = Fk(x1, . . . , xr, y1, . . . , ys), k = 1, 2, . . . , s,
spojité v jistém okolı́ bodu α a majı́ v tomto okolı́ všechny parci-

álnı́ derivace prvnı́ho řádu
∂Fk

∂yi

, které jsou spojité spojité v bodě

α. Necht’ platı́:

Fk(a, b) = Fk(a1, . . . , ar, b1, . . . , bs) = 0 pro k = 1, 2, . . . , s

det
(

∂Fk

∂yi

) (
a, b

)
6= 0 .

(1.1)
Pak existujı́ δ > 0 a∆ > 0 taková, že ke každému x = (x1, . . . , xr) ∈
J , kde J =

{
x ; |xi− ai| < δ, i = 1, 2, . . . , r

}
, existuje právě jeden

bod y ∈ K, kde K =
{
y ; |yk − bk| < ∆, k = 1, 2, . . . , s

}
, pro

který platı́ Fk(x, y) = Fk(x1, . . . , xr, y1, . . . , ys) = 0 pro všechna
k = 1, 2, . . . , s.



Souřadnice yk tohoto bodu definujı́ funkce

yk = ϕk

(
x1, x2, . . . , xr

)
k = 1, 2 . . . , s .

Tyto funkce ϕ1, ϕ2, . . . , ϕs jsou spojité na intervalu J .
Jestliže funkce Fk(x, y), k = 1, 2, . . . , s, majı́ diferenciál n–tého
řádu na množině J × K, majı́ funkce yk = ϕk(x), k = 1, 2, . . . , s
na množině J diferenciál n–tého řádu.
Jestliže jsou pro všechna k = 1, 2, . . . , s funkce Fk(x, y) ∈ Cn(J×
K), pak jsou funkce yk = ϕk(x1, . . . , xr) ∈ Cn(J) pro všechna
k = 1, 2, . . . , s.

V praxi se věty o implicitnı́ch funkcı́ použı́vá tak, že se nej-
prve ověřı́ jejı́ předpoklady. Pak najdeme prvnı́ diferenciál funkcı́
Fk(x, y) a z rovnic

dFk(x, y) =
r∑

i=1

∂Fk

∂xi

(
x, y(x)

)
dxi +

s∑
`=1

∂Fk

∂y`

(
x, y(x)

)
dy` = 0

najdeme dyk. Řešenı́ této soustavy existuje v bodech (x, y), kde



determinant

D(x, y) = det

(
∂Fk

∂y`

)
(x, y) =

D
(
F1, F2, . . . , Fs

)
D

(
y1, y2, . . . , ys

) (x, y) 6= 0 .

Protože dyk =
r∑

i=1

∂yk

∂xi

dxi, lze velmi snadno najı́t z prvnı́ho dife-

renciálu funkcı́ yk jejich prvnı́ parciálnı́ derivace.
Abychom našli druhý diferenciál funkcı́ yk(x), resp. druhé parci-
álnı́ derivace těchto funkcı́, diferencujeme rovnici (8). Tı́m dosta-
neme (pro jednoduchost vynecháváme označenı́ bodu, v němž
se počı́tajı́ parciálnı́ derivace)

d2F =
r∑

i,j=1

∂2Fk

∂xi∂xj

dxi dxj + 2
r∑

i=1

s∑
m=1

∂2Fk

∂xi∂ym

dxidym+

+
s∑

m,n=1

∂2Fk

∂ym∂yn

dymdyn +
s∑

`=1

∂Fk

∂y`

d2y` = 0 .

Protože z (8) již známe dym, je soustava (10) soustavou lineárnı́ch
rovnic pro d2y`. Všimněte si, že koeficienty u d2y` v (10) jsou



stejné jako koeficienty u dy` v soustavě (9). Abychom tedy našli
ze soustavy (10) druhé diferenciály d2y` stačı́ znát inverznı́ matici

k matici Y s prvky Yk` =
∂Fk

∂y`

. Ale tu jsme vlastně našli při řešenı́

soustavy (8). Jestliže jsme našli druhé diferenciály d2y`, snadno
najdeme všechny druhé parciálnı́ derivace funkcı́ yk, protože

d2yk =
r∑

i,j=1

∂2yk

∂xi∂xj

dxi dxj .

Postup při výpočtu diferenciálů a parciálnı́ch derivacı́ vyššı́ch řádů
je podobný.



☛ Přı́klad 1. Najděte všechny prvnı́ a druhé parciálnı́ derivace funkcı́ u(x, y)
a v(x, y), které jsou definovány soustavou rovnic(

u2 − v2
)
x− 2uvy = 1 , 2uvx+

(
u2 − v2

)
y = 0

v okolı́ bodu
[
x0, y0, u0, v0

]
= [1, 0,−1, 0].

Řešenı́. Obě funkce F1(x, y, u, v) =
(
u2 − v2

)
x − 2uvy − 1 a F2(x, y, u, v) =

2uvx +
(
u2 − v2

)
y majı́ spojité derivace všech řádů v celém R4. Dále platı́

F1(1, 0,−1, 0) = F2(1, 0,−1, 0) = 0 a D(1, 0,−1, 0) = 4 6= 0. Proto tyto funkce
implicitně definujı́ v jistém okolı́ bodu [x, y] = [1, 0] spojité funkce u = u(x, y) a
v = v(x, y) takové, že u(1, 0) = −1 a v(1, 0) = 0. Tyto funkce majı́ v okolı́ bodu
[x, y] = [1, 0] spojité parciálnı́ derivace všech řádů. V principu bychom mohli
ze soustavy rovnic F1(x, y, u, v) = F2(x, y, u, v) = 0 určit explicitně přı́slušné
funkce u = u(x, y) a v = v(x, y) a pak najı́t jejich derivace. Ale tento postup
nenı́ nutný. Derivace těchto funkcı́ lze najı́t, aniž bychom znali funkce u(x, y)
a v(x, y). Pro prvnı́ diferenciál funkcı́ F1 a F2 je

dF1 =
(
u2 − v2

)
dx− 2uvdy + 2(ux− vy)du− 2(vx+ uy)dv = 0 ,

dF2 = 2uvdx+
(
u2 − v2

)
dy + 2(vx+ uy)du+ 2(ux− vy)dv = 0 .

(1.2)

Tedy v bodě [x, y, u, v] = [1, 0,−1, 0] je

dx− 2du = 0 , dy − 2dv = 0⇒ du = 1
2
dx , dv =

1
2
dy .



Tedy
∂u

∂x
(1, 0) =

∂v

∂y
(1, 0) =

1
2

a
∂u

∂y
(1, 0) =

∂v

∂x
(1, 0) = 0.

Druhé diferenciály najdeme diferencovánı́m (1.2). To dává

d2F1 = 4udxdu− 4vdxdv − 4vdydu− 4udydv + 2xdu2−
−4ydudv − 2xdv2 + 2(ux− vy)d2u− 2(vx+ uy)d2v = 0 ,

d2F2 = 4vdxdu+ 4udxdv + 4ududy − 4vdydv + 2ydu2+
+4xdudv − 2ydv2 + 2(vx+ uy)d2u+ 2(ux− vy)d2v = 0 ,

kde jsme označili, jak je zvykem du2 = (du)2 atd. Poznamenejme, že je
to v diferenciálnı́m počtu obvyklá konvence. Naopak chceme-li psát diferen-
ciál funkce u2, použı́váme značenı́ d

(
u2

)
. Jestliže do těchto rovnic dosadı́me

známe hodnoty x = 1, y = v = 0, u = −1, du = 1
2
dx a dv =

1
2
dy, dostaneme

−3
2
dx2 +

3
2
dy2 − 2d2u = 0 , −3dxdy − 2d2v = 0

⇒ d2u = 3
4

(
−dx2 + dy2

)
, d2v = −3

2
dxdy .

Z těchto vztahů plyne, že nenulové druhé parciálnı́ derivace jsou

uxx(1, 0) = −uyy(1, 0) = vxy(1, 0) = −3
4

.



☛ Přı́klad 2. Nalezněte prvnı́ dvě derivace funkce y(x), která je
řešenı́m rovnice y − cos y = 2x.

Řešenı́. Derivacı́ rovnice

y(x)− cos y(x)− 2x = 0

zı́skáme
y′(x) + sin y(x)y′(x)− 2 = 0.

Odtud zı́skáme derivaci v obecném bodě:

y′(x) =
2

1 + sin y(x)

a po dalšı́m derivovánı́

y′′(x) = − 2 cos y(x)
(1 + sin y(x))2

y′(x) .

Podobně lze pak určit např. rovnici tečné roviny ke grafu funkce,
prvnı́ a druhý diferenciál, apod.



☛ Přı́klad 3. Pro funkci y(x), která je v okolı́ bodu (0,−12) řešenı́m
rovnice y − cos y = 2x, nalezněte jejı́ prvnı́ a druhý diferenciál v
bodě −12 , rovnici tečny ke grafu funkce y(x) sestrojené v bodě
(0,−12) a aproximaci druhého stupně v okolı́ bodu −12 .
Řešenı́. Stejně jako v předchozı́m přı́kladu zı́skáme

y′(x) + sin y(x)y′(x)− 2 = 0,

tedy

y′(x) =
2

1 + sin y(x)
; y′(−12) =

2
1 + sin 0

= 2;

y′′(x) = − 2 cos y(x)
(1 + sin y(x))2

y′(x) ; y′′(−12) = − 2 cos 0
(1 + sin 0)2

·2 = −4 .

dy(−12 , h) = 2h; d2y(−12 , h) = −4h2;

t : y − 0 = 2
(
x+ 1

2

)
; y(x)

.
= 0 + 2(x− 1

2)− 4(x−
1
2)
2


