FUNKCE DEFINOVANE
IMPLICITNE



Nyni se budeme zabyvat nasledujicim problémem:

Je dano s spojitych funkci F, (z1, z2, 2, y1, y2, - - -, ys) = Fr(x,y), k=1,2, ..., s,
r + s proménnych. Kdy existuji, alespon lokalng, spojité funkce y; = fi(x),
ya = fa(x), ..., ys = fs(x) proménnych zq, z, ..., x, takove, Ze pro kazdé

k=1,2 ..., splati
Fk(ﬂf,f(m)) :Fk<$1,7l'r,f1(m),,fg(m)) =07

V podstaté se jedna o to, kdy miZeme zarudit, Ze ze soustavy rovnic
Fk(ml,...,xr,yl,...,ys) =0, k=1,2,...,5s,

Ize, alespon lokalng, najit v jako spojité funkce z;.

Re&eni tohoto problému nejprve ukaZeme na prfipadé, kde r = s = 1. Jedna

se tedy o feSeni rovnice F(z,y) = 0. Nejprve musime zarucit, Ze rovnice

méa néjaké feSeni. Proto budeme pfedpokladat, Ze existuji a a b takova, Ze

F(a,b) = 0. Pro feSeni rovnice F(x,y) = 0 v okoli bodu («a, b) existuji na funkci

F(x,y) rizné predpoklady. My budeme predpokladat, Ze funkce F(z,y) je v

okoli bodu (a,b) spojita, Ze v jistém okoli bodu (a, b) existuje spojita parcialni
. F . . o, . . o

derivace g—(.r, y), ktera je v bodé (a, b) rlizné od nuly. Za téchto prfedpokladu

Ize totiZ, aspon teoreticky, sestrojit pro kazdé x z jistého okoli bodu a funkci

y = f(x), pro kterou plati F(z, f(z)) = 0.

Pro obecné r a s plati nasledujici véta.



Véta 1. (o implicitnich funkcich)
Necht jsou r a s pfirozena Cisla a necht je

a=(a,b)=(ay,...,a;,by,... bs).

Nechtjsou funkce Fi(x,y) = Fi(z1,. .., Zr, Y1, .., Ys) k=1,2, ...,
spojité v jistém okoli bodu o a maji v tomto okoli vSechny parci-

e g 0w, OF L oy oy .
alni derivace prvniho fadu a—k které jsou spojité spojité v bodé
Yi

a. Necht plati:

Fiy(a,b) = Fy(a1,...,am,b1,...,b5) =0 prok=1,2 ...,s
det (%%) (a, b) #0.
(1.1)

Pak existujid > 0a A > Otakova, Zze ke kazdémux = (z1,...,z,) €
J, kde J = {x; |v;—a;| <§,i=1,2,...,r}, existuje pravé jeden
bod y € K, kde K = {y; |yp — be| < A, k =1,2,...,s}, pro
ktery plati Fi(x,y) = Fi(z1,...,2091,...,ys) = 0 pro vdechna
k=1,2,...,s.



Souradnice y;, tohoto bodu definuji funkce

yk:@k($1ax27"'>xr) k:1,2---,3

Tyto funkce ¢, ¢o, ..., @, jSOU SPOjité na intervalu J.
Jestlize funkce Fi(x,vy), k = 1,2,...,s, maji diferencial n—tého
fadu na mnoziné J x K, maji funkce y, = ¢r(x), k = 1,2,...,s

na mnoziné J diferencial n—tého fadu.

Jestlize jsou provSechna k = 1,2,..., s funkce Fy(x,y) € C,(J X
K), pak jsou funkce y, = ¢i(z1,...,2.) € C,(J) pro vSechna
k=1,2,...,s

V praxi se véty o implicitnich funkci pouziva tak, ze se nej-
prve oveéri jeji pfedpoklady. Pak najdeme prvni diferencial funkci
Fi.(x,y) a z rovnic

~ OF
dFy(x,y) = Z 8;( dxZ + Z dyg =0

=1

najdeme dy,. ReSeni této soustavy existuje v bodech (z,y), kde



determinant

D(z,y) = det (?) (z,y) =

Ye

D(F, Fy, ..., F)
, 0.
D(yby?a--'uys) <w y)#

g dx;, 1ze velmi snadno najit z prvniho dife-
rencialu funkC| yk je]ICh prvni parcialni derivace.

Abychom nasli druhy diferencial funkci y,(x), resp. druhé parci-
alni derivace téchto funkci, diferencujeme rovnici (8). Tim dosta-
neme (pro jednoduchost vynechavame oznaceni bodu, v némz

se pocitaji parcialni derivace)

= XT: 68:;]; dz; dx; + 22 i aa L dx;dy,,+
ij=1 i

i=1 m=1

Protoze dy, =

Za a dymdyn+2—d2y—0

m,n=1

ProtoZe z (8) jiz zname dy,,, je soustava (10) soustavou linearnich
rovnic pro d%y,. VSimnéte si, Ze koeficienty u d?y, v (10) jsou



stejné jako koeficienty u dy, v soustave (9). Abychom tedy nasli
ze soustavy (10) druhé diferencialy d?y, sta¢i znat inverzni matici

. F, . g iy
k matici Y s prvky Y, = 8_k Ale tu jsme vlastné nasli pfi feseni
Ye

soustavy (8). Jestlize jsme nasli druhé diferencialy d?y,, snadno
najdeme vSechny druhé parcialni derivace funkci y;, protoze

T

—Z Oy dx; dx;
oy 0:1718:163 L

Postup pfi vypodétu diferencialll a parcialnich derivaci vy$Sich fadu
je podobny.



O Priklad 1. Najdéte vSechny prvni a druhé parcialni derivace funkci u(x, y)
a v(z,y), které jsou definovany soustavou rovnic

(v? — vz —2uvy =1, 2uvz+ (u® —v®)y =0

v okoli bodu [z, yo, uo, vo] = [1,0,—1,0].

Reseni. Obé funkce Fi(z,y,u,v) = (u2 - ’UQ)Z‘ —2uvy — 1 a Fy(z,y,u,v) =
2uvz + (u? — v?)y maji spojité derivace v3ech fadll v celém R*. Dale plati
F1(1,0,-1,0) = F5(1,0,—1,0) = 0a D(1,0,—1,0) = 4 # 0. Proto tyto funkce
implicitné definuji v jistém okoli bodu [z, y] = [1, 0] spojité funkce v = u(z,y) a
v =v(z,y) takové, Ze u(1,0) = —1 av(1,0) = 0. Tyto funkce maji v okoli bodu
[z,y] = [1,0] spojité parcialni derivace vSech fadd. V principu bychom mohli
ze soustavy rovnic Fy(z,y,u,v) = Fa(z,y,u,v) = 0 urcit explicitné pfislusné
funkce v = u(z,y) a v = v(x,y) a pak najit jejich derivace. Ale tento postup
neni nutny. Derivace téchto funkci Ize najit, aniz bychom znali funkce u(z, y)
a v(z,y). Pro prvni diferencial funkci F; a F; je

dFy = (u? — v?)dz — 2uvdy + 2(uz — vy)du — 2(va + uy)dv = 0,

1.2
dF, = 2uvdz + (u? — v?)dy + 2(ve + uy)du + 2(uz — vy)dv = 0. (1.2

Tedy v bodé [z, y,u,v] = [1,0,—1,0] je
1 1
dz —2du=0, dy-2dv=0=du=gdr, dv=gdy.



ou ov 1 ou ov
Tedy —(1,0) = —(1,0) = = a —(1,0) = —(1,0) = 0.
edy 7 (1,0) = 5(1,0) = 3 5-(1,0) = 5-(1,0) = 0
Druhé diferencialy najdeme diferencovanim (1.2). To dava

d’F, = 4udzdu — 4vdzdv — dvdydu — dudydv + 2zdu’—
—4ydudv — 2xdv? + 2(ux — vy)d?u — 2(ve + uy)d?v =0,

d?’Fy, = 4vdrdu + 4udzdv + dududy — dvdydv + 2ydu?+
+4zdudv — 2ydv? + 2(ve + uy)d?u + 2(uz — vy)d?v =0,

kde jsme oznadili, jak je zvykem du? = (du)? atd. Poznamenejme, Ze je
to v diferencialnim poctu obvykla konvence. Naopak chceme-li pséat diferen-
cial funkce u?, pouzivame znaceni d(u?). Jestlize do téchto rovnic dosadime

. 1 1
zname hodnoty x =1,y =v=0,u = —1,du = 5 dradv = 5 dy, dostaneme
3 2 3 2 2 2
—gdx —|—§dy —2d*u =0, —3dazdy-—2d*v=0

3 3
= d%u = Z(—dx2 + dy2) , div= —§dxdy.
Z téchto vztahl plyne, Ze nenulové druhé parcialni derivace jsou

3
Uz (1,0) = —tyy(1,0) = v,,(1,0) = -<.



O PFiklad 2. Naleznéte prvni dvé derivace funkce y(z), ktera je
feSenim rovnice y — cosy = 2x.

Reseni. Derivaci rovnice
y(x) —cosy(z) — 2z =0

ziskame
y'(x) +siny(x)y'(z) —2 = 0.

Odtud ziskame derivaci v obecném bodé:

2
/ JR—
yie) = 1 +siny(x)
a po dalSim derivovani
2cosy(x)
y'(z) = - TACIR

(1+siny(x))

Podobné Ize pak urcit napf. rovnici tecné roviny ke grafu funkce,
prvni a druhy diferencial, apod.



O Priklad 3. Pro funkciy(z), ktera je v okoli bodu (0, —1) FeSenim
rovnice y — cosy = 2x, naleznéte jeji prvni a druhy diferencial v
bodé —:, rovnici teCny ke grafu funkce y(z) sestrojené v bodé
(0,-1) a aprOX|maC| druhého stupné v okoli bodu —1.

Reseni. Stejné jako v pfedchozim prikladu ziskame

Y'(z) +siny(z)y'(z) =2 =0,

tedy
2 2
/ _ . L S
yi(e) = 1 +siny(z)’ y(=3) 1+4sin0
2cosy(x 2cos0
V(@) =~y ) = e =

(1+siny(z))? (1+sin0)?
dy(—1,h) = 2h; dy(—1, h) = —4n?;
t:y—0=2(x+3); y(@) =0+ 2(x — 1) —d(z — 1)?



