Kapitola 5

Integralni véty

5.1 Diferencialni operatory vektorové analyzy

Klicova slova: skalarni pole, vektorové pole, ekvipotencidly skaldrniho pole, gradient ska-
larniho pole, divergence vektorového pole, rotace vektorového pole, operator nabla, nevi-
rové pole, neztidlové pole, solenoidalni pole, jednoduse souvisla oblast, potencial vektoro-
vého pole, potencialni vektorové pole

5.1.1 Skalarni a vektorové pole

Je-li v prostoru rozlozena néjaka fyzikalni velic¢ina, k jejimuz popisu staci v kazdém bodé
prostoru zadat jeden Ciselny tidaj, pak fikdme, ze v prostoru je zadano skaldrni pole. Ta-
kové skalarni pole je tedy v prostoru R" zadano realnou funkci n readlnych proménnych.
Prikladem skalarniho pole je napi. pole potencialu v okoli elektricky nabitého télesa, tep-
lotni pole apod. V dalsim textu zpravidla ztotoznujeme skaladrni pole s funkci, ktera ho
popisuje. Mnoziny bodu prostoru R”, v nichz skalarni funkce f nabyva dané konstantni
hodnoty ¢, nazyvame ekvipotencidlami skaldrniho pole f. Napt. ekvipotencialami skalar-
niho pole f(x,y) = 22 + y? v roviné R? jsou kruznice 2% + y? = ¢ pro ¢ > 0, bod (0, 0)
pro ¢ = 0 a prazdna mnozina pro ¢ < 0.

Je-li v prostoru rozlozena néjaka fyzikalni veli¢ina, ktera je v kazdém bodé prostoru po-
psana vektorem, pak fikame, Ze v prostoru je zadano vektorové pole. Takové vektorové pole
v prostoru R" je tedy zadano realnou vektorovou funkci n realnych proménnych. Priklady
vektorovych poli jsou riizna silova pole, napt. gravitacni pole Zemé, elektrostatické pole
nabitého télesa apod. V dalsim textu budeme ztotoznovat vektorové pole s vektorovou
funkci, ktera ho popisuje.

Derivace zobrazeni

V celé této kapitole budeme vyuzivat fadu pojmi a tvrzeni, s nimiz jsme se setkali v
diferencialnim poc¢tu funkci vice proménnych. Budeme pracovat se zobrazenimi

g:Dgs CR" — R™,
a to nejcastéji na néjaké oteviené podmnoziné G jejich definiéniho oboru Dg. Pfipomernime

si proto nyni nékteré z téchto pojmi a tvrzeni.
Jestlize zobrazeni g = (g1, go, - - -, gm) Ma spojité parcidlni derivace 1. fadu podle vSech
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156 KAPITOLA 5. INTEGRALNI VETY

proménnych v kazdém bodé x = (r1,13,...,2,) € G C Dg, pak maticovou funkci
dg1 g1 01
671'1()()7 875E2<X)’ RS T%(X)
) 09 092
—(x), —/(x), ..., (x)
¢(x) = Dg(x) = | o o, On . xeG,  (5.1)
671‘1(}()’ T@(X)v BRI 8!En (X)

nazyvame Jacobtho matici zobrazeni g v oblasti GG. Je-li zobrazeni g prosté v mnoziné G
a jeho Jacobiho matice g'(x) mé v kazdém bodé mnoziny G hodnost n, pak fikdme, Ze
toto zobrazeni je reguldrni v mnoZiné G. Je-li Jacobiho matice g'(x) ¢tvercova, pak jeji
determinant nazyvame jakobidnem zobrazeni g.

O zobrazeni g Fikame, Ze je tifdy C*) na oblasti G pravé tehdy, kdyz kazda jeho slozka
gi(t), j=1,2,...n, jetiidy C® na oblasti G (tj. m4 v mnoziné G spojité viechny
parcialni derivace az do k-tého fadu véetné). Jsou-li f, g zobrazeni tiidy C* na oblasti
G, pak také jejich linearni kombinace of + (g je zobrazeni tiidy C*) na oblasti G' a pro
prislusné Jacobiho matice plati rovnost

D(af + Bg) = aDf + Dg. (5.2)

Necht B C R™, A C RP jsou oblasti a necht g: B — R", f: A — R™ jsou zobrazeni t¥idy
C*) takové, ze f(A) C B. Pak také sloZené zobrazeni h = gof: A — R™ je zobrazeni t¥idy
C™ na oblasti A, a je-li k > 1, pak pro Jacobiho matice téchto zobrazeni plati

Dh = DgDf, (5.3)
kde vpravo je soucin prislusnych Jacobiho matic, tj. pro kazdy bod x € A plati
Dh(x) = Dg(f(x))Df(x). (5.4)
Diferencialni operatory

V piipadé Jacobiho matice skalarni funkci g: D, C R® — R piSeme misto symbolu ¢'(x)
symbol grad g(x) a mluvime o gradientu skalarni funkce g(x)

_ (99 ) 99 %
gradg(x) - <8$1 (X)v 81’2 (X)7 ] axn (X)> ) (55)
nebo prosté
_ (99 99 99
grad g = <8x1’8x2’”"3xn> : (5.6)

Déle definujeme divergenci vektorového pole g: Dy C R™ — R", jejiz slozky jsou funkce
t¥idy CM) | pFredpisem

Ogn
..+ axn

_ 991y, 992
= 0,0+ g () +

div g(x) (x), (5.7)
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nebo prosteé
dg1 | 0ga 9gn
divg=—+7"+...+ :
& axl 31:2 axn

Uvédomme si, ze divergence vektorového pole je skalarni funkce.

(5.8)

Necht f je vektorové pole t¥idy CM na oblasti G C R". Budeme fikat, 7e vektorové
pole f je nezridlové na oblasti G (nebo také solenoidalni na oblasti G) pravé tehdy, kdyz
divf = o pro vSechna x € G.

Pro vektorovou funkci g:Dg € R® — R? tildy C) definujeme diferencialni operator
rotace vektorového pole g predpisem

rot g(x) = (gii(x — giz x ,gg;(x — gi? x ,gij(x — gi:(@) , (5.9)
nebo prosté
org = (G- g G J ). 610
Predpis (5.10) se ¢asto zapisuje formalné ve tvaru determinantu
e, €, e
rot g = det 4 4 4 (5.11)

T ’ 8@’ 8x3

g1, g2, g3

Rozvineme-li tento determinant formélné podle prvni fadky, pak koeficient u vektoru ey
je k—ta slozka funkce rot g. Pfitom formalnim soucinem operatoru parcialni derivace a
funkce rozumime piislusnou parcialni derivaci této funkce

8 . 8gj

Vektorové pole f t¥idy CY) na oblasti G C R” splitujici podminku rot f = o pro vechna
x € G se nazyva nevirove.

Pro formalni vektor tvofici druhou fadku v (5.11) se pouziva nazev operdtor nabla a

zapisuje se pomoci symbolu
o 0 0
==—,=—,=— . 5.12
v <8£B1’ 0$27 0933) ( )

Uvédomme si, ze pak miizeme psat

(00 9N (99 09 05 _
Vg B <a$17 8962’ 81’3) 9= <8x1’ 81‘27 8133) B gradg. (513)
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Priklady

1. Mame uréit divergenci vektorového pole g = grad f, kde f(z,y, z) = 2? + y* + 22
Resent
Podle (5.5) je

(O O _
gradf(x,y,z) - <ax($7y7z)7 ay(xvya 2)7 62’ (I‘,y,Z)) - (2[23',2y,22)
Podle (5.7) je
- _ 99 992 dgs 02 92y 022
dlvg(‘ray72)_ 8x (ZL’,y,Z)+ ay ((IZ,y,Z)—|— 82 (ZE,y,Z)— 8:10 + ay + 82 —6

2. Mame urcit rotaci vektorového pole
g(r,y,2) = (22 + 2,32%y, 4y=*).

Reseni
Podle (5.11) je

€1, €2, €3

rot g = det E 4 4

ST = (422 — 0,1 - 0,62y — 0) = (422, 1, 6zy).

2x + 2z, 3x%y, 4y’

3. Necht r: R® — R3 znadi identické zobrazeni r(z,y,z) = (z,y,2) a necht skaldrni
funkce r: R®* — R! je norma zobrazeni r, tj. r(z,y, 2) = 2% + y% + 22. Mame najit
gradr, divr a rotr.

Resend
Vypocet provedeme ve tfech krocich.
a) Podle (5.6) je

q or Or Or T y p r
raar = a A9 a9 = 9 y = -—.
s Ox’ Oy 0z VEZ+ 2+ 2 2+ 2+ 22 2+ 22 ’

b) Podle (5.7) je

. Oz Oy 0z
d1vr(:c,y,z)—% a—y—i—@—&
c) Podle (5.11) je
€1, €9, €3
rotr=det| 2. 2 9 =(0-0,0-0,0-0)=(0,0,0) = o.
or’ Oy 0z

x? y? z
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Potencialni vektorové pole
Necht f je spojité vektorové pole na oblasti G C R"™. Budeme fikat, Ze vektorové pole f je
potencidlni na oblasti G pravé tehdy, kdyz existuje realna funkce V t¥idy C™) na oblasti
G C R takova, ze plati

grad V(x) = f(x). (5.14)

Kazdou takovou funkci V' budeme nazyvat potencidalem vektorového pole f na oblasti G.
V prostoru R?® mtizeme vektorovou rovnost (5.14) zapsat ve tvaru

al(x) = fi(x) pro vSechna x € G,

8:1:1

al(x) = fa(x) pro vSechna x € G, (5.15)
81'2

al(x) = f3(x) pro vSechna x € G.

8%3

Piedpokladejme déle, 7e vektorové pole f je tiidy C*) na oblasti (. Pak skalarni pole V(x)
je tifdy C® na oblasti G, takze nezalezi na pofadi, v némz pocitame parcialni derivace
druhého fadu. Aplikujeme-li nyni vhodné parcialni derivace na obé strany rovnosti (5.15),
dostavame

oh, . PV . of .
a—@(x) = Swon (x) = a—xl(x) pro vSechna x € G,
9fi oV 9fs .

— = 5.16
s (%) e.0m X D, (x) pro viechna x € G, (5.16)
Ofa OV _ 0fs y
a—x?)(x) = 202 (x) = T@(X) pro vSechna x € G.

Ukazali jsme tak, 7e kdy# vektorové pole f t¥idy C™") na oblasti G C R? je potencialni na
mnoziné GG, pak plati rovnosti

Oh gy = Ohyy Ohiy _Ohyy Of

- () = 2 x) - ok
8:62 8:61 ’ a$3 a$1 ’ 8233

= (x) pro vSechna x € G, (5.17)
8232

(x (x
tj. rotace takového vektorového pole je nulova v kazdém bodé oblasti G, a tedy toto
vektorové pole je nevirové.

V ptipadé rovinného vektorového pole se rovnosti (5.17) redukuji na jedinou rovnost

gi: X) = gﬁ(x) pro vSechna x € G. (5.18)
Ukazali jsme, ze kazdé spojité diferencovatelné potencialni vektorové pole je nevirové.
Obracené tvrzeni plati jen za predpokladu, ze oblast G ma jesté dalsi vlastnost, kterou
nyni popiseme.

Ptipomenme, zZe pod oblasti G C R" rozumime souvislou otevienou mnozinu, tj. otevie-
nou mnozinu, kterou nelze vyjadrit jako sjednoceni dvou otevienych disjunktnich mnozin.
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Je-1i G oblast v roviné R?, pak fikame, Ze je jednoduse souvisld v roviné pravé tehdy, kdyz
kazdou uzavienou kiivku K C G mizeme uvnitt mnoziny G stahnout spojité do jednoho
bodu. Je-li G oblast v prostoru R? pak fikame, ze je jednoduse souvisld v prostoru pravé
tehdy, kdyz kazdou uzavienou krivku I C G a kazdou uzavienou plochu P C G miizeme
uvniti mnoziny G stdhnout spojité do jednoho bodu.

Obé tyto definice miizeme velice volné formulovat tak, Ze souvisla mnozina je jednoduse
souvisla pravé tehdy, kdyz "neobsahuje zadné diry”.

D4 se ukazat, ze kazdé spojité diferencovatelné nevirové vektorové pole je potencialni.
Jinymi slovy, je-li oblast GG jednoduse souvislé a vektorové pole f je spojité diferencovatelné
na oblasti G, pak toto vektorové pole je potencialni pravé tehdy, kdyz rot f(x) = o pro
kazdé x € G.

Priklady
1. Mame ukazat, ze vektorové pole
f(x) = (z3,71), x€R?, (5.19)

je potencidlni a mame rovnéz najit jeho potencial.

Resend

Ziejmé celd rovina R? je jednoduse souvisla oblast a naSe vektorové pole f je tiidy
CY. Rovnost (5.18) je splnéna, jelikoz je

of . O

Tix)=2(x) =1 R?
8x2X 6$1(X) 7XE )

takze pole f je potencialni.

Nyni najdeme néjaky jeho potencial V. Podle defini¢ni rovnosti (5.14) musi platit

rovnosti
8:1:1 — 42,
(5.20)
oV
87372<X) =T .
7 prvni rovnosti integraci dostavame
V(x) = 2129 + p(22), (5.21)

kde p(z2) je néjaké funkce proménné x, (tj. integracni konstanta po integraci funkce
dvou proménnych podle prvni proménné). Zderivujeme obé strany této rovnosti
podle proménné x5 a dosadime do druhé rovnosti v (5.20). Dostaneme

1+ ¢ (x2) =21, tj. ¢'(z2) =0. (5.22)

Odtud integraci dostavame ¢(z2) = 0 (integracni konstantu volime 0). Nyni staci
dosadit do (5.21), abychom dostali hledany potencial

V(X) =T1T9, XE R2. (523)
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2. Mame ukazat, ze vektorové pole
f(x) = (2122, 7] — 23,213 — 72), x€R’, (5.24)

je potencidlni a mame rovnéz najit jeho potencial.

Resent

Prostor R? je jednoduse souvisla oblast a vektorové pole f je zfejmé t¥idy C(V.
Snadno se ovéFi, ze plati rovnosti (5.17). Je totiz

O Oy gy Ohiy 055
Oy o, L g Oy

2y = s

= = =-1 R?.
' B o, (x) , X €

(x)

Vidime, zZe pole f je potencialni. Mame najit néjaky jeho potencial V. Podle definice
(5.14) musi platit rovnosti

ov

aiml(X) = 2.1:1.’172,

oV

aixz(x) - :L‘% - 333 5 (5'25)
ov

(x) =2x3 — x5

Oz
7 prvni rovnosti integraci dostavame
V(x) = 2}z + (22, 13), (5.26)

kde (9, x3) je néjakd funkce dvou proménnych (tj. integra¢ni konstanta po inte-
graci funkce t¥i proménnych podle prvni proménné). Zderivujeme obé strany této
rovnosti podle proménné x5 a dosadime do druhé rovnosti v (5.25). Dostaneme

0 o,
a3 + ﬁ(m,m) =af — a3, tj. ﬁ(%a T3) = —T3. (5.:27)
) L2

Odtud integraci podle proménné x5 plyne
o(x9,x3) = —xows + V(x3), (5.28)
kde ¥(z3) je néjakéd funkce proménné x3. Nyni dosadime z (5.28) do (5.26), takze je
V(x) = 2329 — 2073 + V(23). (5.29)

Takto vyjadfenou funkci V' zderivujeme podle proménné x3 a dosadime do tfeti
rovnosti v (5.25). Dostaneme

—T9 + 19/(ZE3) = 2373 — X9 tJ ’19/(I3) = 2$3.

Odtud integraci dostavdme 9(z3) = z2 (integra¢ni konstantu volime 0). Nyni staci
dosadit do (5.29), abychom dostali hledany potencial

V(x) = afwy — 2013 + 75, x € R”. (5.30)
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Ulohy
1. Naleznéte gradient skalarniho pole
f(z,y, 2) = 2® +2y* + 32 + 2y + 32 — 2y — 62

v bodech: a) o = (0,0,0), b) a=(1,1,1), ¢) b = (2,0,1). Ve kterém bodé nabyva
grad f hodnotu o?

[a) grad f(0) = (3, =2, —6); b) grad f(a) = (6,3,0); ¢) grad f(b) = (7,0,0);
grad f(x) =0 v bodé x = (—2,1,1) /]

2. Ukazte, Ze dané vektorové pole f(x) je potencidlni a naleznéte jeho potencial V (x).

(a) f(z,y) = (2> +2zy—y?, 2° —2zy—y?). [V(z,y) = 2*/3+ 2%y —axy® —y?/3+C ]

(v 11 ) =Y _ Y
(b) fle-) = < (x+y)? 2’y (x+y)2>' lV( v =1 T z+y e
(c) £(z,y,2) = (yz, 2z, 2y). V(z,y,2) =ayz+ C|]

3. Najdéte funkci u(z,y), znate-li jeji diferencil du.

3 37
(a) du= (2?+22y—y®)da+ (2% — 220y —y?) dy. [U(:v,y) = % +aty —xy® — %
yde —xdy 1 3z —y]
b d — . —_ — t J—
(b) du 322 — 22y + 312 [u(x,y) 22 arctg 2\/§y_
2%+ 2xy + 5y%) dx + 2(2? — 22y — y?) dy 22 + 3zy — 2%

(z+y) T +y

(d) du=e"[e¥(z —y+2)+y|] de+ e [e¥(z —y) + 1] dy.
[u(z,y) = e"(e¥(z —y + 1) +y)]

4. Najdéte funkci u(z,y, z), znate-1i jeji diferencil du.

(a) du = (2? — 2yz)dz + (v* — 222) dy + (2% — 22y) d=.

3 3 3
o) = 4 g 2]
1
(b)du—<1—+y>dx+<x+ﬂ>dy—x§jdz. [u(x,y,z)_g;_w+l’y1
y =z z 0y z Y z

(x4+y—z)de+ (z+y—2)dy+ (x+y+2)dz
22+ y? + 22 + 22y '

1
{u(x, y,z) = 5 In (x2 +y?+ 22+ ny) — arctg xj}

(c) du =

V nésledujicich tlohach predpokldaddme, ze G C R? je dand oteviend mnoZina,
f,g:G — R3 jsou dané vektorové funkce takové, Ze viechny jejich slozky f;, g; jsou
t¥idy C) v mnoziné G a Ze h: G — R je dana skalarni funkce t¥idy C") v mnoziné
G. Déale necht r: R? — R3 znadi identické zobrazeni, tj. r(z1, z2, z3) = (71, 9, 13)
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piedstavuje radiusvektor bodu x = (1, T2, r3) a necht skalarni funkce r:R?* — R
zna¢i normu zobrazeni r, tj. plati r(xy, 2, 23) = \/2? + 23 + 23 . Nechf konecné u, v
jsou libovolné dva vektory z R? a nechf u e v znaéi jejich skalarni soudin.

5. Mame ukéazat, ze pro grad plati nasledujici rovnosti.

(a) gradr™ = nr"r;

(b grad— gr, a€R;

)

) °

(c) grad(u or) =u;

(d) grad(e;er) =¢;,i=1,2,3;
)
)
)

e) gradlnr = L
2

(
(

f) grad(ue (v xr))=uxv;

rad [Ju x rf] = (GXF) XU
(@) oo o = IR
(h) grad((uxr)e(vxr))=((uxr)xv)+((vxr)xu);
() gradhr) = "

r

6. Mame ukézat, ze pro div plati nasledujici rovnosti.

(a) divar =3a, a€R;
(b) divr™u=nr""2(reu), necN;

)

)
(c) divr=3r =0;
(d) div(uxr)=0;
(e) div((r xu) X v) = —2uev;
(f) div((r xu) xr) = —2uer;
(g) div((ver)u) =div((uer)v) =uev;
(h) div(u x f) = —uerotf;
(i) div(f x g) =gerotf —ferotg;
(j) div(hf) = fegradh + hdivf;
() div(h(r)r) = 3h(r) + ¥ (r)r;

7. Mame ukéazat, ze pro rot plati nasledujici rovnosti.
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(g) rot(f x g) = (Df)g — (Dg)f + fdivg — gdivf;
(h) rot(hf) = hrotf + grad h x f;
(i) rot(h(r)r) =o.

8. Necht funkce h, fi1, f2, f3 jsou t¥idy C® na mnoziné G C R3. Mame ukézat, ze pro
vSechna x € (G plati rovnosti

rot grad h(x) = o; (5.31)

_ d*h d*h O*h
divgrad h(x) = Tﬁ(x) + a—x%(x) + a—x%(x) ; (5.32)

divrot f(x) = o. (5.33)

5.2 Pouziti kfivkového integralu

Klicova slova: vnitini oblast k¥ivky K, vnéjsi oblast kiivky IC, kladné orientovana krivka,
zaporné orientovand krivka, Greenova véta, Greenilv vzorec, orientovana cesta, uzaviena
cesta, opaCna cesta, trajektorie cesty, kifivkovy integral po orientované cesté, cirkulace
vektorového pole, nezavislost integralu na cesté, konzervativni vektorové pole

5.2.1 Krivkovy integral po orientované cesté

Orientovana cesta

V aplikacich pii feseni fyzikalnich a technickych problémi zpravidla nevystac¢ime s kiivko-
vym integralem druhého druhu pocitanym pouze po orientované kiivce. Mtize se napiiklad
stat, ze hmotny bod se pfi svém pohybu v daném vektorovém poli pohybuje po néjakém
oblouku a pak se po témze oblouku vraci. Abychom mohli postihnout i takové situace,
zavedeme pojem orientované cesty.

Necht Oy, Oy, ..., O, jsou orientované oblouky v R" takové, Ze koncovy bod oblouku
O, je poc¢atecnim bodem oblouku Oy ; pro vSechna k = 1,2, ..., r — 1. Pak uspoifadanou

r—tici oblouku
C=(01,0,,...,0,) (5.34)

nazyvame orientovanou cestou v R"™. Pocateéni bod prvniho oblouku O; nazyvame po-
cdatecnim bodem orientovane cesty C a koncovy bod posledniho oblouku O, nazyvame
koncovym bodem orientované cesty C. Splyva-li koncovy bod posledniho oblouku O, s
pocatecnim bodem prvniho oblouku O, pak rikdme, Ze orientovana cesta C je uzavrend.
Cestu

—C=(-0,,-0,_1,...,—0) (5.35)

nazyvame cestou opacnou k cesté C. Mnozinu
,
Cl=U Ok (5.36)
k=1

nazyvame trajektorii cesty C.
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Kiivkovy integral po orientované cesté
Necht C je orientovand cesta (5.34) a necht f je spojité vektorové pole definované na
trajektorii |C| cesty C. Existuji-li kiivkové integraly [ fds,k=1,2,...,r, pak ¢islo

Oy

[fds= i/fds (5.37)

k=1¢),

nazyvame krivkovgm integralem 2. druhu funkce f po orientované cesté C (nebo struéné
krivkovgm integrdlem po orientované cesté).
Je-li orientovana cesta C uzaviena, pak pro integral funkce f po orientované cesté C pou-

7zivame oznaceni

%fds = ?{fl(x) dzy + fo(x)das + ... + fu(x)dz, (5.38)
c c

a nazyvame jej cirkulact vektorového pole f podél uzaviené orientované cesty C.

Nezavislost kifivkového integralu na cesté; konzervativni vektorové pole

Necht f je spojité vektorové pole definované v néjaké oblasti G C R". Rikdme, Ze krivkovy
integral 2. druhu funkce f nezdvisi v oblasti G na orientované cesté C pravé tehdy, kdyz
pro kazdé dvé orientované cesty Cy, Cy lezici v oblasti G a majici spole¢ny pocatecni a
koncovy bod plati rovnost

/fl(x) Aoy 4 fo(x) dat. . 4 fu(X) dxn:/fl(x)dx1+f2(x) Aot . 4 fu(x) dzn. (5.39)
Cy Ca

Jestlize kiivkovy integral 2. druhu spojitého vektorového pole f definovaného v néjaké
oblasti G C R"™ nezavisi v oblasti G na orientované cesté C, pak tikdme ze pole f je
konzervativni v oblasti G.

Kriterium konzervativnosti pole

Krivkovy integrdl 2. druhu vektorového pole f nezdvisi v oblasti G na orientované cesté C
pravé tehdy, kdyz cirkulace vektorového pole £ podél libovolné uzaviené orientované cesty
C je rovna nule.

Skutecné, z kazdych dvou orientovanych cest C; a Cy se spoleénym pocate¢nim a koncovym
bodem lze vytvorit uzavienou cestu pomoci cest C; a —Cy. Obracené, kazdou uzavienou
cestu lze rozlozit na dvé orientované cesty C; a —C,, kde cesty C; a C, maji spoleény
pocatecni a koncovy bod.

Vypocet integralu potencialniho vektorového pole

Nyni ukdzeme, jak nam znalost potencidlu umoznuje velice jednoduse pocitat orientované
kiivkové integraly po orientované cesté. Predpokladejme, Ze je dano potencialni vektorové
pole f v oblasti G' a necht V' je jeho potencidl. Necht C je orientovand cesta v oblasti G
a necht a, resp. b je poc¢atecni, resp. koncovy bod cesty C. Predpoklddejme nejdiive, ze
cesta C je oblouk a 7e g(t), t € (a,f3) je jeji parametrizace. Pro jednoduchost zapisu
predpokladejme, Ze se vie odehrava v roviné R?. Pak je

I = gl(t), CL’EI = gl(t)dt,
(5.40)
To — gg(t), dl’g = gg(t)dt, te (Oé,ﬁ).
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Podle definice orientovaného kiivkového integralu je

/fds _ /f1<x,y>dx+f2<x,y>dy=
C C

_ /W(ﬂf,y) dz + YV (@9) dy

J dx dy
B
_ / (8‘/(91%;7 92(t>>g1(t) av(gl(at;/a gZ(t))g2(t)> dt = (541)
rav
= [ G a0.e0)dt = V(). 9.0 = V(g(8) - V(gla) =
= V(b)—V(a).
Plati tedy rovnost
/ fi(x) day + fo(x) dzs = V(b) — V(a). (5.42)
C
Analogicky se ukézZe, ze v prostoru R? plati rovnost
/fl(X) dzy + fa(x) dza + f3(x) daz = V(b) — V(a). (5.43)
C

Je-li cesta C tvorena vice oblouky, aplikujeme odvozené tvrzeni na kazdy oblouk zvI&st
a takto vypocitané integraly secteme. Jelikoz koncovy bod predchéazejiciho oblouku je
soucasné pocatecnim bodem néasledujiciho oblouku, dostaneme po secteni na pravé strané
pozadovany rozdil hodnot potencidlu v koncovém a pocatecnim bodé cesty.

Pravé dokdzana rovnost (5.41) nas vede k tomu, abychom pfi zapisu orientovaného inte-
gralu potencialniho vektorového pole po orientované cesté z bodu a do bodu b pouzivali
misto zapisu (5.43) zapis

/ fds = / FL(x) oy + fo(x) dzs + fa(x) das = V(b) — V(a). (5.44)

Priklady
1. Méame najit hodnotu integralu [ x5 dz; + x1 dxy po libovolné orientované cesté C v
C
roving, jejimz pocateénim bodem je bod a = (2,2) a koncovym bodem bod b =
(_27 2)'
Resend
Vektorové pole f = (x9,21) je pole (5.19) a tam bylo ukdzano, Ze toto pole je
potencialni v celé roviné a ze jeho potencidl je V(z1,z5) = z122. Miuzeme tedy
pouzit rovnost (5.42) a dostaneme
/x2 oy + a1 das = V(—2,2) — V(2,2) = —8.
C
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2. Mame najit hodnotu integralu

/Qxlxz dry + (28 — z3) dog + (203 — 25) da
c

po libovolné orientované cesté C v prostoru R3, jejimZ pocateénim bodem je bod
a=(2,2,0) a koncovym bodem bod b = (0, —2,2).

Resend

Vektorové pole f = (2x1x9, 22 —x3, 223—9) je pole (5.24) a bylo ukizéno, Ze toto pole
je potencidlni v celém prostoru a Ze jeho potenciél je V (1, Tq, 23) = 2319 — 1273 +T2.
Miuzeme tedy pouzit rovnost (5.43) a dostaneme

/2x1x2 day + (2 — 23) dws + (21 — 22) day = V(0, —2,2) — V(2,2,0) = 0.
C

Ulohy

1. V nasledujicich tlohach ukazte, ze integrand je diferencidlem néjaké funkce u =
u(z,y). Naleznéte tuto funkci a pomoci ni spocitejte dany integral po libovolné
cesté s danym pocatecnim a koncovym bodem.

(2,3)
(a) / rdy +ydx. [u(z,y) = zy; §
(7172)
(3,—4) 1 ]
(b) / zdz +ydy. [u(m,y) =3 (z® +y?); 12
(0,1) )
e 1 1 ]
© [ (@+y)de+(o—y)dy. o) = 50t ay - Syt 4
(©,1) )
(1,1) 1 i
@ [ (o—y)(de— dy) o) = 5 (=) -2
(17_1) i
UPyar - zd 31
(e) / L;xy, kde cesta neprotina osu . [u(:p,y) _— ; ——
@1) x T 2
“pdr+yd
TAdr +—yay PRy
() ———— kde cesta neprochéazi pocatkem. {u(m, y) = V2 + y?; 9]
NCE "
(1,0)
(3,0) 1 -
() / (x* + 4zy®) dz + (62°y* — 5y*) dy {5 2% +22%y° — 35 62
(_27_1) i
(1,0) q q .
(h) / w, kde cesta neprotind pfimku y = x. u(z,y) = Y 1
(x —y)? T —y

(01_1)
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2
(1) / (1 — y—Q Cos y) dz + <sin Y4 ¥ cos y) dy, kde cesta neprotina osu y.
x x r T x
(1,m)
[ _ Y
u=zx+ysin=; 1+m
x
(a,b)
(j) / e’(cosydr — siny dy). [u=e"cosy; e*cosb— 1]
(0,0)

2. Dokazte, ze je-li f(u) spojitd funkce a K po c¢astech hladkd uzaviena kiivka, je
7,46 f(@* 4+ y*)(zdx 4+ ydy) = 0.
3. V nasledujicich tlohach ukazte, ze integrand je diferencidlem néjaké funkce u =

u(z,y, z). Naleznéte tuto funkci a pomoci ni spocitejte dany integral po libovolné
cesté s danym pocatecnim a koncovym bodem.

(2,3,—4) 9

3 4
7
(a) (11/1) vdr +y*dy — 2 dz. u(a:,y,z)z%vt%—zz;—SS—ﬁ
(6,1,1)
(b) yzdr + xzdy + 2y dz. [u(z,y,z) =zyz; 0
(1,2,3)

1
($27y2722)

rdr +ydy + zdz
O e
e+ y-+z

ckde 23 +yf + 28 = a?, 25 + Y2 + 25 = V%, a > 0,

(w1,y1,21)
b>0.
[u(:c,y, 2) =22 +y?+22; b— a]
(x2,y2,%2)
(d) / flz+y+2)(dz+ dy + dz), kde f je spojita funkce.

(@1,y1,21)
[u(z,y,2) = F(x +y+2); F'(u) = f(u); Flaz+y2 + 22) — Fa1 +y1 + 21)]
(x2,2,22)

(e) / f (\/W) (xdx 4+ ydy + zdz), kde f je spojita funkce.

(w1,y1,21)
ule,y ) = F (Vo w924 22) 5 P = /()
F (\/atg +y3 + z%) —-F <\/x% +yi+ z%)

5.2.2 Greenova véta

Orientace uzaviené krivky

Pripomenme si nejdiive nékteré pojmy a tvrzeni, tykajici se k¥ivky a jeji orientace, které
jsme uvedli na zac¢atku kapitoly o dvojném integralu.

Je-1i O libovolny oblouk v R™ a g(t), ¢t € (a,b), jeho parametrizace, pak podle definice
mé vektorova funkce g(t) spojitou a nenulovou derivaci v kazdém bodé ¢ intervalu (a, b).
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Vektor g(t), t € (a,b), je tenym vektorem oblouku O v bodé g(t). Parametrizace tedy
urcuje jednoznacné vektorové pole te¢nych vektort g(t), a tim i smérové vektory

, t € (a,b), (5.45)

souhlasné se smérem, v némz se pohybuje bod g(t) po oblouku O, jestlize se parametr
t méni od hodnoty a do hodnoty b ve sméru rostouciho parametru ¢. Tohoto smérového
pole jsme vyuzivali k popisu orientace oblouku O.

Jsou-li Oy, Oy, ..., O, oblouky v R" s parametrizacemi gy, : (ax,bx) — R", k=1,2,... 7,
takové, ze zadné tii oblouky nemaji spoleény bod, dva rtizné oblouky se bud neprotinaji
nebo maji spoleény nejvyse nektery ze svych krajnich bodi, a konecné pro krajni body
obloukt plati gy (b)) = grr1(aks1), k=1,2,...,r — 1, pak mnozina

k=)o (5.46)

k=1

se nazyva krivka v R™.

Poznamenejme, ze takto zavedeny pojem kiivky se shoduje s pojmem prosté po castech
hladké kiivky, pouzivanym v fadé ucebnich texti. Je-li g1(a;) = gr(by), pak fikdme, Ze
krivka KC je uzavrend. V opa¢ném pripadé fikdme, ze kiivka je jednoduchd. Je-li kiivka IC
jednoduché, pak jeji orientaci ur¢ujeme napiiklad volbou pocatec¢niho a koncového bodu.
Orientaci, pfi niz je g;(a;) pocateénim a gy (by) koncovym bodem nazyvame orientact
krivky IC indukovanou jeji parametrizaci. Tato orientace je déna teénym vektorem gy (t)
libovolného oblouku Oy, v jeho libovolném bodé g(t), t € (ax, bx). Také orientace uzaviené
kiivky miize byt zadana volbou parametrizace. Kazda krivka ma dvé navzajem opacné
orientace.

Orientace rovinné krivky

Podle znamé Jordanovy véty z obecné topologie plati, Ze kazda uzaviena kiivka K v roviné
R? rozdéluje rovinu na dvé disjunktni oblasti, z nichZ jedna je omezen4 a druha neome-
zend, pricemz kiivka K je jejich spole¢nou hranici. Omezenou oblast nazyvame vnitrni
oblasti krivky IC a neomezenou oblast nazyvame wvnéjsi oblasti krivky K. Budeme fikat,
ze ktivka IC je kladné orientovand pravé tehdy, kdyz pii pohybu po kiivce ve sméru této
orientace lezi vnitini oblast kiivky na levé strané. V opacném piipadé fikdme, ze k¥ivka IC
je zdporné orientovand. O kladné orientované kiivce fikame také, ze je orientovana proti
sméru pohybu hodinovych ruci¢ek. Nyni mtizeme formulovat prvni z integralnich veét.

Greenova véta

Necht M C R? je omezend a uzaviend mnoZina, jejiz hranici je jedind kladné orientovand
uzavrend krivka IC (v jiné terminologii prosta po ¢astech hladkd uzaviena kiivka). Necht
f = (f1, f2) je vektorové pole takové, Ze obé jeho slozky f1, fo maji v néjaké oteviené oblasti
G obsahugici mnoZinu M spojité parcidlni derivace. Pak plati rovnost

// (aaj;z(x,y) - %2(%1/)) dedy = /fl(x,y) dz + fo(z,y) dy. (5.47)
M i

Rovnost (5.47) se nazyva také Greentv vzorec.
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Obrazek 5.1: Popis hranice oblasti M

Dikaz Greenovy véty naznac¢ime pro specialni tvar oblasti, jejiz hranici miiZeme popsat
jako graf dvou funkei ¢g;(z) a go(x), jak je nacrtnuto na obr. 5.1 a) a soucasné jako graf
dvou funkei hy(y) a ha(y), jak je nacrtnuto na obr. 5.1 b).

Defini¢nim oborem funkci g;(z) je interval (a,b), ktery je primétem mnoziny M na osu
x, definiénim oborem funkci h;(y) je interval (c, d), ktery je pramétem mnoziny M na osu
y. Mnozinu M pak muzeme popsat bud pomoci funkci g;(z) a go(z)

M={(z,y) eR* | (a<z<b) A (g1(2) Sy < (@)}, (5.48)
nebo pomoci funkei hq(y) a ho(y)
M ={(z,y) eR* [ (c <y < d) A(ha(y) <z < hay))}- (5.49)

Oznac¢me K hranici mnoziny M. Nejdfive dokdzeme rovnost
// xydxdy—/fgxy Y. (5.50)

Levou stranu rovnosti (5.50) vyjddiime pomoci Fubiniho véty. Je

// 8f2 (x,y) dxdy—/d (h/ an(x y)dx) dy—/fg (ha(y dy—/dfz(hl(y),y)dy_

¢ \ul(y)
(5.51)
Abychom vyjadrili pravou stranu rovnosti (5.50), rozlozime kiivku I na dva oblouky
K = O3 U Oy, jak vidime na obr. 5.1 b). Pak mizeme psat

/f2(95,y) dy = /fQ(xvy) dy+/f2($a3/) dy. (5.52)
K O3 Oy
Oblouk O3, resp. O4 mizeme parametrizovat jako grafy funkei

r=mh(t), y=c+d—t, tecd),

resp.



5.2. POUZITI KRIVKOVEHO INTEGRALU 171

Snadno ovérime, ze indukovana orientace hranice K je takova, jak pozaduji predpoklady
véty. Vyjadiime-li kfivkové integrély v (5.51) pomoci téchto parametrizaci, dostavame
rovnost

d d

/f2(:r,y) dy = /f2(x,y) dy+/fz(x7y) dy:/fz(hg(y),y) dy—/fz(hl(y),y) dy.
K O3 Oy

c c

(5.53)
Z rovnosti (5.51) a (5.53) plyne rovnost (5.50).
Analogicky se da dokazat rovnost

// (x,y)dxdy = /f1 x,y)d (5.54)

Jejich odec¢tenim dostaneme dokazovany Greentv vzorec (5.47).

Vypocet obsahu rovinné oblasti
Necht M C R? je omezena a uzaviend mnozina splitujici piedpoklady Greenovy véty.
Volime-li v (5.47)
1
fl(xvy):_§y7 fg(l’,y):*
dostaneme z rovnosti (5.47) rovnost

1
/ dedy = 5 /xdy —yduz, (5.55)
M K

kde K je kladné orientovana hranice oblasti M. Dvojny integral na levé strané je vSak
roven plosnému obsahu oblasti M. Plati tedy pro plosny obsah P rovinné oblasti M
ohranicené uzavienou kiivkou K rovnost

1
Pzi/xdy—ydx. (5.56)
K
Priklad
2?2y
Mame vypocitat plosny obsah vnitini oblasti ehpsy — + i 1,a>0,b>0.
Resent

K vypoctu pouzijeme Greenovu vétu. Ziejmé elipsa splnuje predpoklady Greenovy véty,
a proto k vypoc¢tu obsahu P mnoziny

2 g2
M:{(:Ey)ER2|+b2_1}

muzeme pouzit rovnost (5.56). Pouzijeme zobecnéné polarni soufadnice © = acost, y =
bsint, t € (0,27). Dostaneme
1 17
=3 /xdy —ydr = 3 /(acostbcost — bsint(—asint))dt =
K 0
1 2
- 5/abdt — wab.
0
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Ulohy

1. Pomoci Greenovy véty vypoctéte kiivkovy integral 2. druhu

/(m+y)dx+(3§—y)dy

po uzaviené rovinné kiivce v roviné

22y
IC:{(x,y)GR2|a2+b2:1
orientované proti sméru pohybu hodinovych rucicek. [0.]

2. Pomoci Greenovy véty naleznéte hodnotu integralu
/2my dz — 2% dy,
K

kde K je
(a) lomend ¢ara s vrcholy (0,0), (2,1) a (2,0), pficemz orientace je zadand danym
poradim bodt. [4.]

(b) lomena ¢ara s vrcholy (0,0), (0,1) a (2, 1), pfi¢emz orientace je zadand danym
poradim bodt. [4.]

5.3 Pouziti ploSného integralu

Klicova slova: Gaussova véta, Stokesova véta

5.3.1 Gaussova véta

Gaussova véta udava vztah mezi plosnym integralem po uzaviené plose a trojnym inte-
gralem pfes oblast, kterou tato plocha ohranicuje.

Gaussova véta

Necht H C R3 je omezend, uzaviend, souvisld mnoZina, jejiz hranice OH je uzaviend plo-
cha orientovand vnéjsim normdlovym polem. Necht G C R3 je oteviend souvisld mnoZina
takovd, e H C G a necht £ je vektorové pole tiidy CV na oblasti G. Pak plati rovnost

/ £dS = / / / div £ (1, w9, 73) day dis ds. (5.57)
oOH H

Diikaz rovnosti (5.57) naznac¢ime pro specidlni ptipad oblasti H. Tuto rovnost miizeme
psat ve tvaru

/ fidaxgodas + fodrzda; + fydrydey =

oH
0 0 o
= /I!/ (8£<x1’x2’x3) + ai(mly-’lf%ﬂB) + aﬁ)(m,u,m)) dzy das dzs.

(5.58)
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Predpokladejme, ze oblast H je zdola ohranicena listem Lq, ktery je grafem funkce x5 =
hy(x1,x2), (21, 22) € I, shora listem Ly, ktery je grafem funkce x3 = ho(z1,29) , (21, 22) €
I, z boku valcovou plochou P s povrchovymi pfimkami rovnobéznymi s osou 3, ktera v
roviné xxe vytind oblast I. Plocha OM je sjednocenim této valcové plochy a obou listi
L1, L5. Hranice OH je tedy sjednocenim ploch L1, L5 a P. Orientaci plochy 0H zvolme
pomoci vnéjsi normaly. Pfipomerime jesté, Ze z rovnosti pro f = (0,0, f5) a pro list £
parametrizovany jako graf funkce x3 = h(xy, z3) plyne

/(0,0,fg)ds = /f3 dl’l dili'g = // fg(l'l,l'g,h(l’l,mg))dl’l dili'g. (559)
L L 1

Vyuzijeme-li tuto rovnost a Fubiniho vétu, dostavame

ha( 961,962)

/// gi (w1, 2, 7) dy dp day = // / xl,xml’s)dx?’d%d@
i

hi(z1,22)

= //(f3 T, T2, $17$2)) - f3($1,$2,h2($1,902))d951 dazy = (5'60)

I
:/f?)d% d$2+/f3d$1 dx,.
ﬁl £2

e vy v

prumét do osy x3 Je nulovy, a tedy

/fg dIl dl’g =0.
Muzeme tedy tento s¢itanec pric¢ist k pravé strané rovnosti (5.60) a dostaneme

0
///f?’($1,[172,1‘3)d$1d1'2d$3 = /f3d$1d$2+/f3dxldx2+/f3d$1d$2 -
A ai[fg r Lo P

1
== / f3 d.Il dl’g.
oM
(5.61)
Analogicky pro téleso valcového tvaru s osou rovnobéznou se soutadnicovou osou x5, resp.
1 dostavame rovnosti

/.//gfz(l'l,$2,l'3)d$1d$2dl'3: /fgdl’gd[El, (562)
o 9T oM

resp.

/// afl Q?l,IQ,LUg) dl’ldxgdxg: /f1 dIle’g. (563)
oM

Jestlize zadanou oblast H umime popsat jako sjednoceni konec¢né mnoho valcovych téles
majicich néktery z vysSe uvedenych tvart tak, Ze libovolnd dvé télesa maji spole¢nou
nejvyse ¢ast hrani¢ni plochy, pak na této spolecné plose jsou orientace navzajem opacné,
takze integraly pfes né se navzajem rusi. Secteme-li integraly pres vSechna télesa tohoto
déleni, dostaneme dokazovanou rovnost.
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Priklad

Mame vypocitat hodnotu plosného integralu druhého druhu
/:dedz +ydzdr + zdxdy,
P

kde plocha P je jednotkova sféra se stfedem v pocatku orientovana ven.

Resent

Pouzijeme Gaussovu vétu. Nejdiive ovéfime predpoklady. V nasem pripadé je H jed-
notkova koule, OH je jednotkova sféra P, za oblast G miiZeme volit cely prostor R3.
Vektorové pole f(z,y,2) = (z,y,2), (z,y,2) € R?, je tiidy C") na R3, takZe pfedpo-
klady Gaussovy—Ostrogradského véty jsou splnény. Mizeme pouzit rovnost (5.57). Zfejmé
div f(xy, 29, z3) = 3, takze

: 4
/xdydz+ydzd$+zd$dy:// 3dxdydz:3/// d$dydz:3§7r:47r.
P i H

Ulohy Naleznéte hodnoty nésledujicich integrald.

g /x2dydz+y2dzdx+z2dxdy,
kde plocha P je hranice I?rychle
H={(z,9,2) | 0<2z<1)A0<y<1)A0<z<1)}
orientovand ven. 3.]
2.
/x?’dydz +y*dzdr + 22 do dy,
kde plocha P je hranice ;olokoule
H={(z,y,2) | @+ >+ 2> <1)A(0<2)}
orientovand ven. [67/5.]
3.
/xdydz tydedr+ (22— 1) dedy,
kde plocha P je hranic;) valce
H={(z,y.2) | (@ +y* <A 0<z<1)}
orientovana ven. [37.]
4.

/xzdydz +zydzdr + yzdzdy,
P
kde plocha P je hranice télesa

H={(z,y.2) | (@®+y* < RHONO0 <z <) A0 <2)A(0<y)}
orientovand ven. [hR?(37h + 16R)/24.]
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5.3.2 Stokesova véta

Stokesova véta udava vztah mezi plosnym integralem ptes orientovanou plochu v prostoru
R3 a kiivkovym integralem pies jeji koherentné orientovanou hranici.

Stokesova véta

Necht H C R? je orientovand plocha, jejiZ hranice OH je uzaviend kFivka orientovand
koherentni orientaci. Necht G C R3 je otevrend souwvisld mnoZina takovd, e H C G a
necht £ je vektorové pole tiidy CV na oblasti G. Pak plati rovnost

fds = [ rotfdS. (5.64)
jras= |

H

Diikaz této véty je prilis komplikovany a nebudeme naznacovat ani jeho zakladni myslenku.

Priklad
Mame vypocitat hodnotu kfivkového integralu druhého druhu

Fly—2)do+ (= —2)dy+ (= —y) dz.

kde kiivka K je obvod trojuhelnika s vrcholy (1,0,0), (0,1,0), (0,0,1) s orientaci danou
uvedenym poradim vrcholt.

Resent

Pouzijeme Stokesovu vétu. Nejdiive ovérime predpoklady. V nasem ptipadé je H trojuhel-
nik s vrcholy v bodech (1,0,0), (0,1,0), (0,0,1), 9H = K je obvod tohoto trojihelnika.
Za oblast G mtizeme volit cely prostor R®. Vektorové pole f(z,y,2) = (y — 2,2 — 2,0 —
y), (z,9,2) € R?, jetfidy CY) na R3, takze predpoklady Stokesovy véty jsou splnény. Mii-
zeme pouzit rovnost (5.64). Ziejmé rot f(xq, x9, 23) = (=2, —2, —2) . Trojthelnik mizeme
parametrizovat jako graf funkce. Indukovana orientace je souhlasna se zadanou orientaci
a piislusny normalovy orientujici vektor je (1,1,1). Je tedy

j{(y—z)dx+(Z—x)dy+(:c—y)dz: /rotde:

K H

1—u

— [[(-2.-2,-2) e (1.1, D) dudo :/1/( 6) dv du = —3.

1

Ulohy
1. Pomoci Stokesovy véty mame vypocitat nasledujici kiivkové integraly.

(a)

]{(xQ —yz)dr + (v — 22)dy + (2* — 2y) dz,
K

kde kiivka K je obvod trojuhelnika s vrcholy (1,0,0), (0,0,1), (0,1,0) s ori-
entaci danou uvedenym poradim vrchold. [0.]
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]{dex—l—z?dy%—ﬁdz,
K

kde kiivka IC je obvod trojuhelnika s vrcholy (a,0,0), (0,a,0), (0,0,a), a > 0,
s orientaci danou uvedenym poradim vrcholt. [—a.]

2. Pomoci Stokesovy véty mame vypocitat integral

/ rot £dS,
H
kde
(a) f = (y,z,7) a H je ¢ast paraboloidu z = 1 — 2% — ¢?, 2z > 0, orientujici
normalovy vektor svird s osou z ostry tuhel. [—m.]

(b) f = (zz,—vy,2%) a H je ¢ast povrchu ¢tyisténu ohrani¢eného soufadnicovymi
rovinami a rovinou 3z + y + 3z = 6, s vynechanou sténou lezici v roviné xy,
orientované dovnit¥ ¢tyfsténu. [0.]



