Cviéeni 1

DEFINICNT OBOR FUNKCE VICE PROMENNYCH, VRSTEVNICE APOD.

1. Najdéte definiéni obor funkce f(x,y) = /= — y% + /y — 22.
Reseni: D F= {a: —y2>0a y—a2> O}, coz je konvexni mnozina omezend Kkiiv-
kami z = 2 a y = 22.

2. Najdéte defini¢ni obor funkce f(x,y) = arccos

T + y'
Reseni: Defini¢ni obor je mnoZina vsech [z;y] € R?, pro kterd plati —1 < mn <1.
Ty
Tato mnozina se skldda ze dvou tupych uhli omezenych pfimkami y =0ay = —2z

s hranici, ale bez bodu [0; 0].

3. Najdste defini¢ni obor funkce f(z,y) = /(22 + y% — 1)(4 — 22 — y?).

Reseni: Defini¢ni obor je mnozina 1 < 22 + y? < 4, coz je uzaviené mezikruzi se
stfedem v pocatku, s polomérem vnitiniho kruhu 1 a vnéjsiho 2.

4. Najdéte defini¢ni obor funkce fi(z,y) = In(zy) a fa(z,y) =Inz +Iny.

Reseni: Defini¢ni obor funkce f; je mnozina xy > 0, coZ je otevieny prvni a tieti
kvadrant, kdezto defini¢ni obor funkce f, je mnozina z > 0 a y > 0, coz je otevieny
prvni kvadrant.

5. Najdéte defini¢ni obor funkce f(z,y,z) =In (—1 —z? —y? + 22).

Reseni: Defini¢ni obor je dan rovnici —1—22—1%422 > 0, coz je vnitfek dvojdilného
hyperboloidu 22 + 3% — 22 = —1.

6. Najdéte vrstevnice funkce z = 22 + 72.

Reseni: Soustiedné kruznice 22 + y? = C pro C > 0; bod [0;0] pro C' = 0; prazdna
mnozina pro C < 0.

1
x2 + 292’
Reseni: Prazdnd mnozina pro C < 0; elipsy C2? 4+ 2Cy? =1 pro C > 0.

7. Najdéte vrstevnice funkce z =

8. Najdéte vrstevnice pro funkci z = min(2?, y).

Resenid: Piimky y = C pro z = C' < 0; pfimka y = 0 a polopfimka = = 0, y > 0 pro
z = 0; poloptimky y = C, z > VC az < —/C axz =+VC, y > C pro C > 0.

9. Najdéte hladiny konstantni tirovné funkce u(z,y, z) = 22 + 3% — 22.

Reseni: Mame popsat mnozinu z2 + y2 — 22 = C, kde C je konstanta. Pro C' > 0
je to mnozina jednodilnych hyperboloidd; pro C' < 0 je to mnozina dvojdilnych
hyperboloidi; pro C' = 0 je to kuzel.
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10. Najdéte funkei f(z), jestlize f <y> _ VT Y pro z > 0.
x x

S y y : z? 4+ u?a?

Reseni: Ozna¢me u = =. Pak je y = uz a f(u) = ——— = V14 u?. Tedy
x x

f@) = VIt a2,

11. Najdéte f(x,y), jestlize f <x +, Q) =22 — 42
x

Reseni: Ozna¢me u =z +y a v = Y Inverzni zobrazeni jex = ay= uw_
T 14w 14w
7 toho dostaneme
2 2,2 2
U u“v 11— 5 1-wv ,
f(u,v)—(1+v)2 (1+v)2_(1+v)2u T 1t
-y
Ted z,y) = —= 22
y fly) =12 y




Cvicéeni 2

METRICKE PROSTORY. NORMOVANE PROSTORY.
PROSTORY SE SKALARNIM SOUCINEM.

Definice 1. Necht M je mnozina a p: M x M — R s nasledujicimi vlastnostmi:

(1) p(x7y)207 p(:l;,y):0<:>x:y,

(2) p(z,y) = ply, x),

3) p(z,y) < p(z,2) + p(y, 2),
pro kazdé x, y, z € M. Pak se funkce p nazyva metrika a mnozina M s funkci p se
nazyva metricky prostor.
Vztah (3) se nazyva trojuhelnikovd nerovnost.

Definice 2. Necht V je vektorovy prostor nad R, resp. nad C, a v : V' — R takova,
ze pro kazdé x,y € V a a € R plati:

(1) v(z) >0, v(z)=0&2=0,

(2) v(ax) = |alv(z),

(3) v(z +y) <v(z)+v(y)

Funkce v se nazyva norma.

Véta 1. Necht'V je vektorovy prostor a v je norma na V. Pak je funkcep: VxV —
R definovand vztahem p(x,y) = v(x — y) metrika na V.

1. Dokazte vétu 1.

Reseni: Mame ukézat, Ze pro funkei p plati (1)—(3) z definice 1.

Podle (1) z definice 2 plati p(z,y) = v(x —y) > 0 a p(z,y) = v(z —y) = 0 <=
r—y=0<+= z=y. Tedy plati (1).

Podle (2) plati p(z,y) = v(z —y) = v((-1) - (y — 2)) = v(y — 2) = p(y, ), a tedy
plati (2).

Podle (3) z definice 2 je p(z, y) = v(z—y) = v((z—2)+(2—y)) < v(z—2)+v(z—y) =
p(x,z) + p(y, z), coz je trojihelnikova nerovnost z definice 1.

Definice 3. Je-li V vektorovy prostor a ¥ norma na V', pak nazyvame metricky
prostor V' s metrikou definovanou ve vété 2. normovany vektorovy prostor.

Definice 4. Necht V je vektorovy prostor nad R, resp. C. Skaldrni soucin nazyvame
funkei (-,+) : V x V — R, resp. C, ktera pro kazdé z,y,z € V a o, € R, resp. C,
ma nasledujici vlastnosti:

(1) (e + By, 2) = oz, 2) + By, 2),

(2) (z,2) >0, (z,2)=0<2=0,

3) (z,y) = (y,2).
V (3) znamena @ komplexné sdruzené ¢islo k . Obvykle se znaci v/ (z,x) = ||z||.
Takovy vektorovy prostor se nazyva prostor se skaldrnim soucinem.




Véta 2. (Schwarzova nerovnost) Necht V' je vektorovy prostor se skalarnim souci-
nem. Pak pro kazdé x,y € V plati |(z,y)| < ||=| - |ly|.-

2. Dokazte vétu 2.

Reseni: Podle (2) z definice skaldrniho sou¢inu plati pro kazdé z, y € V a A € C
nerovnost (z — Ay, x — Ay) > 0. Pfitom rovnost plati pouze tehdy, kdyz = — Ay = 0,
tedy je x nasobek y. Kdyz rozepiSseme tuto nerovnost, dostaneme

0< (z—Ay,z—Ay) = [|z]]* = Ay, z) — Az, y) + [AP|lyl>.

Jestlize je y = 0 plati v dokazovaném vztahu rovnost. Jestlize je y # 0, polozime

A= (z, y2) Pak je \ = (v, 2:2) a predchozi vztah dava
[l I
2 (yax)(xvy) (xay)(y7$) |(:U7y)‘2 2 |(£U,y)‘2
0 < [l=]|” - - + =zl = =5

1yl 1yl 1yl lyl]?

Odtud jiz plyne vztah |(z, y)‘2 < ||z]|?||ly||?, z néhoZ ziskdme po odmocnéni Schwar-
ZOVU nerovnost.

Povsimnéte si, ze rovnost nastava pouze tehdy, kdyz x = Ay nebo kdyz je y = 0,
tj. pravé tehdy, kdyz jsou vektoru z a y linedrné zavislé.

Véta 3. Je-li V' vektorovy prostor se skalarnim soucinem, pak je funkce ||z| =
(z,x) norma na V.

3. Dokazte vétu 3.

Reseni: Mame ukézat, Ze funkce v(x) = ||z| ma vlastnosti (1)—(3) z definice 2.
Protoze pro kazdé x € V je ||z|| = v/(z,z) > 0 a ||z|| = 0 pravé tehdy, kdyz = = 0,
je splnéna podminka (1).

(2) plyne z rovnosti |laz| = /(az,az) = \/|a]?(z,z) = |a] - ||z]|.

K dikazu (3) pouzijeme Schwarzovy nerovnosti. ProtoZe pro kazdé komplexni ¢islo
a € C plati nerovnost Re(a) < |a|, dostaneme

lz+yl* = (z +y, 2 +y) = 2]* + (2,9) + (y,2) + Iyl =
= [l2lI* + 2Re(2, y) + [ly[I* < ll2]* + 2[(z, )| + [ly[|* <
2
< ll2ll” + 20zl - Nyl + lyll* = (=l + llyll)”™

Po odmocnéni tedy |z + y|| < ||| + ||ly||, coz je (3) z definice normy.

4. Necht M je libovolna neprazdnd mnozina. DokazZte, Zze funkce

0 prox#vy
1 proz=y

p(z,y) = {



je metrika na M.

Jak vypadaji oteviené a uzaviené mnoziny v tomto metrickém prostoru?

Regeni: Musime ovéfit, Ze dana funkce p mé vlastnosti (1)—(3) z definice metriky.
Vztahy (1) a (2) jsou zfejmé. Abychom dokézali trojihelnikovou nerovnost p(z, y) <
p(x,z) + p(y, z), staci uvazovat piipady © = y = z, z =y # z, c = z # y a
x # y # z # x. Snadno se lze presvédéit, ze (3) je ve vSech téchto pripadech
splnéno.

Necht je X libovolna podmnozina M a xz € X. Protoze kazdé okoli U, (), kde e < 1
obsahuje jediny bod x a je tedy podmnozinou X. Tedy kazdy bod x € X je vnitini
bod X, a tedy kazd4a podmnozina M je oteviena. Proto je také pro kazdou mnozinu
X C M jeji doplnék M \ X oteviend mnozina. Tedy kazd4 podmnozina M je také
uzaviena.

Véta 4. V prostoru R™ je pro kazdé p > 1 funkce

n 1/p
vy(x) = (Z‘mp)

resp.
Voo () = max(|z1|, 22|, ..., |zn])

norma v R". Prostor R" s metrikou p,(x,y) = vp(x—y) je tedy normovany prostor.

n
Norma vy vznika ze skalarniho souc¢inu (x,y) = E TiYi-
=1

5. Dokazte, ze lim v,(x) = voo ().
p—00

Reseni: Ozna¢me X = max(|z1],|z2|,. .., |zy|). Je-li X =0, je 21, = 0 pro kazdé k.
Necht X # 0. Pak pro kazdé ¢ = 1,2,...,n plati nerovnost 0 < y; = ’?{fl < 1. Pak

ale pro kazdé p > 1 plati

=1

Protoze |y;| < 1, dostaneme z této rovnosti nerovnost

n 1/p
X< (Z!xz}p> =1p(x) < Xnl/?.

A protoze lim n'/? = 1, dostaneme limitnim pfechodem p — oo vztah X =

p—)OO

Voo(T) = pli_)rglo vp(x).



6. V prostoru R3 jsou dany body A = [1;0; 1], B = [2;4; 5] a C = [-3;0;3].
Urcete vzajemné vzdalenosti téchto bodi v prostorech s metrikami p1, p2 a poo-
Ovérte v téchto pripadech trojuhelnikovou nerovnost.

Reseni: Podle definice je

p1(A,B) = 1]+ 4 + ] -4 =9,
p1(A,C) = |4+ 10|+ [4] =8,
p1(B,C) =|—=5| 4| — 4| + 8] = 17;
p2(A,B) = /12 + 42 + (—4)2 = V33,
p2(A,C) = \/(—4)2 + 02 + 42 = 42,
p2(B,C) = v/(=5)2 + (—4)2 + 82 = V/105;

A7B max(|1|,|4|,|—4|) :47
A,C :max(| _4|7|O|7|4|> :47
Poo(B,C) = max(] — 5|,| — 4/,8) =8.

Véta 5. Necht (a,b) je uzavieny omezeny interval. Ozna¢me C({a,b)) mnoZinu
vSech spojitych funkci na (a,b). Pak je funkce v(f) = sup ]f( )| norma na pros-

ze(a,b

toru C((a,b)).

7.V prostoru C'((0, 1)) najdéte vzdélenost funkei f(z) = 222+ x+1a g(z) = 1+2z.
Reseni: Podle definice je

p(f,9) = sup |f(z)—g(x)] = sup |22 —z|.
x€(0,1) x€(0,1)

Tato funkce je spojitd na kompaktnim intervalu (0, 1). Tedy mé na tomto intervalu
1 1

maximum. Pro x € <O, §> je |222—z| =z —2z% aprox € <§, 1> plati [22% —z| =

222 —x. Protoze derivace této funkce je rovna nule pouze v bodé z = 7 muze funkce

1 1
nabyvat maximum pouze v bodech z; = 7 kde je derivace nulova, xo = 3’ kde

derivace neexistuje, xrs = 0 a x4 = 1, coz jsou krajni body intervalu. Nejvetsi
hodnota této funkce je 1 v bodé x4 = 1. Tedy p(f,g) = 1.

8. Najdéte funkci tvaru f(z) = az, kterd ma v prostoru C’((O, 1>) nejmensi vzdale-

nost od funkce g(z) = x2.



Resend: Nasim tkolem je najit a € R tak, aby byla minimalni hodnota funkce

F(a) = sup |2® — az|. Ozna¢me G(z,a) = |2? — az| = x|z — a|, kde z € (0,1) a
x€(0,1)
a € R.

Pro a > 1 je G(z,a)

z1=0,29=1a z3

= z(a — x). Tato funkce miZe nabyvat maxima v bodech
%. Pfimym vypocétem se presvédcime, ze F'(a) = a — 1 pro
2

a€ (2,00) a F(a) = az pro a € (1,2).

Proa € (0,1) je G(z,a) = z(a—x) proz € (0,a) a G(z,a) = z(z—a) pro x € (a,1).

Tato funkce proménné x mize nabyvat maxima v bodech x; = 0, x5 = %, T3 =aa
2

x4 = 1. Srovnanim funkénich hodnot v téchto bodech snadno zjistime, ze F'(a) = e

4
pro a € (2v/2—2,1) a F(a) =1 —a pro € (0,2v2 — 2).
Pro a < 0 je G(z,a) = z(x — a). Tato funkce proménné x nabyva maxima F'(a) =
1 —a v bodé z=1.

Tedy nasli jsme funkci
a—1 pro a € (2,00)

F(a) = p(2*,ar) = { — pro a € (2v/2 - 2,2)
1—a pro aE(—oo,Q\/_—2>
Nasim tukolem je najit minimum této funkce. Ta je spojita a je klesajici v intervalu

(—oo,2x/§ — 2) a rostoucl v intervalu (2\/§ — 2,00). Tedy tato funkce nabyva
minimum Fli, = 3 — 2v/2 v bodé a = 2v/2 — 2.

Véta 6. Necht (a, b) je uzavieny omezeny interval. Uvazujme vektorovy prostor L¢
vSech realnych spojitych funkci na {(a,b). Pro kazdé p > 1 je funkce

b 1/p
vp(f) = ( / | f(2)[” dx)

norma na L¢. Normovany prostor Le s normou v, budeme znacit LY, ((a, b)).

b
Norma v L% ({a, b)) vzniké ze skaldrniho soucinu (f,g) = / f(x)g(x) dz.

9. V prostorech L{ ((0,27)) a LZ((0,27)) najdéte ||f|, ||g]| a vzdalenost funkci
f(x) =sinx a g(x) = cos z.



Reseni: Podle definice je

27 T o
||f||1:/ ‘sinx!dx:/ sinxdx—/ sinzdr =4,
0 0 -

2m
lolli = [ feos|dz =1,
0
27
pl(f,g):/ ’sinx—cosx|dx:
0

/4 57 /4 27
:/ (coszz:—sina:) da:—l—/ (sina:—cosa:) dac+/ (cosac—sin:z:) dx =

/4 5m/4
=42
1/2
111> = ( st ads) = Vi,
1/2
gll2 = ( cos xdx) =V,

1/2

(f,g)—(/o (ina = cosa)?) = var.

10. Najdéte a tak, aby funkce f(z) = az méla v prostoru a) L ((0,1)); b) v

prostoru L%((O, 1>), nejmensi vzdalenost od funkce g(z) = z2.

Reseni: Nasim tkolem je najit minimum funkce F(a) = p(2?, az). V piipads
LL((0,1)) je Fa / |2 — az|dz.
Proa > 1 je

Pro a € (0,1) dostaneme

N
Wl

1 a 1 3
F((I):/ |$2—a:c’dw:/ (CL:E—I‘2)+/ (xZ—a;p)dx:%_
0 0 a

aproa <0 je

Wl
|

F(a) = /Ol(gﬂ ~az)de =

Protoze je funkce F'(a) klesajici v intervalu (—oo,0

~—

a rostouci v intervalu (1, 00),

2

lezi jeji minimum v intervalu (0, 1). Protoze F'(a) = a* — 2 miize existovat extrém

1
pouze v bodech x1 = 0, xo = — a x3 = 1. Funk¢ni hodnoty v téchto bodech jsou

V2



2—+/2 1 1
) V2 a F(1) = =. Tedy a = — a pro toto a je vzdalenost

G "6 NG

Tato funkce méa derivaci rovnou nule pouze v bodé a =

3
4
funkce F(a) nabyva v tomto bodé globalniho minima F (




Cviceni 3
LIMITA POSLOUPNOSTI V METRICKEM PROSTORU.
CAaucHY-BoLzANOVA PODMINKA. UPLNY PROSTOR.

Definice 1. Necht M je metricky prostor s metrikou p a x, je posloupnost v

M. Rikdme, Ze posloupnost x,, ma limitu x, jestlize lim p(z,,r) = 0. Pak piseme
n—oo

lim z, = z. Posloupnost, kterd ma limitu se nazyva konvergentni. Jestlize posloup-

n—oo
nost nema limitu, nazyva se divergentni.

Véta 1. Posloupnost z,, v metrickém prostoru M ma nejvyse jednu limitu.

1. Dokazte vétu 1.
Reseni: Necht je x # y a lim p(z,z,) = lim p(y,z,) = 0. Pak ke kazdému
n—oo n—oo
e > 0 existuji n, a z, takové, ze pro kazdé n > n, je p(z,z,) < € a pro kazdé
1
n > ny je p(y,r,) < €. Vezméme € = 3 p(x,y) > 0. Pro piislusna n, a n, polozme
no = max(ng, ny). Pak pro kazdé n > ng plati
2
p2,y) < p(@,2n) + p(y, 2n) < 5 p(2,Y).

Ale to je spor. Tedy p(x,y) =0, tj. z = y.

Véta 2. Necht x,, = (907(11), ok )) je posloupnost prvkii z R¥ s metrikou pp defino-

vanou ve cviceni 2. Pak je posloupnost konvergentni, pravé kdyz jsou konvergentni
vSechny posloupnosti wgf), 1 =1,...,k a plati hm x, = x, kde @ = lim x(l)

n— n—oo
1=1,...,k

2. Dokazte vétu 2.

Reseni: Necht je lim @, = x v prostoru s metrikou p,. Protoze pro kazdé i =
n—oo

1,2,...,k ap € (1,00) plati nerovnost

k 1/p
]x(i) _ z%ﬁ)| < (Z‘x(r) _ xg)f)
r=1

je lim ‘x(z mgﬂ =0 pro kazdé i =1,2,...,k, a tedy lim acgf) =z,
Nechf naopak pro vSechna ¢ = 1,2,...,k je lim xff) = 2. Pak ke kazdému

: €
e > 0 existuji né) takova, ze pro kazdé n > n je |x(z) —Zn | < Vezméme

ki/r
ng = max(n(() ), n(()2), .. n(()k)). Pak pro kazdé n > ngy plati nerovnost

k k
;‘xm — 2D < z:: % —

10

7(;')



Tedy pro n > ng je pp (a:, :I:n) <e.
Pro metriku generovanou normou veo(z) = max(|zW|, [z®|, ..., [z(™]), plati pro
kazdé ¢ nerovnost

(i) _ (9 () _ ()
E af)| < Z:Ilnzaxk(|x ziM]).

i v této metrice plyne, ze z lim x,, = x vztah lim xg) =z pro kazdé i. Abychom
n—oo n—oo
dokéazali opacnou implikaci zvolime k danému ¢ > 0 cisla n(()l) takova, ze pro kazdé

n> n(()l) je }{L‘(l) —IL‘%)‘ <eang= maX(’I’Lél)yn((f)y---?n(()k))'

3. Najdéte limitu posloupnosti

2n2 + 1 —4\"*? 2 "
azn:< n 7(” ) Vn+1—+/n, (—arctgn) :
T

n? n+1
Resenid: Podle véty 2 staci najit limity

n? 41 —4\"? 2 "
lim =2 2+ . lim (n > , lim (Vr2+1-n), lim (— arctgn) )

n— oo n n—oo \ N + 1 n—oo n—oo \ T

Prvni t1i limity jsou

_4 n+2 5 n+2
lim (2 —(1- =e %,
n—oo \ n + 1 n+1

2
lim (\/n2+1—n): lim (\/n2—|—1—n) i +1+n: lim ;:O.

n—0o0 vn2+1+4+n nocy/nZ4+14n

Posledni limitu nalezneme tak, Ze ur¢ime limitu

r—oo \ T r— 00

2 x
lim <— arctgx) = lim exp(x ln(27r_1 arctgm)) =

= exp( lim (zIn(27~ ' arctg x))) .
Xr— 00

Pokud tato limita existuje, je rovna hledané limité posloupnosti. Limitu v exponentu

nalezneme pomoci I’Hospitalova pravidla.

. In(arctgz) + In(27~1) _ —x? 2
lim = lim —
7500 x~1 z—oo (1 + x2)arctgx 7T

Tedy hledané limita je Lim @, — (2,e—5,0,e—2/”).

n—oo

11



4. Necht f,(r) = 2" a 0 < n < 1. Najdéte limitu posloupnosti f,, v prostoru
C((0,n)) a v prostoru C((0,1)).
0

1)
Reseni: Pro kazdé pevné z € (0,1) je lim 2™ = 0. Tedy jestlize posloupnost kon-

n—oo
verguje, konverguje k funkci f(x) =
Konvergence posloupnosti funkei v prostoru C(M) znamena, ze

lim sup |f fn(x)’ =0

Protoze jsou funkce f,,(z) = 2™ spojité a intervalu (0, ), nabyvaji na tomto inter-
valu maxima. Protoze jsou to rostouci funkce proménné x, nabyvaji maxima v bodé
x =n < 1. Tedy stac¢i ukazat, ze lim n"™ = 0. Necht je 0 < ¢ < 1. Pak staci zvolit

n—oo
1

no tak, aby n"° < g, tedy ng > ln_s Pak je pro kazdé n > ng je n" < n"™° < ¢,
nmn

protoze € < 1. Tedy v prostoru C((O, 77>) je lim x" = 0.

Ale v prostoru C'((0,1)) je sup ‘xn‘ = 1. Tedy pro € < 1 nelze najit ng tak, aby

z€(0,1)

pro n > ng bylo sup }a: | Proto v prostoru C' ((O 1)) limita lim x" neexistuje.
2€(0,1) n—00

Definice 2. Konvergence funkei f,(x) v prostoru C((a, b>) se nazyvéa stejnomérnd
konvergence v (a,b). Jestlize posloupnost f,(z) konverguje stejnomérné k funkci

f(x), piseme f,(z) = f(x).

5. Dokazte, Ze f,(z) = f(z) na (a,b) znamena, ze
Ve > 03ng = no(e); Vo € (a,b) ,Vn > ng = |f(z) — fulz)| <e

Reseni: Necht je lim f,(z) = f(z) v prostoru C({a,b)). To znamena, %e ke kazdé-

mu ¢ > 0 existuje ng takové, ze pro kazdé n > ngy je sup |f(ac) - fn(zl:)|< e. Ale
z€(a,b)
pro toto ng splnuje vyse zminénou podminku.

Necht pro e > 0 existuje ng takové, ze pro kazdé x € (a, b) plati ‘f(m) - fn(x)} < g
Ale pak je pro tato n také sup |f(3:) — fn(x)’ < g < g, a tedy f(z) je limitou
z€(a,b)

posloupnosti f,(z) v prostoru C’((a, b))

Kromé stejnomérné konvergence posloupnosti funkci f,, (x) lze definovat tzv. bodo-
vou konvergenci. Tu definujeme takto:

Méme posloupnost funkei f,(x), z € (a,b). Vezmeme pevné xy € (a,b) a sestrojime
¢iselnou posloupnost f,(zo). Pokud posloupnost f,(zg) konverguje k f(z¢) pro
kazdé x¢ € (a,b), Fikdme, ze funkce posloupnost funkei f,, () konverguje bodové k
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funkci f(x) nebo, Ze f(x) je bodova limita posloupnosti funkci f(z). Obvykle se v
takovém piipadé pise f,(z) — f(z) na intervalu (a, b).
Definici bodové konvergence lze zapsat takto:

Ve > 0Vz € (a,b) Ing = no(e,x);Vn > ng = |f(z) — fu(z)| <e.

Tedy ng miize na rozdil od stejnomérné konvergence zaviset na bodu x.

Véta 3. Jestlize posloupnost funkci f, (x) konverguje stejnomérné k funkci f(x) na
intervalu (a,b), pak konverguje tato posloupnost konverguje také bodové k funkci

f(@).

6. Dokazte vétu 3.

Reseni: Tvrzeni je ziejmé, protoze jestli f,,(z) = f(x) existuje k danému ¢ > 0 ng
takové, ze pro kazdé n > ng a x € (a,b) je | fu(z) — f(z)| < € a v definici bodové
konvergence staci zvolit toto ng.

Z véty plyne, zZe posloupnost funkci f,(z) mize stejnomérné konvergovat k funkci
f(x) pouze tehdy, kdyz k ni konverguje bodové.

1
= _ x
1+ nz?’

7. Opak obecné neplati. Ukazte, Ze posloupnost funkei f,, () € (—1,1)

konverguje bodové, ale nekonverguje stejnomérne.

Re$end: P¥i zkoumani bodové konvergence zvolime nejprve pevni z € (—1,1). Je

ziejmé, ze pro © = 0 je lim f,(0) =1 aproz #0 je lim f,(z) =0. Tedy bodové
n— oo LS

je lim f,(z) = f(z), kde f(x) =0 pro z € (—1,1), z # 0, a f(0) = 1.

Ukazeme z definice, Ze tato funkce je bodova limita posloupnosti funkei f,, (z). Necht
je ddno € € (0,1). (Pro e > 1 staci zvolit ng = 1). Mame tedy pro kazdé z € (—1,1)
najit ng takové, aby ‘fn(x) —f(x)‘ < e.Prox =0jeprokazdén f,(0)—f(0)=0a

staci zvolit ng = 1. Je-li  # 0 zvolime ng tak, aby < e. Pro kazdé n > ng

+ Tloilfz
< — S50

1+nx?2 14+ ngx? ex? ’

Jak je vidét, pri zkoumani bodové konvergence nam stacilo najit ng zavislé na .

Jestlize budeme nahlizet na ngy jako na funkci x, vidime, Ze neni omezena v okoli

bodu x = 0. Proto lze ocekavat, ze posloupnost funkci f, () nebude konvergovat

k funkci f(x) stejnomérné. DokdZeme toto tvrzeni. To ale presnéji znamend, Ze

existuje ¢ > 0 takové, Ze pro kazdé ng existuje n > ng a x € (—1,1), pro které je

je totiz Proto staci zvolit ng >

| fu(z) — f(z)] > €. Vezmeéme ¢ = 3 Pak pfejde dokazovana nerovnost pro x # 0

1 1 1
na ——— > —, neboli |z| < —. Tedy at zvolime jakékoliv n existuje = € (—1,1)
1+nz? — 2 vn
1
takové, ze > —. Tim jsme ale dokézali, ze posloupnost f,(z) nekonverguje

1+nx? — 2
stejnomeérné k funkei f(z).
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Véta 4. Necht je f,(x) posloupnost funkci na mnoziné M C R, které na M kon-
verguji stejnomérné k funkci f(z). Necht pro kazdé n existuje lim f,(z) = A, a
r—a

necht je lim A, = A. Pak existuje lim f(z) = A.

n—oo

Poznamka: Véta 1iké, Ze v takovém pripadé lze zaménit limity, tj. Ze plati

i (Jim (@) = Jim (Jim fu(x)

8. Dokazte vétu 4.
Resend: K diikazu pouZijeme nerovnost

f(z) = Al = [(f(2) = fa(@)) + (ful2) — An) + (An — A)| <
|f(@) = fal@)| + | fulz) — Au| + |An — 4],

kde z € M. Necht je ddno € > 0. ProtoZe posloupnost funkci f,(x) konverguje na
mnoziné M stejnomérné k funkci f(x), existuje ny takové, ze pro kazdé n > ny a

pro kazdé x € M je ‘f(m) —fn(x)‘ < % ProtoZe je lim A, = A, existuje ny takové,

n—oo
, . £ , .
ze pro kazdé n > ns je |An — A| < 3" Zvolme pevné n > max(nl, ng). Protoze pro

toto n je lim f,(x) = A,, existuje 0 > 0 takové, Ze pro vSechna = € M pro ktera
r—a

je 0 < |a — x| < 6 plati nerovnost |f,(z) — A,| < %. Ale pak pro vSechna takova z

plati nerovnost
E € €
—Al<-4+=-+-=c¢.
‘f(x) ’<3+3—|—3 €

To ale znamend, ze lim f(f) = A.

Dausledek. Jestlize je f,(x) posloupnost spojitych funkci na mnoziné M, kterd na
M konverguje stejnomérné k funkci f(x), je funkce f(x) spojita.
1

—, T €
1+ nz?’
(—1,1). Protoze bodova limita téchto funkeci byla f(z) = 0 pro x # 0 a f(0) = 1,
tedy nespojita funkce, nemohla posloupnost funkei f, (z) konvergovat k funkci f(x)
stejnomérné na (—1,1).

V piikladu 7 jsme zkoumali posloupnost spojitych funkci f,(z) =

Véta 5. Necht posloupnost x,, v metrickém prostoru M s metrikou p konverguje.
Pak posloupnost x,, splnuje tzv. Cauchy—Bolzanovu podminku:

Ve > 03dng; Ym,n > ng = p(Tm,zy) <€. (1)

9. Dokazte vétu 5.
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Reseni: Necht je lim z,, = z. Pak ke kazdému ¢ > 0 existuje ng takové, Ze pro
n—oo

£ £
kazdé m, n > ng plati p(z,z,,) < 5 2 plx,x,) < 3" Z trojuhelnikové nerovnosti

plyne, ze pro takova m a n plati nerovnost

P(@m, Tn) < p(Tm, ) + p(@,2n) <

Definice 3. Posloupnost, ktera splituje podminku (1) se nazyva Cauchyovskad po-
sloupnost.

Obecné neni pravda, ze je kazda Cauchyovska posloupnost konvergentni

10. Jeden z algoritmi, jakym lze pocitat druhé odmocniny je tento: Necht je x > 0.
x
Sestrojme nasledujici posloupnost a1 =1 a a1 = 2 (an + —) Lze ukazat, ze
Gn
tato posloupnost konverguje a lim a, = /7.
n—oo

Kdyz pomoci tohoto algoritmu poéitate /2, ziskite posloupnost racionalnich ¢isel
Xy, kterd je v prostoru racionalnich ¢isel Q Cauchyovska, ale nemé v tomto prostoru
limitu, protoze v/2 neni racionalni ¢islo.

Proto se zavadi

Definice 4. Metricky prostor M se nazyva uplny, jestlize je kazdad Cauchyovska
posloupnost v M konvergentni.

Pojem tplnosti je v matematice velmi dtlezity. Protoze mnozina racionalnich ¢isel
neni uplny prostor (viz piriklad 10.), zavadi se realna ¢isla, ktera jiz jsou uplnym
prostorem.

Plati

Véta 6. Pokud M je uplny metricky prostor, pak je posloupnost x, v tomto pros-
toru konvergentni, pravé kdyz je Cauchyovska.
Vite-li tedy, ze M je uplny metricky prostor, staci k dikazu konvergence posloup-

nosti x,, ukazat, ze je posloupnost Cauchyovska.
7 véty 4 plyne, Ze prostor C’((a, b>) je uplny.
Naopak prostory LY. ({(a,b)) tplné nejsou.

V uplnych metrickych prostorech plati

Véta 7. (O pevném bodé v kontrahujicim zobrazeni). Necht M je uplny metricky
prostor s metrikou p a f : M — M, pro které plati: Existuje K € (0,1) takové, ze
pro kazdé x,y € M je

p(f(z), f(y) < Kp(z,y) .
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Pak v M existuje pravé jedno x, pro které plati © = f(x).

11. Dokazte vétu 7.
Reseni: Vezmeme libovolné o € M a sestrojime posloupnost z1 = f(zg), 22 =

f(x1)y ..., xpy1 = f(xp), ... . ProtoZe zobrazeni f(z) je kontrahujici, je p(z2, 1) =
p(f(z1), f(zo)) < Kp(x1,x0). Indukei ukéZzeme, Ze pro kazdé € N plati nerovnost
P(Tnt1, Tn) < K"p(a1,20) - (1)

Pro n =1 jsme tento vztah jiz ukazali. Necht plati (1) pro n. Pak je

p(Tni2, Tny1) = p(f(@ns1), fln) < Kp(zeyr,an) < K" p(21, 30)

kde jsme v posledni nerovnosti pouzili indukéni predpoklad.
Nyni ukézeme, Ze posloupnost z, je Cauchyovskd. Necht m > n. Pak z trojuhel-
nikové nerovnosti plyne

m—1 m—1
p(xmywn) S Z P($r+1,$r) S Z Krp(mlaxO) <
<iKT (a: x)z K" (x a:)
o P\T1,To 1_Kp 1,40) -

n

Protoze K 0,1) je li
rotoze K € (0, )Jenl—>nolo1—K

no takové, ze pro kazdé m > n > ng je p(xm,xn) < ¢. Tedy posloupnost x,
je Cauchyovska, a protoze jsme predpokladali, ze metricky prostor M je uplny,

existuje lim z, =z € M.
n—oo

Protoze

plo. f@) = lim p(enpr, f(2)) = lim p(f(z,). f(2) < K lim p(a,,z) =0,

n—oo n—oo

p(xl,xo) = 0, a tedy ke kazdému ¢ > existuje

dostaneme x = f(z).
Nakonec dokézeme jednoznacnost feSeni rovnice x = f(z). Necht jsou = a y dvé
libovolna feseni dané rovnice. Pak plati

p(z,y) = p(f(2), f(y)) < Kp(z,y) .
A protoze K € (0,1) plyne z tohoto vztahu p(z,y) =0, tj. x = y.

12. Ukazte, Ze rovnice z = 1 + esinz, kde |¢| < 1 ma pravé jedno feSeni.
Resend: Uvazujme funkci f : R — R definované vztahem f(z) = 1+ esin . Protoze
plati nerovnost

|f(:Jc) — f(y)| = le| - |sinx —siny! = 2|e| |cos ?

+y“

. T=Y
<
sin 5 ‘

. L
sin

< 2e]

y\s|e|~}x—y|,
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kde jsme v poslednim vztahu pouzili nerovnost sin x < x, ktera plati pro z > 0, dava
funkce f(x) kontrahujici zobrazeni R do R. ProtoZe je R tplny metricky prostor,
plyne existence a jednoznacnost feSeni rovnice z = f(z) =1+ esinz.

Pomoci Véty 7. se casto dokazuje existence a jednoznacnost fesSeni rovnic v mnohych
pripadech.

1
13. Naleznéte funkci f € C'((0,1)), kterd spliiuje rovnici f(z) =z +/ xtf(t)dt
0
Reseni: Uvazujme zobrazeni F : C'((0,1)) — C((0,1)), které je definovano vztahem
1

F(f(z)) =z + / ztf(t) dt. Metrika v prostoru C'((0,1)) je definovéna vztahem
0
If =gl = sup [f(z) - g(z)|- Pak ale je
x€(0,1)

\\F(f)—F(g)}|=mg%1?l> /0 :Et(f(t)—g(t))dt‘: /0 t(f(t)—g(t))dt‘é

1 1
g/o ¢ sup |f(z) (x)|dt:||f—g||-/0 tdt =

x€(0,1)

a tedy F' je kontrahujici zobrazeni uplného metrického prostoru C’((O, 1)) do sebe.
Existuje tedy pravé jedno reseni rovnice

1
f(x) ::L'-I—/O xtf(f)dt

Toto TesSeni lze sestrojit postupnymi aproximacemi podobné, jak jsme dokazali
vétu 7. Necht fo(z) = 0. Pak fi(z) = F(fo(z)) ==

fa(w) = F(fi(x) = “/01 xt® dt = (1 + %) z

1
fg(x):x+/o x(1+%)t2dt:(1+%+%>x

=1
Indukci se ukaze, ze f,(x) = x Z 3 8 tedy f(z) = hm fol(z Z =3
r=0
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Cviceni 4.
LIMITA A SPOJITOST FUNKCI VICE PROMENNYCH

Definice. Necht M C R™, f: M — R" a a € M’. Rekneme, ze limita funkce f v
bodé a je rovna A, tj.
lim f(x)=A,

r—a

jestlize plati néasledujici tvrzeni:
Ve >036>0;Ve;0 < p(x,a) <d=o(f(x),A) <e,
kde p a ¢ jsou prislusné metriky v R™ a R™.

Ekvivalentni definice je: Pro kazdé okoli U bodu A existuje prstencové okoli P C M
bodu a takové, ze pro kazdy bod x € P je f(x) € U.
Je-li metrika o generovana nékterou z norem v,, 1 < p < oo [Cviceni 2], staci
vySetfovat limity jednotlivych slozek funkce f, neboli staci uvazovat limity zo-
brazeni f: M — R.
Pro limitu funkce vice proménnych plati podobné véty jako pro limitu funkce jedné
proménné, a to zejména:
Necht existuji lim f(x) = A a lim g(x) = B. Pak plati
r—a r—a
1) lim af(x) = aA, kde « je redlné konstanta.
r—a
2) lim [f(x) £ g(x)] = A+ B.
ra—a
3) lim [f(z) - g(x)] = A B.
. . fl®) A
4) Je-li B # 0, pak lim ———= = —.
) Je-li B # 0, pa @) B
Dale plati véta o seviens: Nechf na néjakém prstencovém okoli bodu a plati nerov-
nosti g(x) < f(x) < h(x) a necht existuji limity
lim g(x) = lim h(z) = A.

r—a r—a

Pak existuje lim f(x) = A.

r—a
Spojitost funkci vice proménnych:
Necht M C R™ a a € M. Pak se funkce f : M — R"™ nazyva spojitd v bodé a, je-li:
1) a izolovany bod nebo
2) lim f(z) = f(a).
r—a
Funkce, ktera je spojita v kazdém bodé mnoziny M, se nazyva spojita na mnoZiné

M.

Limita sloZzené funkce

Necht f: M - Nag: N — P,kde M CR™, N CR"a P CRP,a lim f(x) = A,
r—a

linf}4 g(y) = B a existuje prstencové okoli P C M bodu a takové, ze Vo € P je

y—)

f(z) # A, pak
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lim g[f(z)] = B. (1)

r—a

Vztah (1) plati také v pfipadé, ze funkce g je spojitd v bodé A.

1. Najdéte limitu  1i In(z + )
. aJ ete 11mitu 11m —_—.
(z,y)—(1,0) /22 4 2

Reseni: Limitu daného vyrazu najdeme jako podil limit. Limita citatele je

lim ln(m+ey) =In2,
(z,y)—(0,0)

protoze funkce Inz, = a e* jsou spojité funkce. Z podobného divodu je limita

jmenovatele ( %1111( : V2?2 4+ y2 = 1. Tedy hledan4 limita je rovna In 2.
z,y)—(0,0

2 2
2. Najdéte limitu  lim vty .
(2,9)=(0,0) \/1T+ 22+ 92 —1
Reseni: Jestlize dosadime dostaneme vztah ”0/0”. Jedn4 se tedy o neurcity vyraz.
Ale funkce lze upravit

z? + y? : (332+92)<\/1+$2+y2+1)

lim = lim 5 5
(.9)—0,0) /1 4+ 22 +9y2 —1  (z,4)—(0,0) I+z2+y*—1

%y
3. Najdéte limitu ~ lim  ———.
(z,y)—(0,0) = + Y
2 2

Reseni: Po dosazeni dostaneme neurcity vyraz ”0/0”. Ale protoze (z — y)? = 2% —
22y +y* > 0, je 22 + y* > 2|zy|. Proto plati:

x| (22 + y?) _ la]
T 2(22+y?) 20

2y
x2 + 92

A protoze  lim |x| = 0 je hledana limita rovna O.
(z,y)—(0,0)

Vztah s dvojnymi limitami

Existuje-li vlastni limita (mjy%i_)m(%b) f(z,y) = q a pro kazdé x z n&jakého prsten-
cového okoli bodu a existuje limita ilgi f(z,y) = p(x), pak existuje také limita
lim o(z) = q.

Podobné tvrzeni plati také pro lim f(x,y) = ¥(y) a lirr%) U(y) = q.
T—a y—

19



Tedy existuje-li vlastni limita f(x,y) — ¢ pro (z,y) — (a,b) a vnitini limity, pak

lim  f(,y) = lim [l f(z,y)] = lim[1im f(z,y)]

(z,y)—(a,b) x—aly—b y—blr—a

Jestlize f(z,y) = p(x) pro y — b v M, tj. funkce konverguje v M stejnomérné, a
pro kazdé y # b existuje lim f(x,y) = ¥(y), pak plati

lim [hm f(z, y)] = hm [hm f(z, Z/)}

T—a ly—b —blr—a

Jestlize limb f(z,y) = ¢(x) stejnomérné v M a existuje-li lim p(z) = ¢, pak existuje
Yy— r—a

také limita lim T,Yy) =q.
(x’y)é(a?b)f( y)=4q

4. Ukazte, ze lim
(z,9)—(0,0) T+ Y

neexistuje.

Regeni: Protoze hr%[hm f(z, y)] =1a hr%[hm f(z, y)} —1, nemutize existovat
y—0 —0

dvojna limita.

2,2
5. Ukazte, ze  lim Y

neexistuje, ackoliv
(2.9)—(0,0) 2%Y* + (z — y)?

r—0

lim [hm f(z, y)] = 3111%)[3%13%)]?(%1;)} =0.

4

Resend: Sta¢i najit limitu po pfimce x = y. Ta je hr% 1’_4 =1+#0.
x
T . .11
6. Najdéte limitu  lim (x4 y) sin — sin —.
(z,y)—(0,0) r oy

. 1
Reseni: Pro zadné x # 0 neexistuje lin%) (z 4+ y) sin —sin —. Ale protoze je funkce
y— Ty

sin —sin — omezena a  lim (z +y) = 0, je hledana limita rovna nule. limita
T Y (z,y)—(0,0)
rovna nule.

7. Najdéte limitu ~ lim ¥
(@y)—(0,0) T

Reseni: Hledanou limitu lze napsat ve tvaru

) sin xy . ) sin ry ) sin xy
lim (y . ) = lim y- Ilim =a lim .
(z,y)—(0,a) xy (z,y)—=(0,a)  (2,9)—(0,a) XY (z,y)—=(0,a) TY
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Protoze je funkce F(x) = S pro x # 0 a F(0) = 1 spojitd v bodé = = 0, je
x

hledana rovna a.

2 2
8. Najdéte limitu ~ lim (22 +4%)" "
(z,y)—(0,0)

Reseni: Protoze je funkce e® spojita, je

lim z? + y? 2*y® _ exp ( lim  z%y%In(z? 4 o2 ) .
(w,y)—>(0»0)( ) (z,y)—(0,0) ( )

Z rovnosti 2% — |ry| + > > 0 plyne nerovnost |xy‘ < (332 + yz). Tedy z%y? <
(2% + y2)2. Z této nerovnosti dostaneme z?y? In(2? +y?) < (22 + y2)2 In(z? + y?).

Pomoci 'Hospitalova pravidla se snadno ukaze, ze lirg z?Inz = 0. A protoze pro
TrT—U4

kazdé (z,y) # (0,0) je 22 + y? # 0, je hledand limita rovna e = 1.

9. Najdéte body nespojitosti funkce f(z,y) = .
x3 +y3

Reseni: Funkce f(x,y) ma body nespojitosti na mnoziné 23 + y3 = 0, tj. na p¥imce

x+y=0.Ale

r+y 1
$3+y3_x2_xy+y2'
y s . r+y 1 .
Protoze v bodech [a; —al, a # 0, existuje lim ———— = ma funkce v

(@) —(a—a) T3 + 33 3a2’

x
téchto bodech odstranitelnou nespojitost. Na druhé strané je lim % =
(z,9)—(0,0) T° + ¥y

+00, je v bodé [0, 0] nekoneéna nespojitost.

CEQ?/
(z,9)—(0,0) = + Yy

- kx
Reseni: Jestlize budeme hledat limitu po pfimkéach y = kx, dostaneme lir% o
x—0 r
Tato limita je pro kazdé k rovna nule. Také po primce x = 0 je tato limita nulova.
Tedy podél vSech primek jdoucich pocatkem je tato limita rovna nule. Ale presto
tato limita neni rovna nule a dokonce ani neexistuje, protoze na parabole y = x2 je
2
Ty 1

zd+y2 2
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Cviceni 5.
DERIVACE PODLE VEKTORU. DERIVACE VE SMERU. PARCIALNI DERIVACE
Necht f : M — R, kde M C R", x € M° a v € R". Definujme funkci F(t) =

f(x + vt). Derivaci podle vektoru v funkce f v bodé x, znadi se f,(x), nazyvame
derivaci funkce F'(t) v bodé ¢t = 0, tj.

dF
/ e
Jol@) = dt ‘t:o'
Obecné plati f},(x) = af,(x), ale nemusi platit rovnost f, ., () = f, () +

s (T)-
Je-li v jednotkovy vektor, tj. [v| = /v +v3 + -+ v2 = 1, udava takovy vektor
smér v R™ a derivace podle takového vektoru se nazyva derivace ve smeéru v.
V R3 se ¢asto pro takové vektory pouzivaji smérové kosiny v = (cos o, cos 3, cos ),
kde cos? a + cos? 3 + cos?y = 1. Uhly «, 3 a ~ jsou thlu, které svira vektor v se
soufadnicovymi osami Oz, Oy a Oz.
Ve specidlnim pripadé, kdyz je smér rovnobézny s i—tou souradnicovou osou, tj.
v = e;, se derivace v tomto sméru nazyva parcidlni derivace podle x; a znaci se

_of o
= o (33) = fi(x).

fei (33)

1. Pro funkci f(z,y) = x + (y — 1) arcsin \/? najdéte f!(x,1).
Y

Reseni: Parcialni derivaci funkce f(x,y) podle proménné x v bodé (x,1) pocitdme
tak, Zze nejprve polozime y = 1 a funkci jedné proménné F(x) = f(x,1) derivujeme
podle x. V naSem piipadé je F(z) = x, a tedy f.(x,1) = F'(z) = 1.

2. Najdéte derivaci funkce f(z,y) = 22 — 2y +y? v bodé M = [1;1], ve sméru v,
ktery svird s kladnym smérem osy Ox tihel a.. Ve kterém sméru je tato derivace: a)
nejvétsi; b) nejmensi; ¢) rovna nule?

Reseni: Jak je zndmo, ma v roviné smérovy vektor v, ktery svira s kladnym smérem
osy thel «a soufadnice v = (cosa, sin ), a € (0,27). Abychom nasli derivaci dané
funkce v bodé [1;1] ve sméru vektoru v, sestrojime funkci jedné proménné F(t) =
f(1+tcosa,1l+tsina) a najdeme jeji derivaci v bodé ¢ = 0. V nasem piipadé je
F(t) = (1+tcosa)? — (1+tcosa)(l+tsina)+ (1+tsina)?. Protoze jeji derivace
v bodé t = 0 je F'(0) = f/(1,1) = cosa + sina. Protoze funkce f(x,y) ma na
celém R? spojité obé parcialni derivace mé diferencial. Proto jsme mohli smérovou
derivaci po¢itat podle vztahu f] = f{(1,1)cosa + f4(1,1)sina = grad f(1,1) - v.
Protoze fi(1,1) = f5(1,1) = 1, dostali bychom opét f/(1,1) = cosa + sina.

V pfipadé a), resp. b), je najim tkolem najit maximum, resp. minimum, funkce
F(a) = cosa + sina na mnoziné a € (0,27). Protoze je F'(a) = —sina + cosa
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0
nabyvé tato funkce extrém v jednom z bodt a =0, a = 27, a = 1 nebo o = "

Protoze je F(0) = F(2r) = 1, F(n/4) = v/2 a F(57/4) = —/2 je maximum této
5

funkce ve sméru o = g a minimum ve sméru o = — 7. VsSimnéte si, ze jsou to

sméry rovnobézné se smérem gradientu funkce f(z,y) v bodé [1;1].

Derivace je nulova ve sméru a = il aa= il coz jsou smeéry kolmé na smér
gradientu funkce f(z,y) v bodé [1;1].

%—Zg)proﬁ—}—yQ#OaﬂO,O):OV

bodé M = [0;0] podle vektori e; = (1,0), e = (0,1) av =e; + ez = (1,1).

Reseni: Podle definice je

3. Najdéte derivaci funkce f(z,y) =

f(a:,O) _ f(0,0)

/ . .
f(0,0) = lim " =0

/ I
£,(0,0) lim " =0

/ pu— pu— —_—
15(0,0) = limy t = mos =L

Tedy v tomto pfipadé je f1(0,0) # v - grad f(0,0).

2,4
pro 22 + 4% # 0 a f(0,0) = 0 neni spojita v

4. Ukazte, ze funk =

azte, ze funkce f(x,y) R
bodé M = [0;0]. Najdéte jeji derivaci podle vektoru v = (v1,v2) v bodé M.

2,4
Reseni: Protoze lim (hm 4—y) = 0, musi byt limita, jestlize existuje, rovna
z—0 \y—0 = + y8
1

nule. Ale na parabole x = y? je f(y%,y) = 2 # 0. Proto limita funkce f(z,y) v

bodé M = [0;0] neexistuje, a tedy funkce neni v bodé M spojita.
Derivaci této funkce podle vektoru v = (’1)1,’02) v bodé M = [0;0] najdeme podle
definice. Podle ni je

vit, vt 256 v2uit
ﬂ,(o,o):lim—f(1 ) _ iy Tt = lim 2 = 0.
=0  t =0 ¢(vitt +v§t8) =0 v +v3t

Tedy dana funkce méa v bodé M = [0;0] derivace podle kazdého vektoru. Dokonce
plati f,(0,0) = v - grad f(0,0), ale pfesto neni tato funkce v bodé M spojita.

Najdéte parcialni derivace nasledujicich funkci:

T

5. U= —— 6. u=2Y, x>0
V2 4+ y?
7. u:arctgg 8. u = arcsin *
T «T2+y2
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9. u= 10. u=2W)

Resenti )
Y LY
5. ul, = ul =
x 3/2° Y 3/2
(22 +42)” (2 +52)"
6. uf, = yx¥~ 1 u), = 2¥Inz
!/ y ! €z
7 Uy 21y T 2ty
lyl zsgny
8. !/ , / _
Uy = 75 T2 “wy 22 1 2 , .
9. v = — ,ul = — ,u, = — )
(22 4y + z2)3/2 ! (22 4y + z2)3/2 ’ (22 4y + z2)3/2

10. v/, = y*xW) 1, uy, = uzy* 'Inz, v, = uy*Inzlny.
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Cviceni 6.
TOTALNI DIFERENCIAL

Definice: Necht f: M — R, kde M C R", a € M° a h € R™. Jestlize existuji ¢isla
A;,1=1,2,...,n takova, ze

fla+h)— f(a) = A1hy + Agha + - + Aph, + (k) ,

h
kde ’{in}) 77|(T|) = 0, fikdme, Ze funkce f(x) ma totdlni diferencial v bodé a. Totalni

diferencidlem funkce f(x) v bodé a je pak linearni funkce proménné h

df(ash) =Y Ash; = Athy + Ashy + -+ + Aphy, (1)

=1

Funkce, kterd ma diferencial v bodé a se nazyva diferencovatelnd v bodé a.
Véta: Ma-li funkce f(x) v bodé a totalni diferenciél, je

df(a;h) = g—i(a)hl + g—gj;(a)hg +- 4 %(a)hn.

Casto se pise misto h; v (1) dx; a pak

L or

. (a)dz, .

df(a;dx) = g—i(a) dz, + g—ai(a,) day + - - -

Definice: Je-li f : M — R", kde f(z) = (fi(),..., fo(x)) nazgvime tuto funkci
diferencovatelnou v bodé a, je-li diferencovatelnd v bodé a kazda funkce f;, i =
1,2,...,n.

Definice: Funkce, kterd je diferencovatelnd v kazdém bodé mnoziny M se nazyva
diferencovatelna na mnoziné M.

Véta: Ma-li funkce f(x) v bodé a totalni diferencidl, je v tomto bodé spojita.

Véta: Jsou-li vsechny parcialni derivace ,t=1,2,...,n, spojité v bodé a, je
funkce f(x) diferencovatelna v bodé a.

Véta: Je-li funkce diferencovatelna v bodé a, pak pro kazdé v = (v1,va,...,V2)
plati

ful@) =Y 2l (@ ©)



Definice: Necht funkce f : M — R™ je diferencovatelnd na mnoziné M. Pak

vektorovou funkci 9f af of
gradf(w) = (8x17 81‘2’. MR 8$n)

nazyvame gradient funkce f.

Vztah (2) pak lze psat jako f,(a) = grad f(a) - v, kde nésobeni znamend skaldrni
soucin.

Definice: M4-1i funkce f(x) spojité vSechny parcialni derivace v oteviené mnoziné
M, fikame, ze je funkce f(x) tridy C1 na mnoziné M; znadi se f € C1(M).

Najdéte totalni diferencialy funkci

1. u=2z2"y" 2. u=1Inyx2+ y>? 3. u=—_

x2 + 92

Reseni:

1. Protoze parcilni derivace u/, = maz™ 1y™ a u!

y
R? diferencial funkce uv = 2™y" existuje a je du = ma™ ty" dx + nz™y" ' dy.
/ _
72 + 42 a Uy(x,y) = 22 + 42
derivace jsou spojité na mnozing M = R? \ {[0;0]}. Proto je diferencidl du =
rdr +ydy
z2 4 y?

bodé diferencial.

3. Parcialni derivace

= nz™y" ! jsou spojité v celém

2. Parcialni derivace jsou ul (x,y) = Tyto parcialni

na M. V bodé [0; 0] neni funkce u(x,y) spojita, a proto nemé v tomto

, —2xz , —2yz , 1
Ux(.’L',y,Z) - (x2+y2)2 ) uy(x7y72)_ (x2—|—y2)2 ’ UZ(ZL‘,y,Z) - x2+y2
jsou spojité na mnoziné M = R3\ N, kde N = {[O;O;Z], z € R}. Proto je dife-
2xzdx 4+ 2yzdy dz

(22 + y2)2 + 72 + 12
bodech mnoziny N neni funkce u(z,y, z) spojita, a proto v téchto bodech diferencial
neexistuje.

renciél funkce u(z,y, z) roven du = — na mnoziné M.V

4. Najdéte totalni diferencidl funkce f(z,y) = S — pro [z;y] # [0;0] a

£(0,00=0 n

3

Reseni: Na mnoziné R? \ {[0;0]} jsou parcidlni derivace f,(z,y) = y—“ a
(22 + )"
3
fo(x,y) = :1:—32 spojité. Proto v bodech této mmnoziny existuje diferenciél
(2 +47)"
3 3
. _ y’dr +2°dy
funkce f(z,y) a je roven df = (@7 1 g2
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Hledejme diferencial funkce f(z,y) v bodé [0;0]. Protoze parcidlni derivace v bodé

- .y : f(z,y)
0;0] existuji a f2(0,0) = f/(0,0) = 0, musi byt lim ———== = 0. Ale
;0] it 2 £2(0,0) = £,(0.0) "l olo0) /22 1 g2

lim ———— neexistuje; napriklad ze sméru y = 0 je tato limita rovna nule,
[z5y]—[0;0] T= + Y

1
kdezto ze sméru x = y je rovna 3" Tedy diferencial funkce f(z,y) v bodé [z;y] =

[0; 0] neexistuje.

Geometricky vyznam diferencialu

Diferencovatelné zobrazeni f : M — R3, kde M C R, definuje za jistych pied-
pokladti kivku v R3. Predstavte si parametr ¢ jako ¢as. Pak rovnice z = f;(t),
y = fa(t) a z = f3(t) udévaji polohu bodu v ¢ase ¢t v prostoru. Ménime-li parametr
t, dostaneme krivku, po niz se pohybuje dany bod.

dfi dfe dfs

Tec¢ny vektor k takto dané kii jet =
ecny vektor k takto dané kiivce je ( ETaiva iy

) a parametrické rovnice

tecny v bodé (xo,yo, 20) = f(to) jsou

dfy

= t——(t
T = X9+ 1 ( 0)
dfa
= t— t
Y=1"Yo+ 1 (to)
dfs
= t——(t
Z =20 —|— dt ( 0)

kde t je parametr, resp.

r—Zo Y—Yo ~2— %0

filto) — fi(to) — fi(to)
Normalova rovina v tomto bodé ma rovnici

ddf (to) - (x —wo) + %(m) (y = o) + %(to) (2= 2) =0.

V definici totalniho diferencidlu jsme se vlastné pokusili nahradit v jistém smyslu
nejlépe graf funkce f(x) v bodé a teénou nadrovinou. Jestlize te¢nd nadrovina
v bodé a existovala, nazvali jsme funkci diferencovatelnou v bodé a. Jestlize se
omezim na plochy, které jsou dany jako graf funkce dvou proménnych, tj. z =
f(x,y), je rovnice teéné roviny ke grafu této funkce v bodé xy = [xo;yo; zo} =

[20; Y03 f (%0, 0)] déna rovnici

Z—zozg(xoayo)'(x—%) gf(xo vo) - (¥ = vo) -

27



Obecné v prostoru R™ je rovnice te¢né nadroviny ke grafu funkce y = f(x) v bodé
a dana rovnici

v f@=3 3!

— 61‘1

(a) . (l’z — CL,‘) .

(3

Rovnice normély k takové plose je v piipadé R? déna rovnicemi

FTF _ T~ . Y—Yo
-1 fo(mo,90) [y (o, %0)

a v obecném pripadé R"

y—fla) x1—a1  x—as Ty — Gy

-1 fi@)  fila)  fia)

5. Najdéte tecnu a normalovou rovinu ke kfivce dané parametrickymi rovnicemi
i

x =asin®t, y = bsintcost, z = ccos?t v bodé tg = 1

Reseni: Te¢nu budeme hledat v bodé [zo;yo; z0] = [a/2;b/2;¢/2]. Protoze ' (t) =

asin2t, y'(t) = bcos2t, 2/(t) = —csin2t, je teény vektor k dané kiivce v bodé

[:co;yo;zo] umérny vektoru ¢t = (a,0,—c). Tedy parametrické rovnice tecny jsou

a b c
Normélova rovina méa proto rovnici ¢ - (:1: — azo) =0, tedy 2ax — 2cx = a?® — 2.

6. Najdéte tecnou rovinu a normalu ke grafu funkce z = arctg J v bodé M =
x

[1;1;7].

g 7
Reseni: Nejprve nalezneme bod dotyku. Z rovnice grafu funkce plyne, ze zp = —
« ., , . / o _y / _ L 3
Protoze parcialni derivace z.(z,y) = PR resp. z,(7,y) = L jsou v

1
bodé dotyku z.(1,1) = —g» Tesp. z,(1,1) = 3’ je rovnice teéné roviny v tomto
1

1
bodéz—%:—i(ac—l)—ki(y—l),tj. 2 — 2y + 4z = 7.

Normalovy vektor v bodé [wo; Y0; zo] je rovnobézny s vektorem, kolmym k tecné
roving, tj. n = (1, —1, 2). Tedy normala mé parametrické rovnice x = 1+t, y = 1—t,

T
= — + 2¢.
z 4+
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Cviéeni 7
DERIVACE SLOiENF:) FUNKCE

Véta: Necht f : M — N ag: N — P, kde M Cc R™, N C R" a P C RP, jsou
diferencovatelné. Pak je na M diferencovatelna funkce h = g o f a plati

dh; = ZZ 99i ( 0 () da.

Pl 18% 62%

Jako zvlastni pripad tohoto vztahu je derivace slozené funkce, tj. f : M — N a
g : N — R. Jsou-li funkce f a g diferencovatelné, pak je slozenad funkce h(x) =
g(f(x)) diferencovatelna a plati

> 2 () 5o

4. u=f(En¢) =22+, n=2"—y?, (=2ay

Reseni:
1. V tomto pfipadé je funkce u funkci dvou proménnych tvaru u(z,y) = f <g>
x
1
Podle véty o derivaci slozené funkce je u, (z,y) = —%f’(t) a uy(z,y) = —f'(t),
x x
kde t = 2.

T
2. Jedna se o funkci dvou proménnych u(z,y) = f(z + y,z — y). Podle véty o
derivaci slozené funkee je uy(z,y) = fi(x +y,x —y) + fr(z +y,z —y) a uy(z,y) =

filety,z—y)— flz+y,z—y).
3. Funkce u je funkci t¥1 proménnych. Véta o derivaci slozené funkce dava

1 Ty
/ A B
uw(x7yﬂz)_y 1<y,z)7

1 Ty

/ _ d A e
uy(:U)yaZ)_ fl (y Z>+Z Q(yaz)a
/ _ /
UZ(SC,y,Z) - _?f2 <§7 ;) .
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4. Funkce u je funkci dvou proménnych. Podle véty o derivaci slozené funkce je
ul(z,y) = 2(xf] +afs +yfs), u,(z,y) = 2(yfl — ufs + xf}).

5. Necht je funkce f(z,y) diferencovatelna. Definujme funkce

F(r,¢) = f(rcosp,rsingp).

V podstaté jde o transformaci funkce do polarnich souradnic, tj. transformaci x =
rcos, y = rsing. Najdéte vztah mezi parcidlnimi derivacemi funkci f(x,y) a

F(r, o)
Reseni: Jedna z moznosti je tato

0 0 OF OF
df(:r:,y):a—idx—l—a—gdy:dl’(r,gp):—rdr—l——@d@. (1)

7 defini¢nich vztaht plyne pro diferencialy
dxr = cospdr —rsinepdy, dy =sinpdr + rcospdyp.
Kdyz tyto vztahy dosadime do (1), dostaneme

fr(cospdr —rsinpdyp) 4 f,(sinpdr 4 rcos pdp) =
= (frcoso+ f, sing) dr + (—rf,sinp +rf; cosp) dp = F/ dr + F, dep.

7 této rovnice pak ziskame soustavu rovnic

F] = frcosp+ fysing
/o s ’o
F,=—rfysinp+rf,sing.

Resenim této soustavy dostaneme

sin ¢

fi =Flcosp— Ffp

coS ¢

A T /

fy=Frsinp+ F,

Mozné ze by bylo dobré si vSimnout, Ze jsme museli Fesit soustavu rovnic (2). Jak
si asi nepamatujete, ma tato soustava rovnic pravé jedno feSeni, je-li determinant
této soustavy rtzny od nuly. Tento determinant

or oy
| or or| _
J_a_:r: @—r

dp Oy

se nazyva jakobidn zobrazeni a aby byla transformace jistym zptisobem rozumna,
musi byt jakobian nenulovy, viz déale requldrni zobrazeni nebo implicitni funkce.
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6. Ukazte, ze funkce z = z"f <%>, kde f je libovolna diferencovatelnd funkce,
x

spliuje rovnici
0z Lo 0z
r— — =nz.
ox yay

Re§en{: Z:/E = nxn_lf _ 2£Un—3,yf/7 o = .',En_Qf/.

y
y?
7. Ukazte, ze funkce z = =— + ¢(zy), kde ¢ je diferencovatelnd funkce, spliiuje
x
rovnici 9 9
202 Z 2
- _ -~ =0
ar oy Y
R C o
Reseni: z,, = 3.2 +y¢', 2, = 3—x—i—xg0.

8. Ukazte, ze pro kazdou diferencovatelnou funkci ¢ je funkce u = z"¢ i, =z
x’ P

feSenim diferenciilni rovnice

ou n ou e ou
rT—+ay— + fz— =nu
or yay 0z
Reseni: v/, = na" Lo — az" " lyp| — Br" Pz, Uy, = "V, Ul = Pl

9. Necht

l; = (cosaq,cos (1, cos 1)
lo = (cos ag, cos [, cos ¥2)
ls = (cos as, cos 3, cosv3)

jsou navzdjem ortonormalni vektory, tj. I; -1; = 0;5, kde 6;; =0 proi # j a d;; =1
pro ¢ = j, je tzv. Kroneckerovo delta. Ukazte, ze plati

() () + () = () + () + ()

3 cosay cosf3; cosyp
Reseni: fi, = g Ajj f;, kde A = | cosay cosfBy cosvys | je ortogonalni matice.
j=1 cosag cosfl3 COS7Y3

0
10. Najdéte funkci z = z(x,y), kterd je FeSenim rovnice 95 _ 2 g 2y a spliiuje

dy
podminku z(z,2?) = 1.
Reseni: Funkce z(x,y) musi mit tvar z(z,y) = /(x2 +2y) dy + f(z) = 2’y +y* +

f(x), kde f(z) je funkce pouze proménné z. Z podminky z(z,2?) = z*+a*— f(z) =
1 plyne, ze f(z) = 2z* — 1. Tedy 2(z,y) = 2%y + 3> — 22* + 1.
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Cvicéeni 8

PARCIALNI DERIVACE A DIFERENCIALY VYSSICH RADU

0
Necht f: M — R, M C R" a « € M°. M&-li funkce f parcidlni derivaci af
T

8:1{: podle

. I kdyz existuji druhé parcialni

na mnoziné M, pak se mizeme pokusit najit parciadlni derivaci funkce
af\ 0*f
N 8ZII]8IZ

g (0 o (0
derivace neplati obecné rovnost ( / ) = ( / ) Ale plati nasledujici
ox j 8£UZ 6.%’1 ox j

proménné z;, tj. funkce — <
Zj 8:13‘1

0
Véta: Necht je f funkce n proménnych. Necht existuji 8f ag -V néjakém okoli
€I; T,

U(a,e) bodu a a necht je derivace aixj (88:1:2

< of ) a plati rovnost

Oz
o (9f\ 0 [of
81’j 8l’z N 6% 61’j '

Ma-li funkce f v néjakém okoli bodu a derivaci fadu n — 1,

> spojita v bodé a. Pak existuje v

bodé a také derivace

0
81‘1

8n_1f
G * " awil

, pak se
ox P

definuje derivace fadu n rekurentné vztahem
0 ( oLy ) B o f

- 9
81’% 8331'"_1 . 81‘1'1 6901” 8937;”_1 . 6:}011

pokud derivace vlevo existuje (doufam, ze je jasné, co tim myslim).
Zhruba Feceno, plati tato

Véta: Jsou-li vsechny parcialni derivace funkce f, které poc¢itame, v bodé a spojité,
nezavisi vysledek parcialniho derivovani na poradi, ve kterém derivujeme.

Definice: Necht f je funkce definovana na oteviené mnoziné M C R", ktera na
M mé spojité vsechny parcialni derivace az do fadu k. Pak tuto funkci nazveme
funkct tridy Cy na mnoziné M; znaci se f € Cy(M). Je-li funkce f € Cy(M) pro
kazdé k € N, fikame, Ze f je tfidy Co na mnoziné M, f € Co(M).

Definice: Necht k& > 1. Budeme fikat, Ze funkce n proménnych f méa v bodé a
totdlni diferencial k—tého radu, pokud plati toto:

1) VSechny parcialni derivace funkce f vSech fadt m, 0 < m < k — 2, maji totalni
diferencial prvniho fadu v néjakém okoli bodu a.

2) VSechny parcialni derivace funkce f fadu k — 1 maji totalni diferenciél prvniho
rfadu v bodé a.
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M4-li funkce f totalni diferencial fadu k, pak jej znacime d* f(x; h) a definujeme
jej vztahem

k
k! ok f(x) : 0
k . o 11 in . .

11>0,...,1,>0

Specialné je-li f funkce dvou proménnych, tj. f = f(x,y), kterda mé totalni difer-
encial k—tého radu, je

k

3 K\ O f(2) i) ks
k . — ) i1 k—1
Tlmitnhe) =2 (z‘)Wyk—ihlhz -

Véta: Je-li f € Cx(M), ma totalni diferencial fadu k v kazdém bodé mnoziny M.

Najdéte totalni diferencidly prvniho a druhého fadu pro funkce

1. u=2x"y" 2. u=e"

3. u=X(2)Y(y) 4. u=zy+yz+xz

Reseni:
> LS o : : I m—1,n /o m,n—1 r
1. Protoze parcialni derivace jsou u), = mx y", uy, = namy" T U, = m(m —
" u. = mnx™ Y™ u =mn(n—1z ~< jsou jité v ‘m
1)az™2y", ul, mlyn=ta g, 1)z™y"~2 jsou spojité v celém R?

existuje diferencidl prvniho i druhého fadu a jsou

du = ma™ Yy"dz + nz™y" ldy,

d?u = m(m — 1)z™ 2y"dz? 4 2mna™ 1y tdady + n(n — 1)z™y" " 2dy?.

LS : : ! x ! x !, 2,T /A
2. Parcialni derivace funkce u(z,y) jsou y,, = ye*?, Uy = xe™, uy, =y e, uy,, =
(1+ zy)e™ a uj, = x*e™. Protoze jsou spojité na celém R* existuji diferencialy

prvniho a druhého fadu a jsou
du = e™(yde +zdy), d*u=e"(y*da? +2(xy + 1)dazdy + 2% dy?).

3. Jestlize predpokladame, ze funkce X (z) a Y (y) maji derivace druhého fadu,
pak jsou parcialni derivace funkce u(z,y) rovny u), = X'(2)Y (y), u, = X(2)Y"(y),
Uy, = X" (2)Y (y), ul,, = X' (2)Y'(y) a uy, = X(z)Y"(y). Omezime se na mnozinu
M C R?, kde maji funkce X (z) a Y (y) derivace druhého ¥adu. Pak pro kazdy
bod [xo;yo] € M existuji okoli J, resp. K bodu zq, resp. yg, takova, ze funkce
X (z), resp. Y (y) maji na téchto okolich derivace prvniho fadu, které jsou spojité
v bodé zq, resp. yg, a proto na okolich J, resp. K omezené. Z Taylorovy véty pak
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plyne, Ze pro kazdé z € J ay € K je X(x + h) = X(z) + X'(z)h + hn(z, h)
aY(y+k) =Y(y) + Y'Yk + ko(y, k), kde lim (z, h) = lim w(y, k) = 0. Pak
je ale u(x +h,y + k) —u(z,y) = X(z+h)Y(y + k) - X(2)Y(y ) X' (@)Y (y)h +

X (x)Y'(y)k+ (|h|+ k)¢ (2, y; b, k), kde " k%im(0 0 Y(x,y; h, k) = 0. Tedy pro kazdé

(z,y) z jistého okoli bodu [zo;yo] € M existuje diferenciél prvniho fadu du =
X'(2)Y (y) dz + X (2)Y"(y) dy.

Jesté musime ukdzat, ze funkce u;(v,y) = X'(2)Y(y) a uy(z,y) = X(2)Y'(y)
maji diferencial prvniho fadu v bodé [mo;yo] e M. Protoze jsme predpokladali,
ze funkce X (x) ma v bodé xy € J derivaci druhého 7¥adu, plati podle Taylorovy
véty X’(:UO + h) — X’(:co) = X”(xo)h + hn(zo, h), kde }llimon(xo,h) = 0. Jestlize

tento vztah ndsobime rovnosti Y (yo + k) = Y (yo) + Y'(y0)k + kw(yo, k), ktery jsme

odvodili dFive, zjistime, Ze parcidlni derivace u/,(x,y) mé v bod& [z¢; yo| diferencial

prvniho radu. Podobné se ukaze, ze v bodé [mo,yo] existuje diferencial parcialni

derivace uy, (z,y). Tedy funkce u(z,y) ma na mnoziné M diferencial druhého fadu,

ktery je d?u = X" (2)Y (y)dz? + 2X'(2)Y'(y) dz dy + X ()Y (y) dy>.

4. Parcidlni derivace funkce u(x,y, z) jsou uj, =y + 2, uy, =  + 2, u, = x +y,
/

_ _ / _ ! _ / . / . v . e, 2 , 3
Uy, = Uy, = U, = 0 auy, =u,, =u,, = 1. Protoze jsou spojité na celém R

existuji diferencialy prvniho i druhého fadu a jsou
du=(y+2)de+ (z+2)dy + (z +y)dz,
d*u = 2(drdy + dzdz + dydz).

Najdéte
Ou
— ro funkci v = xIn(z
920y P (zy)
0u
ro funkci u = e"¥*
0xdydz P
Reseni:
5. Defini¢ni obor funkce u(z,y) je mnozina M = {(z,y) € R?; zy > 0}. Na této
mnoziné jsou vSechny parcidlni derivace funkce u(z, ) spopte a proto muzeme
1
derivovat v libovolném potadi. Postupné dostaneme: u (v, y) = —, Uy, (T,y) = — a
Yy
u'my(m, y) = 0.

6. Defini¢ni obor funkce u(z,y,2) je celd mnoZina R® na funkce mé na R?® spo-
jité parcialni derivace vsech tadt. Proto lze derivovat v libovolném potadi. Pak
dostaneme u,(z,y,2) = yze™*, ul, (v,y,2) = (z + zyz*)e™* a ul, (z,y,2) =
(1 + 3ayz + 22y%2%)eV>.

Najdéte
7. d3u pro funkci u = sin(:zc2 + yz)
8. d3u pro funkci u = ln(mmyyzz)
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Reseni:

7. Defini¢ni obor funkce u(x,y) je celd rovina R? a funkce méa na ni spojité vechny

parcialni derivace. Postupné dostaneme du = 2 cos (:1:2 + y2) (a:dx + ydy), d?u =

—4sin(z? + y?)(zdz + ydy)? + 2cos(z? + y?)(dz? + dz?) a d3u = —8cos(z? +

y?)(zdx + ydy)?® — 12sin(z? + y?) (v dz + ydy)(da? + dy?).

8. Funkce u(z, y, 2) mé na celém svém defini¢nim oboru z > 0,y > 0 a z > 0 spojité

parcialni derivace vsSech radt. Proto ma diferencial libovolného fadu. Postupné
dz? dy? dz?

dostaneme du = (1 +1Inz)dx + (1 +Iny)dy + (1 +In2)dz, d%u = R

T Yy
dz3  dy? d23
2 y? o2

a ddu = —

T z

9. Ovéite, ze funkce u(x,t) = p(xr — at) + Y(z + at), kde ¢ a ¢ jsou dvakrat
: . Cou ) . d%u 5 0%u
diferencovatelné funkce, je fesenim vinové rovnice — = a*—.
ot? Ox?
Regeni: Protoze funkce jedné proménné op(z) a t(z) maji podle predpokladu de-
rivace druhého fadu a funkce v(z,t) = = — at a w(x,t) = x + at maji derivace
viech ¥adi na celém R2, m4 i funkce u(x,t) parcidlni derivace druhého fadu. Ty
jsou ul (x,t) = ¢'(x — at) + ¢'(z + at), uj(z,t) = —ap'(z — at) + a)’'(z + at),
uh,(z,t) = ¢ (x — at) + " (z + at) a uy = a®(¢"(x — at) + " (z + at)).

10. Ovéite, ze funkce u(z,y) = zo(x + y) + y(z + y), kde ¢ a ¥ jsou dvakrat
2 32 82
diferencovatelné funkce, je fesenim rovnice R Y.
Ox? oxdy  Oy?

Reseni: Protoze funkce jedné proménné o(z) a 1(x) maji podle predpokladu deri-
vace druhého f¥4du a funkce v(z,y) = x4y ma derivace vSech f4df na celém R?, ma
i funkce u(zx,y) parcidlni derivace druhého fadu. Ty jsou u',(z,y) = z¢'(x + y) +
y¥' (@4y)+o(e+y), uy(2,y) = 2@ (e+y) Ty (2+y) +o(a+y), up, (2,y) = vo" (2 +
y)+yd" (z+y)+2¢ (2+y), uyy (2,y) = 2" (@+y) +y¢" (2 +y)+¢ (v +y)+¢' (2 +y),
Uy, (2, y) = 20" (z +y) +y¢"(x +y) + 2¢'(z +y).

11. Ovérte, ze funkce u(z,y) = gp(az%—zﬁ(y)), kde ¢ a 1) jsou dvakrat diferencovatelné
funkce, vyhovuje rovnici — - Ou = % . @
’ Ox Oxdy 0Oy O0x2
Reseni: Podle predpokladit maji funkce jedné proménné o(x) a ¢ (y) derivace druhé-
ho fadu. Proto mé funkce u(z,y) také parcialni derivace prvniho a druhého radu.

Ty jsou u)(z,y) = ¢ (z + ¥(y)), u(z,y) = V() - ¢ (z + YY), uh,(z,y) =
@ (x+ (), uhy (z,9) =9 (1) - " (z + P(y))-
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Cviceni 9
TAYLOROVA VETA. IMPLICITNI FUNKCE.

Véta: Necht je f(x) v néjakém okoli U(a) bodu a tiidy C,, 1. Pak pro h takové,
ze a+ h € U(a) Ize psat:

1

h) =Y Zdf(ah . nh 1
fla+h) ;Z, flash) + ooy 4V @+ Ouh). (1)
kde ©,, € (0,1).
Jestlize lim d"f(a;x — a) = 0, pak lze funkci zapsat pomoci mocninné fady,
Taylorova rada
oo 1 .
f(z) = Zﬁd fla;x —a).

Je-li @ = 0, nazyva se tato Taylorova MacLaurinovou radou.

Taylorav, resp. MacLaurintv, rozvoj slouzi k pfibliznému vyjadteni funkce f(x),

1. Najdéte prirtistek funkce f(x,y) = 22y + xy? — 22y pii zménd bodu A = [1; —1]
k bodu B = [1+ h; —1 + k.

Reseni: Protoze podle definice je Af(x,y; k;h) = f(xz+h,y+k)— f(x,y) dostaneme
po upravach Af = h — 3k — 2hk — h? + k% + h%k + hk2.

2. Odvodte ptiblizné vyjadreni pro malé |z| a |y| do ¢lent druhého fadu véetné pro

funkce
1+z+y

l—z+4y

COS T

a)

; b) arctg
cosy

Reseni: K feseni pouzijeme vztah (1), kde polozime = = (0,0), h = (z,y) a n = 2.
a) Funkce f(z,y) mé v okoli bodu (0, 0) spojité parcidlni derivace vSech Ffadi. Proto

sin
v tomto bodé existuji jeji diferencidly. Parcidlni derivace jsou fL(z,y) = — ,
cosy
, cosrsiny cosr sin x sin y ,
xz, = T o5 xz, = T z, = T 5 xz, =
fu(@y) oty Jee(@Y) = = foy (@ y) o5y oy (5 Y)

1 + sin?
cos (1 + sin y)_ Tedy diferencialy jsou df(0,0;z,y) = 0 a d2f(0,0;z,y) = —2% +

cos? y

Ccos T 2 gP

~1l— — 4 =—.
cosy 2 2
b) Funkce ma v okoli bodu (0,0) spojité parcidlni derivace vSech fadd, a tedy i

vS8echny diferencialy. Parcialni derivace jsou

y2. Protoze f(0,0) = 1 je hledany rozvoj

14y
/
T,Y) = 7 75
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—2x(1+y)

fxm(m7y) = (172 + (1 +y)2)2 9
" (o — z? — (1+y)2
f:ry( 7y) (I2+(1+y)2)2,

£ (@) = 2z(1+y)

(224 (1+ y)2)2 '

Tedy diferencialy v bodé (0,0) jsou df(0,0;z,y) = = a d®f(0,0;x,y) = —2zy. A
protoze f(0,0) = % je hledany rozvoj f(z,y) ~ LI xy.

W

1
3. Napiste prvni tfi ¢leny MacLaurinovy fady funkce f(z,y) = / (1+ :Jc)to dt.
0

Regenid: Integrovanou funkci ¢(z,y,t) = (1 + x)to rozvineme do MacLaurinovy
fady v proménngch z a y. Protoze ¢/, = t2y(1+z)" ¥, o, = t*(1 +2) Y In(1+2),
Phow = y(Py—1)(1+2)"V 2, g, = (L) vty (L+a)" v In(14a), o, =
2 2.
A+ D)+ ), G, = Pyl = Dy = 20+, o, = 2Py -
DA+2)" 072+ %y = 1)(1+2)" 72 In(142), @y = 10y(1+a2)" v In®(1+x) +
2t*(1+2)" vt n(142) a ¢, = t°(1+z)"Y In®(14-x). Z téchto parcidlnich derivaci
v bodé (0,0) dostaneme dy(0,0; z,y) = 0, d2p(0, 0; z,y) = 2t%zy a d3p(0,0;z,y) =

—3t22%y. Tedy rozvoj integrované funkce do tietiho fadu v proménnych z a y je
2

t 1 1
o(z,y,t) =~ 1+ t2zy — B x2y. Integraci pak ziskdme f(z,y) ~ 1+ 3§ x2y.

Implicitni funkce 1.

Problém implicitnich funkci spociva v této tiloze: Je dano k funkci n+k proménnych.
Méme zjistit, zda existuje reseni rovnic

Fi(x1,...,%n,91,...,yk) =0
F2(£17-~';xn7y17"'7yk) =0

(1)
Fp(z1,.. . Znyy1,---,9x) =0
V podstaté se ptame, kdy jsou soustavou rovnic (1) jednozna¢né uréeny funkce

y1 = fi(z1,...,7n)
(2)
Yk = fk(xlw--;xn)

Plati tato
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Véta: (o implicitnich funkcich). Necht n a k jsou prirozena ¢isla a necht je dan bod
a=(a,b)=(a,...,an,b1,...,bg).

Necht' funkce Fi(x,y) = Fiy(x1,...,Zn,Y1,---,Yk), ¢ = 1,...,k, maji v néjakém
okoli bodu « spojité parcialni derivace az do fadu m > 1 v¢etné. Necht je

Fila)=0, i=1,...,k (3)
a
on R
A(FL,....Fy) Oy Oy
Stk ‘ B £0. (4)
W1, 9k) el | o OF},
oy Ok l[a]
Pak existuji 6 > 0 a A > 0 s témito vlastnostmi: Ke kazdému bodu x = (x1,...,x,)
z intervalu
(a1 — 6,a1 +8) X -+ X (an — 8,a, +9) (5)

existuje pravé jeden bod y = (y1,...,yx) v intervalu (by — A, by + A) x -+ x (b —
A, b, + A) takovy, ze plati (1). Soufadnice tohoto bodu se tedy daji vyjadrit jako
funkce (2). Funkce (2) maji navic v intervalu (5) spojité parcialni derivace az do
radu m.

1. Necht je y funkci proménné x. Najdéte vSechna feSeni rovnice y? —y = 0.
Reseni: Funkce y = y(x) miize nabyvat pouze dvé hodnoty y = 0 nebo y = 1.
Tedy kazda funkce, ktera nabyva pouze téchto dvou hodnot je feSenim dané tulohy.
Napriklad jedno z feseni je Dirichletova funkce

1  pro x racionalni
x(z) =

0  pro x iracionalni

Kdybychom z véty o implicitnich funkcich vynechali zdanlivé nepodstatnou po-
znamku o tom, ze FeSeni y = y(z) je z jistého okoli bodu b, tj. vlastné to, ze
hleddame spojita feseni, mohli bychom v obecném pripadé najit i lokdlné mnoho
feSeni soustavy (1).

2. Necht je funkce f(x) definovana v intervalu (a,b). Kdy mé rovnice f(z)y =0 v
intervalu (a,b) jediné spojité feseni y = 0.

Reseni: Z rovnice plyne, Ze je bud y = y(x) = 0 nebo je f(x) = 0. ProtoZe hleddme
spojita feseni, nevadi nam, kdyz je funkce f(z9) = 0 v bodé z¢, ktery je hromadny
bod mnoziny f(x) # 0. V tom piipadé totiz z predpokladu spojitosti funkce y =
y(z) plyne, ze musime polozit y = y(xg) = 0. Ale pokud je bod bod z( vnitini bod
mnoziny M = {ac; f(x) = 0}, lze funkci y = y(x) definovat libovolné. Tedy aby
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meéla uvedend rovnice praveé jedno spojité feseni, nesmi mnozina bodi x, pro které
je f(z) = 0, obsahovat zadny otevieny interval («, 3) C (a,b).

3. Necht je déna rovnice
2 +y? =1 (1)

y=ylx), -1<z<l (2)

je jednoznacna funkce, ktera spliuje rovnici (1).
a) Kolik funkeci (2) spliiuje rovnici (1)?
b) Kolik spojitych funkei (2) spliiuje rovnici (1)?
c¢) Kolik spojitych funkei (2) spliiuje rovnici (1), je-li y(0) =
d) Kolik spojitych funkei (2) spliiuje rovnici (1), je-li y(1) =

Res$enid: Viechna feseni dané rovnice lze zapsat ve tvaru y = e(z )\/ 1 — 22, kde €(x)
je funkce definovana na intervalu (—1,1), ktera v intervalu (—1,1) nabyva pouze
hodnot 1 nebo —1. Protoze v bodech x = +1 musi byt y = 0, nezalezi v téchto
bodech na hodnoté funkce e(x).

a) V pripadé, Ze nepfedpokladame spojitost funkce (2), nekoneéné mnoho funkci
(), a tedy i nekoneéné mnoho funkei y = y(z).

b) V bodé x = 0 musi byt y(0) = 1 nebo y(0) = —1. Protoze pro z € (—1,1)
je V1 —a2 # 0, je z divod spojitosti funkce y = y(x) na tomto intervalu stale
kladna nebo stale zdporna. Tedy existuji pouze dvé spojité funkce y = v1 — 22 a
y=—V1— 22

¢) V tomto ptipadé musi byt funkce y = y(x) na intervalu = € (—1, 1) kladna. Tedy
existuje pouze jedna funkce, kterd spliiuje dané pozadavky, a to y = v/1 — 2.

d) V tomto ptipadé je ddna funkce y = y(z) v bodé, kde y(z) = 0. Nevime tedy,
zda je kladna nebo zaporna. Protoze y(0) = 1 nebo y(0) = —1, existuji stejné jako
v pfipadé b) dvé hledané funkce.
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Cviceni 10
DERIVACE FUNKCf DANYCH IMPLICITNE
Jestlize funkce F;(x,y) = Fy(x1,. .., Tn,Y1,---,Yk), ¢ = 1,..., k, spliiuji v bodé o =

(a,b) = (ay,...,an,b1,...,b;) predpoklady véty o implicitnich funkcich, existuje
na néjakém okoli bodu a k diferencovatelnych funkci

Y1 = fl(xlax%' .. 7xn)
Y2 = f2(x17w27 v 7'1:77,)

(1)
Y = fk(xlax% cee 7:1:71)7

pro které plati Fi(xl,...,xn,fl(xl, e ,xn),...,fk(ajl,...,xn)) =0,i=1,...,k.
Parciélni derivace funkci (1) lze pak urcit feSenim soustavy rovnic
" OF, " 9F,
dF; = — dz; —dy. =0, i=1,...,k,
ox; 7 +; Oy Y

Jj=1

jejiz determinant je v néjakém okoli bodu a nenulovy.

1. Najdéte ¢/, v a ¢y v bodé z = 0, y = 1 pro funkci y(z), kterd je definovana
implicitni rovnici 22 — zy +2y?> +x —y — 1 = 0.

Reseni: Funkce F(x,y) = 2? — xy + 2y?> + x — y — 1 ma spojité viechny parcialni
derivace v celém R?. Protoze F(0,1) = 3 # 0 definuje rovnice F(z,y) = 0 v
jistém okoli bodu [0; 1] funkei y = y(«). Jeji derivace najdeme derivovanim rovnice
F(z,y) = 0. Prvni derivace dava

20 —y+1+@y—x2—1)y () =0, (1)

ze které plyne y’(0) = 0. Druhou derivaci lze najit derivovanim vztahu (1). Tim
dostaneme

2—y'(z) + (4y'(x) = 1)y (x) + (4y —z — 1)y"(x) = 0. (2)

2
Dosazeni z = 0, y(0) = 1, ¥’(0) = 0 dostaneme 3" (0) = -3 Derivaci rovnice (2)

ziskdme vztah

—y" (@) +4y" (x)y' (2)+ (4y' (2) —1)y" (2)+ (4 (x) —1)y" (x) + (4y—2—1)y"" () = 0.

2
Po dosazeni danych hodnot dostaneme y'”(0) = -3
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Najdéte y' a y” funkce y(x), kterd je ddna rovnici
2. 2%+ 22y —y? =d?; 3. ln\/x2+y2:arctgy.
x

Reseni:

2. Funkce F(x,y) = 22 + 22y — y? — a® m4 spojité parcidlni derivace vSech radi.
Proto v okoli bodii, kde Fy(x,y) # 0 a F(z,y) = 0, lze vyjadiit y jako funkci
proménné z, tj. y = y(z). Prvni dvé derivace rovnice F'(z,y(z)) = 0 dévaji

2042y + 22y —2yy =0<=a+y+(r—y)y' =0
I+y' +(1 -y +(@—-yy" =0

. . +x 2a? . .. :
Z téchto rovnic najdeme y' = e ay’ = ————=, kde jsme pouzily rovnosti

y—x (z—y)

% 4 22y — y? = a?.

3. Na mnoziné M, kde mé funkce F'(x,y) = In\/x? + y? — arctg Yy spojité druhé
x
parcidlni derivace a Fy (z,y) # 0 lze z rovnice F(z,y) = 0 vyjadfit y jako funkci =,
tj. y = y(x). Derivace této funkce nalezneme derivovani rovnosti F’ (:c,y(a:)) =0.
Ty davaji
r+yy  —y+ay
$2 + y2 5172 + y2
2
1+ (y) +(y—=z)y" =0.

=0<=z+y+@y—2)y =0

Jestlize je © # y (v téchto bodech je Fy = 0) dostaneme y' = T+y a vy’ =
r—y
2(I2 + yz)
(z—y)®

0%z 0%z . 0%z
0x2’ 0x0y  Oy?

definované implicitné rovnici

4. Najdéte vbodé x =1,y = =2, z = 1 funkce z = z(x,y)

2?2+ 22 +32+ay—2—-9=0.

Resend: Uvazujme funkci F(z,y,z) = 2% + 2y + 322 + 2y — z — 9. Tato funkce
ma spojité parcialni derivace vSech ¥adu. Protoze F(1,—-2,1) =0 a FJ(1,-2,1) =
5 # 0, 1ze z rovnice F(x,y,2) = 0 najit v jistém okoli bodu [1; —2;1] pravé jednu
funkci z = z(z,y) takovou, ze z(1, —2) = 1. Parcidlni derivace této funkce najdeme
diferencovanim rovnice F'(z,y, z(z,y)) = 0. Tim ziskdme vztahy

2z +y)dr+ (dy+x)dy+ (62 —1)dz2=0= —7dy +5dz =0

2dz® +2dedy +4dy® +6d2” + (62 — 1)d*2 = 0 =

— 2da? + 2dedy + 4dy? + 6d2% + 5d%2 =0.
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7 2
Z téchto rovnic pak najdeme z,(1,-2) = 0, z,(1,-2) = R 2l (1,-2) = —
394

1
' (1,-2)=—=, 2/ (1,-2) = —_.

5’ vy

Najdéte parcidlni derivace prvniho a druhého fadu pro funkci z = z(x,y), ktera je
feSenim rovnice

5. 23 —3xyz =a3; 6. t+y+z=¢€".

Reseni:

5. Derivace budeme hledat v bodech, kde je F(x,y,2) = 2% — 3zyz — a® = 0 a kde
je prvni derivace F/(x,y, z) riiznd od nuly, tj. v bodech, kro které je 2% — xy # 0.
K vypoctu pouzijeme metody diferenciali.

Prvni diferencial funkce F(z,vy, z) dava

—3yzdx—3:1:zdy+3(z2 —xy) dz =0 <= yzdr +xzdy — (z2 —:zzy) dz =0 <~
z(yda + x dy)

< dz = 5 .
22 —xy
, . ) Yz Tz
Tedy prvni derivace jsou z,, = 5 , z; == .
22 —xy 22 —xy

Pro druhy diferenciél dostaneme
2zdzdy 4+ 2ydr dz + 2xdydz — 22d2? — (22 — xy)d2z =0.
Do tohoto vztahu musime jesté dosadit za dz. To po Upravach dava

2ryPzda?  22(2* — 2zy2? — 2%y?)dzdy  22%yzdy?

—(22—a7y)d2z:0.

ER o) EREE
2zy3 z(2* — 2wyz? — 2%y?
Z tohoto vztahu dostaneme z,, = —%, Zpy = ( 2 Y E Y ),
22 —xy 22 —xy
223y 2
Zyy! = — T3 . 3-
(22 —zy)?

6. Derivace budeme pocitat v bodech, kde je F(z,y,2) =x +y+ 2z —e* =0 a kde
Fl(z,y,z) = 1—¢e* # 0. Kdyz pouzijeme metodu diferenciali dostaneme

dr+d
dx—i—dy%—(l—ez)dz:O{:)dz:iLfJ.
e —
Z toho dost g 1
oho dostaneme z; =z, = ——.

Abychom nasli druhé derivace, uréime druhy diferencial funkce F'(z,y, z). Ten je

dz + dy
er —1
— d%z = —(‘3’—1)3(@2 +2dzdy + dy?).
e? —

2
—ezdz2—|—(1—ez)d22:0:>—ez( ) +(1—ez)dzz:0:>
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ey v/ / 0 o _
Z toho jiz snadno uréime z;, = z;, = 2, = —(ez 1)3.

7. Najdéte dz a d?z funkce z(z,y), ktera je definovana rovnici

E:lnz—l—l.
z Yy

Reseni: Diferencialy budeme hledat v bodech, kde je F(z,y,z) = T mZfi-1=o0
z Y

a kde prvni parcidlni derivace F.(z,y,z) = _a:—I;z # 0. Pro prvni diferenciél
z
dostaneme
dx d d d
e —Z “dr=0= z(yde+zdy)—y(z+2)dz =0 = dz = 2yde + zdy)
PR Y@+ 2)

Kdyz spocitame diferencial druhé z téchto rovnic, dostaneme
zdedy + (z — z)dydz —ydz® —y(z + 2)d*z = 0.

Jestlize do této rovnice dosadime jiz vypocitané dz, dostaneme po algebraickych
2%(ydx — zdy)?
y e +2)3

apravach d?z =

8. Nechf funkce z = z(y,2), y = y(z,z) a z = z(x,y) jsou definovany rovnici
F(z,y,z) = 0. Dokazte, Ze plati

or Oy 0z

8_y 0z Oz
Reseni: Derivace budeme poditat v bodé [z;y; 2], kde plati
F(z,y,2) =0, F(z,y,2)#0, F,(x,y,2)#0, F.(x,y,2)#0.

Jestlize budeme povazovat z za funkci proménnych y a z, tj. x = z(y, 2), pak
derivaci rovnice F (x(y, ), Y, Z) = 0 podle proménné y dostaneme

ox Ox F,
8_y+Fy(x7yaz):O:> a0,

Fm(wvy7z)' ay _F(

LY, Z) :

Podobné odvodime vztahy

oy  F! 0z F’

__=z =z

a_ Fé(%%z), %: F;(xay,z)

Po vynasobeni pak dostaneme dokazovany vztah.
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d d
9. Najdéte — a <2 jelia+y+z=0aa+y?+22=1.
dz dz

Reseni: Pfedpokladejme, 7e je * = x(z) a y = y(2). Derivace téchto funkci budeme
hledat v bodech, kde jsou splnény rovnice Fy(z,y,z) =x+y+2z =0a Fy(z,y,2) =
22 4+ y? + 22 — 1 = 0. Kdyz derivujeme tyto rovnice podle proménné z, dostaneme

r+y +1=0 a 2z’ +2yy’ +22=0.
To je soustava dvou linedrnich rovnic pro dvé neznamé funkce x’ a y’. V bodech,

kde determinant matice této soustavy D = 2(y — x) # 0, mé tato soustava FeSeni
dr  z2—y dy z-—x

dz y—z'dz x—vy

dz dy d? d?
i xa—yVbodéle,y=—1a2:2,je—li

10. Najdéte —, —=, —
ajaete dz’ dz’ dz? = dz2

z? +y :% a TH+y+z=2.

2

Reseni: Funkce Fy(x,y,2) = 22 +y? — % a Fy(z,y,2) = x+y+2z—2 maji v celém

prostoru R? spojité parcidlni derivace vsech fadfi. Protoze plati Fi(1 — 1,2) =
F5(1,-1,2) = 0, ma smysl zkoumat funkce z = z(2) a y = y(z), pro které plati
z(2) =1 a y(2) = —1 a které spliuji rovnice Fi(x,y,2) = Fa(z,y,z) = 0. Jestlize
predpokladame, Ze x = x(z) a y = y(z) a derivujeme rovnosti F (z(z),y(z),z) =0
a Iy (x(z), y(2), z) = 0 podle proménné z, dostaneme

2x2’ +2yy —2=0 a 2’ +y +1=0. (1)
Tedy v bodé [1; —1; 2] dostaneme soustavu rovnic
20 =2y —2=0 a 2'+y +1=0.
Protoze determinant matice této soustavy rovnic je D = 4 # 0, existuje pravé jedno

feSeni této soustavy =’ =0, ¢y = —1.
KdyZ zderivujeme podle proménné z obé rovnice soustavy (1) dostaneme

2(1”)2+2xm”+2(y')2+2yy”—1:0 a 2’ +y"=0.

V bodé [1; —1; 2] jiz zndme prvni derivace. Proto je do této soustavy muzeme dosadit
a ziskat soustavu dvou linearnich rovnic pro =’ a y”

20" —2y" +1=0 a 2" +¢y" =0,

1 1

jejiz feseni je 2’/ = 7 y' = 1
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ox’ Oy’ Ox Oy

Reseni: Obé funkce Fy(z,y,u,v) = zu — yv a Fy(z,y,u,v) = yu + rv — 1 maji

11. Najdéte yjerlizu —yv =0a yu+av = 1.

D(F1, F

na celém R* spojité parcidlni derivace vsech Fadt. Protoze je D = % =
U, v

2?2 + y2, Ize mimo bodu [z;y] = [0;0] najit funkce u = u(x,y) a v = v(z,y),

které spliiuji soustavu rovnic Fy(z,y,u,v) = Fy(x,y,u,v) = 0. Derivovani soustavy
téchto rovnic podle proménné x a y dostaneme dvé soustavy linearnich rovnic pro
parcidlni derivace prvniho fadu

/ / _ / / _
TU, — YU, +u =0, zu, —yv, —v =0,

yu, +av, +v =0,  yu, +av,+u=0.

Protoze determinant matice téchto soustav je D = x2+y? # 0, existuje jejich jediné
o v _ru+tyv TV —Yu _yu— v U+ Yv

Feseni u, = _552—4‘342’ Uy = m; Uy = 3’32—4‘y2’ Uy = _m'

dy dz d%y d%z
dz’ dz’ dz? ¥ dz?
Reseni: Uvazujme funkce Fy(z,y,2,t) =x —t —t7 1, Fy(x,y,2,t) =y —t> —t2 a
Dg%@;)—% = 1-t"2 lze prot # %1 najit
funkce y = y(x), z = z(z) a t = t(x), kterd jsou feSenim soustavy Fi(zx,y, z,t) =
Fy(z,y, z,t) = F3(x,y,z,t) = 0. Derivaci této soustavy podle proménné z ziskdme
soustavu ti linedrnich rovnic pro vy, 2’ a t/

12. Necht z =t +t7 1, y=t>+t"2 a2z =13+ t3. Najdéte

F3(x,y,2,t) = z—t3—t~3. Protoze D =

1-(1=t7)t'=0, ¢y —-20t—-t'=0, 2Z/-3(t"—t"*)t'=0.

Z ni plyne, ze y' = 2(t+¢t7') =2z a 2/ = 3(t* + 1+t ?) = 3(y + 1). Derivaci
téchto vztaht podle proménné x dostaneme 3" = 2, 2" = 3y’ = 6.

V tomto piikladu se vlastné jedna o parametrické vyjadfeni kiivky v prostoru R3,
kde t je parametr.

0 0
13. Naleznéte il a ¢z vbodée u=1,v=1,jelix = u+1Inv, y = v —Inu,
or Oy
z =2u—+wv.
Reseni: Uvazujme funkce Fy(z,vy, z,u,v) = r—u—1Inv, Fy(z,y,2,u,v) = y+Inu—v
a F3(x,y,z,u,v) = z — 2u — v. ProtoZe bodu u = v = 1 odpovidd bod z = y = 1,
z = 3, ma smysl v okoli tohoto bodu zkoumat funkci z = z(x,y). Derivaci funkci
Fy, F5 a F3 v tomto bodé podle proménnych z a y dostaneme

/ r_ / r_
Uy +v, =1 uy—i-vy—O
/ I A
Uy — U, =0 Uy — vy, = —1
! / / !/ / /!
2y = 2Uy + Uy z, = 2uy, + v,
X / 3 !/ 1
Z téchto soustav dostaneme z, = 3 % ="5
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22
0xdy
Resend: Uvazujme funkce Fy(z,y,z,u,v) = v —u—v%, Fy(x,y,2,u,v) =y —u?+03
a F3(x,y, z,u,v) = z — 2uv. Protoze bodu u = 2, v = 1 odpovidd bod =z = y = 3,
z = 4, méa smysl v okoli tohoto bodu zkoumat funkci z = z(x,y). Derivaci funkci
Fy, F5 a F3 dostaneme

2 3

14. Najdéte v bodé u =2, v =1, jestlize . = u + v2, y = u? — v3, 2 = 2uv.

uly + 2vvl, =1 uy, + 2vv,, = 0
2uufT 3v2v =0 2uu;, — 3v?v), =1
= 2uul, + 2uv zl’/ = 2vu§l + 2uv1’/
Reseni této soustavy v bodé u = 2, v = 1 je v/, = i, v, = —,ul, = — a
v 11" 7 117 Y 11
, 1
vy =~
Jestlize derivujeme prvni soustavu podle proménné y dostaneme
Uy, + 2005, + 20,0, = 0 U;y‘i‘%éy_%
2uul,, — 3v*v),, + 2u uy, — 6vvjv, =0 = 36
Zpy = 20Uy, + 2uvy, + 2u vy, + 2% dul, — 3vy, = 191
48 68 26

Regenim této soustavy rovnic ziskdme v/, = ——— v/ = —— a 2,y = —.
Y @y = 71331 Vev T 1331 ¢V T 191

15. Necht z = z(x,y) je funkce definovana soustavou rovnic

kde u a v jsou parametry. Najdéte dz a d?z v bodé v = 0, v = 0.
Reseni: Bodu u = v = 0 odpovidd bod 2 = y = 1, z = 0. Jestlize najdeme
diferencial defini¢nich rovnic, dostaneme

dz = et (du + dv) dz = du + dv

dy =e"7" (du — dv) — dy =du —dv

dz = vdu + udv dz=0.

(dx + dy) adv=

7 prvnich dvou rovnic plyne, ze v daném bodé je du = (dx —

dy).
Jestlize spoc¢itame druhy diferencial vztahu z = uwv v bodé v = v = 0, dostaneme

N | =
N

d?z = 2dudv. Po dosazeni za du a dv dostaneme d?z = 5 (dz? — dy?).

2

d d
16. Najdéte d_z a d_z’ jestlize z = 22 + 92, kde funkce y = y(z) je definovana
x x

rovnici 22 — zy + 3% = 1.

46



Reseni: Ze vztahu x2 — zy + y? = 1 plyne, Ze funkce splituji vztah z = 1 + zy.
Derivaci tohoto vztahu a defini¢ni rovnice podle proménné x dostaneme

2Qr — 2 .2
d=y+zy, 22—y+Q-2)y =0=1y = . y’ =22
x— 2y T — 2y

7 druhych derivaci pak dostaneme
= 2yay’, 2y + (2 -1)y (-2 = 2(1-y + (y)”) ~ (a—29)y" = 0.
Po dosazeni do rovnice pro y” za prvni derivaci, dostaneme

% — xy + y? B 6
(z—2y)?  (z—2y)
dxr — 2 6
y+ r
x—2y (z—2y)3

(z —2y)y" =6

Z tohoto vztahu pak plyne 2"/ =

17. Ukazte, Ze funkce z = z(z,y) definovand rovnici ax +by+cz = <I>(sc2 +y2+ 22),
kde ®(u) je libovolna diferencovatelna funkce proménné u a a, b, ¢ jsou konstanty,
splnuje rovnici

0z 0z
(cy — bz)% + (az — c:c)a—y =br —ay.

Reseni: Jestlize predpokladame, Ze je 2 = z(x,y) a derivujeme podle proménnych
x a y, dostaneme

, N , a—2xd’
a+czw:2(a¢—|—zz$)¢ ﬁzx:—m
b—2yd’

o AV Y o
b+CZy—2(y+ZZy)(b :Zy——m.

Dany vztah se pak ovéri dosazenim.

0 0
18. Naleznéte a—; a az, je-i F(x —y,y — z,2 —x) = 0.

Res$eni: Protoze predpokladame, 7ze z = z(x,y) dostaneme derivaci podle promén-
nych x a y

— F}

Fl— 2 F)+ (2, —1)F}=0= 2, = F, Ff’;,
F| — F}

—F+ (1—z))Fy+ 2z F3=0= 2, = Fl’ F2’
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19. Naleznéte 8_3;7 je-li F(zz,yz) = 0.

Reseni: Kdyz piedpoklddame, ze z = z(x,y) a derivujeme dvakrat rovnici
F(zz(x,y),y2(z,y)) = 0
podle proménné z, dostaneme

/
zF]

(z+ xzx)2F1’1 + 2yzl, (2 + x2) Fiy + (yz;)2F2'2 + 220 F) + (zF] + yFy)z,, =0.

Po dosazeni za z!, pak po tpravich dostaneme

Z, _ 22F12 _ Z2y2 F11F22 - 2F12F1F2 + F22F12 '
T (aF 4 yFy)? (zFy +yk3)?

20. Najdéte d2z, je-li F(x + 2,y + 2) = 0.

Reseni: Kdyz predpokladdme, ze 2 = z(z,y), staci najit prvni a druhy diferencial
funkce F(z + z(z,y),y + 2z(z,y)) = 0. Z prvniho diferencidlu dostaneme

Fldz + Fydy

F =F| F, = =
d 1(dz +dz) + Fy(dy +dz) =0 = dz o+ F)

Pti vypoctu druhého diferencidlu si musime uvédomit, ze = a y jsou nezavisle
proménné, a tedy d?z = d?y = 0. Pak dostaneme

d°F = F{,(dz +dz)? + 2F],(dz + dz)(dy + dz) + Fi,(dy + d2)* + (F] + F3)d*z = 0.
Jestlize dosadime za dz, dostaneme po snadnych upravach

F11\F2 - 2F 3 F\Fy + Fy F?
o Fuky 1281 Fo + Foo by 2
d*z = — TTEAE (dx — dy)=.
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Cviceni 11
REGULARN{ ZOBRAZENI. ZAMENA PROMENNYCH.

Necht f je zobrazeni z R™ do R™. To znamen4, ze kazdému bodu x = [a;l, e ,azn}
jisté mnoziny M je ptifazen jisty bod y = [yl, . ,yn] = f(x). Jeho soutadnice
jsou dany rovnicemi

1= fi(x,o,n), ooy Yn = [T, 1) (1)

Definice: Budeme ftikat, ze takové zobrazeni f je reguldrni v mnoziné M € R",
jestlize plati:
(1) M je oteviena.
(2) Funkce fi1, ..., f, maji v M spojité parcialni derivace prvniho fadu; jsou
tiidy C1(M).
D(f1,.... [a)

(3) Determinant
(:El, N ,xn)

# 0 v kazdém bodé x € M.

Véta: Necht je zobrazeni f dané rovnicemi (1) regularni v mnoziné M. Potom
plati:
1) Ke kazdému bodu a € M existuje okoli N C M, takové, ze zizeni zobrazeni
]
f na N je prosté.
(2) Je-li A C M oteviend, je také f(A) oteviena.
(3) Je-li f prosté, je inverzni zobrazeni ® regularnim zobrazenim mnoziny f (M)
na M.

Zaména nezavislych proménnych (specialni pfipad n = 2; pro obecné n je to
podobné). Necht z = z(z,y), x = p(u,v) ay = (u,v), kde u a v jsou nové nezavisle
proménné. Je-li Z = F(z,y) libovolna funkce proménnych = a y, dostaneme po
dosazeni za x a y novou funkei G(u,v) = F(¢(u,v),1(u,v)). Derivaci podle u a v

dostaneme 8_Z - 3_Z - 8_Z .
ou oxr ™" oy " _ | pu Yy 20 (2)
0z 0z 0z o Uy '

%—a—xﬁpv‘i‘a—ywv

Z F Z
Zde znaci 0z _ 9 0z _ oG atd. Z rovnic (2) dostaneme

3m_%a%_8u

oz 1oz, 9z, 0z _1( 0z . 0Z (3)
r A\ ) Y ey T A\ T )

Odtud pro Z(z,y) = z(z,y) dostaneme
0z 1 [0z 0z 0z 1 0z 0z
a—x—z(%¢v—%¢u> a a—y—z<—%@v+%§0u)- (4)
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0%z dosadime napf. do druhého vztahu v (3) Z 02
— : \¢/ v = —
oxdy’ P Ox

Chceme-li pocitat napft.

ze vztahu (4) atd.

Do nésledujicich rovnic zavedte nové nezavisle proménné u a v:

0z 0z

%—xa—yzO ’LL:ZL',’U:.T2+y2
0z 0z Yy
2. o —_— = e = —
x8x+y3y z Uu=x, v .
0 0
3. (x+y)8—;—(x—y)a—;:0 u:ln\/x2+y2,v:arctgy
x

Reseni:
1. Ozna¢me z(z,y) = Z(u,v) = Z(x,2* + y*). Pak podle véty o derivaci slozené
funkce plati

0z O0Z Ou 0Z OJv

_— = = =27 +2x7

or  Ou (993+8v ox w T 2Ty

0: 07 Ou 02 v _, .

dy Ou 0Oy Ov 0y

Po dosazeni pak dostaneme

az a / / / /
——:U——O:>y(Z +227) - 2xyZ, =yZ, =0= Z, =0.
Yor oy

2. Oznacme z(z,y) = Z(u,v) = Z (x, g). Pak podle véty o derivaci slozené funkce
x
plati

0z 0Z Ou 02 Ov _, 'y _,
or  Ou 8x+8v 5’$_Z“_x2Z”
0z 0Z Ou 0Z oOv 1 ,
— = — 4+ — — Z
oy Ou Oy Ov 8y T

Po dosazeni pak dostaneme

0z 0z

Y Y
=z=ux(Z,— 5 Z,)+=Z,=uZ,=7.
8x+yay z x( u IQ U)+x v u u

3. Oznac¢me z(z,y) = Z(u,v) = Z <\/a:2 + y2, arctg = > Pak podle véty o derivaci

slozené funkce plati

0z 0Z Ou 0Z v x Y
_ = — . — [ — Z/ _ Z/
ox ou Ox + ov Ox x24+y2 " a24427"
0z 0Z Ou 0Z dv  y , x

= = Z .
oy Ou 8y+8v Oy 12+ y2 “+a:2—|—y2 v
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Po dosazeni pak dostaneme

0z 0z , ;L
(zzc—l—y)8$ (x y)ay—O:>Zu Z,=0.

Nasledujici rovnice transformujte do nezavislych proménnych u a v

822+ 0%z _822_'_%_‘_%_
ox?2  OxOy Oy?2 Ox Oy

u=x+2y+2, v=x—y—1

4. 2 0

0%z 0%z x Yy
Sty T Toeg VT ey
0%z 0%z x

Reseni:
4. Oznaéme z(x,y) = Z(u,v) = Z(x + 2y + 2,z — y — 1). Podle véty o derivaci
slozené funkce je

Zp =Ly Uy + 2y vy =2y A Zyy, 2y =2, uy + 2, vy, = 22, — Z,,

o0 = Zuu+ 2200+ Ly s

= ZZLu + Z1/w - Z/

vU Y

/

x

%

Zy
Zz//y = 4Z1/Lu - 4Z1,u} + Z;w )

Po dosazeni do dané rovnice dostaneme 32, + Z, = 0.

. o Y <
5. Zavedeme funkci z(x,y) = Z(u,v) = Z (xZ YR +y2). Podle véty o

derivaci slozené funkce je

! y2 B 562 / 2:ch /
: N et
Ly = T 2 “uo
(2 +¢°) (#* +4°)
o) () Y
2z (332 — 3y2) , 2y (y2 — 32:2) ,
(22 +42)° (22 +92)°
R T T DR o
Fyy = 4 4 v T 4 .
(% +9?) (22 +9?) (% +9?)
B 2z (332 — 3y2) , 2y (y2 3:1:2) ,
(2% +?) (2242 "



Po dosazeni do dané rovnice dostaneme 2/, + Z/, = 0.

6. Zavedeme funkci z(z,y) = Z(u,v) = Z (:cy, f) Podle véty o derivaci slozené
Y

funkce dostaneme
/ ! 1 !
Rr = yZu + - Zv ’
Yy
T
2y =12, — —5Z,,
)

1
Z;’x = yQZ;u + 221/1,1) + y_g Z/

2 2

X i x
2 =2zl 27 7 427
vy y2 y4 y3

Po dosazeni do dané rovnice dostaneme 2uZ,, — Z! = 0.

Transformujte do polarnich soufadnic r a ¢ vyrazy

7 x%— % 8 x@—l— @
dy yax © T Ox yay

2 2

o Pu 00 Ou Du O o
or Oy 0Oy Ox ox2 0y

Resgend: Polarni soufadnice 7 > 0 a ¢ € (0,27) jsou definovany vztahy
rT=rcosy, Yy=rsiny.

Definujme funkci predpisem f(z,y) = f(rcose,rsing) = F(r,p). Podle véty o
derivaci slozené funkce plati

oF _of ox Of oy P /
ar "oz or Doy or oS¢ SeTsimel,

oF Of 0z  Of 8y__ ) , ,
9o~ on 690+8y 9o rsing f, +rcosp f,

Resenim téchto rovnic dostaneme

9 :
2 =cosp F| — MY g

Ox v (1)
0

8_5 =sing F + COSSOFZP.

7. Kdyz pouzijeme (1) na funkeci u(x,y) = u(rcosp,rsiny) = U(r, p) dostaneme
wuy, — yuy, = U,

8. Podobné jako v prikladu 7 dostaneme rU.
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1
9. V tomto ptipadé po dosazeni vyjde — (U;Vg’, — U;,V,,’).
r

10. V tomto pfipadé musime urcit jesté druhé derivace funkce u(x,y). Ze vzorce
(1) plyne

(92u . 0 ou — cos 8u; B sin ¢ 3u;,
dx2 ~ dx \ oz Y or r 0o
4 sin ¢ sing 9 sin ¢
= cospa <cosg0U7'n - TU‘/") - 9 (cosch; - U, | =
:Coszng;r_MU/ SiDQSOU/ Sin290U;+2(ZOSQDZSin90U,
" r
2 , f
@ — 2 @ — Singp aU’y + COs auy _
oy? Oy \ dy or r Oy
9 )
= sinp— (Sin oU + oS U’) oS <Sm SUT 4 cos ¢ U’> B
87“ r 4 r 890 r
:Sin2¢U;T+MU; +COS2('0U’ _’_COSQSOU; 2COS<,0281n<pU,
T r r r

1 1
Po dosazeni do daného vjrazu dostaneme U, + ~ U, + — U_,
r r

0%z 822
0x? 8 oy?
danych rovnicemi x = e" cosv, y = e“sinv.

11. Transformujte rovnici +m?z = 0 do nezavislych proménnych u, v

Resend: Jestlize oznacime z(z,y) = z(e" cosv,e*sinv) = Z(u,v), dostaneme podle
véty o derivaci slozené funkce

0Z 0z Oxr 0z 0Oy

%—%-%+8—y-%zeucosvz;+e“sinvz;

0Z 0z Ox 0z Oy w ’ w /
- = . — — = —e"Ss € COS .
ov ox Ov + oy 0Ov muvz Yy

7 této soustavy rovnic najdeme

I —u / . / I —u: / !
z, =e (cos vz, — svav) a z,=e (sm vZ, + cos va) .

Nyni najdeme druhé derivace. Ty jsou

02 9 » 9 9
e %(z;) =e (cosv%(z;) —smv%( ')) =

o 0
—e 2 (cos2 vZ!,, —sin20Z! +sin*vZ — cos2vZ! + sin QUZ{,)
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0%z 0 0
8_312:8_3/(2?;):6 (smv%( )—I—cosv— ):

0
=e" <smv%< (sva’ —I—cost’)) —f-cosv%( (SinvZ{L + COSUZ;))) =

= e 2 (sin2 02y, +sin 202, + cos® vZ,, + cos2vZ,, — sin 2vz1l)>

Po dosazeni do dané rovnice, dostaneme e~2%(Z/,, + Z,,) + m*>Z = 0 neboli Z},, +
Z +e**m?Z = 0.

12. Dokazte, ze se tvar Laplaceovy rovnice

0%z 0%z
Np=— + - —
z 972 + 12 0

neméni pii libovolné reguldrni transformaci proménnych x = ¢(u,v), y = ¥ (u,v)

pro kterou plati
Op 0 dp Oy
L =__ 1
o v " o ou (1)
Reseni: Ozna¢me Z(u,v) = z(z,y) = z(¢(z,y),¥(z,y)). Podle véty o derivaci
slozené funkce je

0Z 0z ¢ 0z O _ , ,
ou  Ox 8u+8y By Lufas T Puiy
07 0= 0p 0z 00, |

v dr ov | By w otz + Puty

kde jsme pouzili vztahy ¢, = —¢! a 1! = ¢!, . Pro druhé derivace dostaneme

&’z 9 (82) ) 0z, 0z

T Bu 8u<souw—% y)z%au—%a—j+%u;—%v;=

) 2l
a 0z 02
% - QOUZI + Qou y) 9011 a

2
) e+ 200020+ (00) 20, + oz + soiwzg

- 2§0u9011 Ty + (@;) Z,yy + Spgm /m - SD;L’UZZ/J

/

, Oz
a + Spvvzx + (puv y =

Jestlize tyto rovnice secteme, dostaneme
2 2
Zi+ Zho = ((20)7 + (90)) (ks + 22) + (s + 91) %
Protoze funkce z = z(z,y) spliiuje rovnici z;, + 2, = 0 a pro funkce ¢ a 9 plyne
z (1)
Soitu + 90:111 = _@b;v + q/}iw =0,
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vyhovuje funkce Z = Z(u,v) Laplaceové rovnici Z/,, + Z/, = 0.

13. Necht u(z,y) = f(r), kde r = \/22 + y? a u spliiuje rovnice
a) Au=_-—+ 55 =0, b) A(Au) =0.

Jakou rovnici spliiuje funkce f(r)?

Resend: Podle véty o derivaci slozené funkce jsou prvni a druhé derivace funkce

u(z,y) = f(r)

Ou _df or _ S

or dr 8x_4/$2+y2 e
@_Q.Q_Lf/(r)

Oy dr dy  \/z2+y? ’

azu x2 12 y2 /
Or? x4 y2? Fr) (22 +y2)3/2 £,
*u . y2 " a? /
oy?  a?+y? ) (22 +y2)3/2 Jr)

/
Tedy uy, +uy, = f" + I 0.

Protoze je Au funkce pouze proménné r, lze na vyraz A(Au) pouzit vysledk casti
a). Tedy

d? 1 1d 2 1 1
Aldu) =5 (f"+ - f' ) +-+ frat ) = O S o =0,
dr? r r r2 r3
0? 0? ou
14. Transformujte vyraz A = 228 +y U + — do proménnych X a Y, které

0x? 83:8 ox
jsou definovany rovnicemi z +y =X ay = X Y.
Reseni: Z defini¢nich vztahti plyne z = X(1 —Y) a y = XY. K vypoctu derivaci
funkce U(X,Y) = u(z,y) = u(X(l — Y),XY) budeme potiebovat parcidlni deri-
vace

oy T X oy X
které jsme dostali derivaci vztahii x +y = X a y = XY
Podle véty o derivaci slozené funkce je

0X 90X ., oY _ Y oY _1-Y

ou OUOX oUo9Y 0U Y oU

9r X 0r "oy or oxX X oy
ou oU 0X 0oUJY oU 1-Y oU

oy oX oy Tovay ox ' X oy
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Druhé derivace jsou

2 /
Fu _ Ou, 0 (U&—ZU}’/> Y@(UX U},/):

Ox? or 0X X X Y
- &x—%U%Y+§ZUYY+§§;U/
afgy:%?:ai(%‘}%) 1XY£f<UX XU‘/“):
:US(X"i_l_AXzYU;(Y_%U}/’Y_1;(§YUY'

Dosazenim do daného vyrazu dostaneme A = XUk y — YUk + Uk.

15. Ukazte, ze rovnice

02z 5 02
92 + 22y a—+2(y yP) = + 2%yPz =

QJ|Q3
| N

neméni svij tvar pfi transformaci z = uv, y =

1
v
Reseni: Z defini¢nich rovnic plyne, ze u = xy a v

1
= —. Jestlize ozna¢ime z(z,y) =

1
z (uv, —) = Z(u,v) plyne z véty o derivaci slozené funkce
v

0z  0Z 0u 82(%_ , 1,
9r  dudr T ovor Vi y %
0z 0Z0u OZOv , 1., ' 2 1
e _ 27" = — =7 =wZ —v*Z .
0y  Ou Oy 9 v dy - T y2 W0 0 L

2
Pottebujeme jesté najit derivaci 92 Proto zderivujeme podle proménné x prvni
x

z téchto rovnic.

2z o, ., 9z, ... 1
g2 = 5w WA =Ygy TV B = 5 Fu

Dosazenim do dané rovnice dostaneme

1 2 1 1
— Zyu + uZu +2 <— — —) (wZ, —v*Z)) +u*Z =

v2 v V3

1
=— (Z{w +2uw?Z, +2(v—v*)Z, + u2v2Z) =0.
v
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Cviceni 12

EXTREMY FUNKCI VICE PROMENNYCH.

Definice: Je-li funkce f(x) = f(z1,...,x,) definovana v néjakém okoli bodu a =
[al, . ,an} a existuje-li 4 > 0 takové, ze
(¥zeR"; 0 <@ —all <38) = (f(2) = f(a). (1)

fikame, ze funkce f ma v bodé a lokdlni minimum. Lze-1i v (1) nahradit nerovnost
f(x) > f(a) ostrou nerovnosti f(x) > f(a), fikdme, ze f ma v bodé a ostré lokdlni
Obdobné se definuji lokdlni mazima; misto f(x) > f(a), po ptip. f(x) > f(a) se
pie f(x) < f(a), po piip. f(x) < f(a).

Spole¢ny nazev pro lokalni minima a maxima je lokdlni extrémy.

Véta: Jestlize aspori pro jednu hodnotu j, 1 < j < n, existuje nenulova derivace
of
al‘j

Proto nés pii hledani extrémi funkce f(x) zajimaji pouze ty body, v nichz je bud

of _ ... _9F _

Oz, Oz,

(al, . ,an), nema funkce f v bodé a lokalni extrém, ani ostry a ni neostry.

0 2)

nebo v nichz néktera z téchto derivaci neexistuje. V bodech, kde plati (2), 1ze ¢asto
o existenci a druhu lokalniho extrému usoudit z této véty:

Véta: Necht m4 funkce f(z1,...,2,) v bodé a = [ay,...,a,] totdlni diferencidl
druhého fadu a v bodé a necht jsou splnény rovnice (2). Sestrojme kvadratickou
formu

" 9%flai,...,ap
B(hi,.. hy) =Y %;,axk it (3)
ik=1 ¢

Potom plati:

I. Je-li kvadraticka forma (3) pozitivné definitni, ma funkce f v bodé a ostré
lokalni minimum.
II. Je-li kvadraticka forma (3) negativné definitni, ma funkce f v bodé a ostré
lokalni maximum.
III. Je-li kvadraticka forma (3) indefinitni, nema funkce f v bodé a lokalni
extrém; ani ostry ani neostry.

Poznamka: Kvadratickd forma

Qlx) =Q(z1,...,x2p) = Z QR Ti XL

i,k=1
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kde a;r = ap; jsou redlnd cisla se nazyva pozitivné definitni, jestlize pro vsechna
x # 0 je Q(x) > 0; jestlize pro vSechna takova & plati nerovnost Q(x) < 0, nazyvé
se kvadratickd forma @ negativné definitni; existuji-li & a y takové, ze Q(x) > 0 a
Q(y) < 0, nazyva se kvadratickd forma @ indefinitni.

Je-li kvadraticka forma pozitivné definitni nebo negativné definitni nebo indefinitni,
lze poznat pomoci Sylvestrova kritéria.

Najdéte lokalni extrémy nasledujicich funkci

1. z=2+(y—1)2 2. z=2%—(y—1)?

3. 2= (x—y+1)>2 4. z=2 —zy+y* - 20ty

5. z=a+y> — 3zy 6. z =2 +y* — 2?22y —¢?

7. z:xy+5x—0+2—y0, z>0,y>0 8 z=2>+a2y+y*—4lnz—10lny

9. z:x—2y+ln\/:v2+y2+3arctg% 10. z=(m2+y2)exp [—(m2+y2)}

Reseni:
1. Funkce z = z(z, y) m4 spojité parcialni derivace vSech ¥4df na celém R2. Proto

mohou byt jeji lokdlni extrémy pouze v bodech, kde 2, = 2, = 0. Z toho dostaneme

Z;‘ 2r =0 z=0 2 - 2 2

Protoze je kvadratické forma d?z(0,1) pozitivné definitni, mé4 funkce ostré lokalni

minimum 2z =0 v bodé x =0, y = 1.

2. Funkce z = z(x,y) méa spojité parcidlni derivace vsech ¥adi na celém R2. Proto

mohou byt jeji lokdlni extrémy pouze v bodech, kde z;, = 2, = 0. Z toho dostaneme
z

z =2=0 =V 422(0,1) = 2da? — 2dy° .

i
= -2y-1)=0" y=1

Q@ S8~

Protoze je kvadratické forma d?z(0, 1) indefinitni, nem4 funkce lokalni extrém.
3. Funkce z = z(x,y) ma spojité parcialni derivace vSech fadt na celém R2. Proto

mohou byt jeji lokdlni extrémy pouze v bodech, kde z;, = 2, = 0. Z toho dostaneme

2 =2(x—y+1)=0 2 2

ZC — — —

= 2z —y+1)=0 = y=z+1=d%z(z,z+1) = 2(dz — dy)
Protoze je kvadratické forma d?z(z, x + 1) pozitivné semidefinitni, mtize mit funkce
z = (x —y + 1)? v bodech pfimky y = z + 1 lokalni minima. Protoze z(z,y) > 0
a z(z,x + 1) = 0 ma funkce z(z,y) v bodech piimky y = x + 1 neostré lokalni
minimum z = 0.
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4. Funkce z = z(x,y) mé spojité parcidlni derivace viech ¥adfi na celém R2. Proto
mohou byt jeji lokdlni extrémy pouze v bodech, kde 2, = 2, = 0. Z toho dostaneme
/
2y =2rx—y—2=0 r=1
— .
Zy=-—1+2y+1=0 y=0

Druhy diferencial funkce z(x,y) v bodé z =1, y =0 je
1.\* 3
d®2(0,1) = 2(dz”® — dzdy + dy?) = 2 <dac —5 dy) + 3 dy?.

Protoze je kvadratické forma d?z(1,0) pozitivné definitni, m4 funkce ostré lokalni
minimum z = —1 vbodé z =1, y = 0.

5. Funkce z = z(x,y) ma spojité parcialni derivace vSech fadt na celém R2. Proto
mohou byt jeji lokdlni extrémy pouze v bodech, kde 2;, = 2, = 0. Z toho dostaneme

v —3y = r=y=0
zé:3y2—3x:0 :>:1::y:1'

Druhy diferencial funkce z(z,y) v bodé x = 0, y = 0 je d?2(0,0) = —6dxdy. Tato
kvadratickd forma je indefinitni, a proto nema funkce z(z,y) v bodé x = y = 0
lokalni extrém.

Druhy diferencial funkce z(x,y) v bodé z =y =1 je

1. \* 9
d?z(1,1) = 6(d:£2 — dady + dy2) =6 (dx ~3 dy) + 2 dy?.

Tato kvadratickd forma je pozitivné definitni, a proto mé funkce z(z,y) v bodé
x =y = 1 ostré lokdlni minimum z = —1.
6. Funkce 2z = z(x,y) méa spojité parcidlni derivace vech ¥add na celém R2. Proto
mohou byt jeji lokdlni extrémy pouze v bodech, kde 2;, = 2, = 0. Z toho dostaneme
/ 3
z, =4x° =2 -2y =0 r=y=0
2 =43 — 22— 2y =0 — r=y==1"

<

Druhy diferencial funkce z(x,y) v bodé z = y = &1 je d?z(£1,+1) = 10dz? —

4dzdy + 10dy?. Protoze je D1 = a11 = 10 > 0 a Dy = det (ig I(?) =96 >0
je kvadratickd forma d®(41,+1) pozitivné definitni, a proto ma funkce z(x,y) v

bodech x = y = +1 ostra lokdlni minima z = —2.

Druhy diferencial funkce z(z,y) v bodé z = y = 0 je d*2(0,0) = —(d= —|—dy)2. Tato
kvadratickd forma je negativné semidefinitni, a proto by mohla mit funkce z(x,y)
v bodé¢ z = y = 0 lokalni maximum. Ale funkce z(z,y) = z* + y* — (z + y)?. Tedy
na ptimece z +y = 0 je z(z, —x) = 22%. Ale tato funkce jedné proménné mé v bodé
x = 0 lokdlni minimum, ne maximum. Tedy v bodé x = y = 0 neni lokalni extrém.
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7. Funkce z = z(z,y) ma na mnoziné x > 0, y > 0 spojité parcialni derivace vSech
radt. Proto mohou byt jeji lokdlni extrémy pouze v bodech, kde z, = z;, = 0. Z
toho dostaneme

30

z;:y——2:0 4
30 — =5, y=2= d%2(5,2) = — da? + 2dady + 5dy?.
Y
. 4 4/5 1 . iy 2
Protoze Dy = 3 >0 a Dy = det 1 5)° 3 > 0 je kvadratické forma d“z(5, 2)

pozitivné definitni. Tedy ma funkce ostré lokalni minimum z = 30 v bodé =z = 5,
y = 2.

8. Definiéni obor funkce z(z,y) je z > 0 a y > 0 Funkce z = z(z,y) na definicnim
oboru spojité parcialni derivace vSech fadti. Proto mohou byt jeji lokalni extrémy

pouze v bodech, kde 2, = z; = 0. Z toho dostaneme

4
2, =2r+y——=0 9

1o — =1, y=2= d%2(1,2) = 6dz? + 2dzdy + - dy?.
Z;Z.’B—{-Qy——:() 2

Y

6 1
1 9/2
pozitivné definitni. Tedy ma funkce ostré lokdlni minimum z = 7 — In2 v bodé
rT=205,y=2.

9. Defini¢ni obor funkce z(z,y) je celd rovina bez pfimky x = 0. Funkce mé na
defini¢nim oboru spojité parcialni derivace vsech fadi. Proto mohou byt jeji lokalni
extrémy pouze v bodech, kde 2/, = z! = 0. Z toho dostaneme

Protoze D1 =6 > 0 a Dy = det ) = 26 > 0 je kvadratické forma d?z(1,2)

Y
T 3y
Zzlcz]‘_{—xZ_}_yQ x2+y2_
o =24 — 2 T =0
Y x2_|_y2 ~T2+y2

Druhy diferencial funkce z(x,y) v bodé x = y = 1 je d?2(1,1) = gde — dady —

3/2 —1/2
-1/2 -3/2
forma d2z(1,2) indefinitni. Tedy funkce z(z,y) nema v bodé x = y = 1 lokalni
extrém.

10. Funkce z = z(x,y) méa spojité parcialni derivace viech fadi na celém R2. Proto

mohou byt jeji lokdlni extrémy pouze v bodech, kde z;, = 2, = 0. Z toho dostaneme

3 3 5
3 dy?. Protoze D; = 3 > 0a Dy = det < ) =5 < 0 je kvadratické

2h =2x(1—a? — yZ)e_f”z_y2 =0 L r=y= 0
d=2y(1—a? —y?)e v =0  a?+y’=1
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Druhy diferenciél funkce z(x,y) v bodé x = y = 0 je d22(0,0) = 2dz? + 2dy>.
Protoze je kvadraticka forma d?(0,0) pozitivné definitni ma funkce z(x,y) v bodé
x =y = 0 ostra lokalni minimum z = 0.

Druhy diferencial funkce z(x,y) v bodech x? + y? = 1 je d®z(z,y) = —4e™! (a:dx +

ydy)2. Tato kvadratickd forma je negativné semidefinitni, a proto by mohla mit
funkce z(z,y) v bodé x = y = 0 lokalni maximum. JestliZe oznacime r = 22 + 32,
lze funkci zapsat ve tvaru z(z,y) = f(r) = re™". Protoze f'(r) = (1 —r)e™" je
rovna nule v bodé r =1 a f”(1) = —e~! < 0, m4 funkce f(r) v bodé r = 1 lok4lni
maximum f(1) = e~!. Tedy funkce z(x,y) méa na kruZnici #? + y?> = 1 neostré
lokalni maximum z = e~}

Najdéte extrémy nasledujicich funkci

11. u=2%+y* + 2> + 20 + 4y — 62
12. u =2 +y* + 2%+ 120y + 22

y? 222
13.u:x—|——+—+— z>0,y>0,2>0.
4x Y
4 2 2
14. u:——l—x—+y——|—8z2; z>0,y>0, 2>0.
x vy z

Reseni:
11. Protoze je funkce u(z,y,2) € Cuo(R?), mohou byt lokalni extrémy pouze v
bodech, kde u!, = u = u/, = 0. Tedy lokdlni extrémy budeme hledat v bodech

Y

up,=2x+2=0

Uy =2y+4=0=u1r=-1,y=-2, 2=3.
u,=22-6=0

Protoze kvadraticka forma d?u(—1, —2, 3) = 2(da?+dy?+dz?) je pozitivné definitni
ma funkce u(zx,y, z) ostré lokalni minimum v = —14 vbodé z = -1,y = —2, z = 3.
12. Protoze je funkce u(z,y,z) € Cuy (R3), mohou byt lokdlni extrémy pouze v

bodech, kde u;, = u;, = u}, = 0. Tedy lokdlni extrémy budeme hledat v bodech

uw =322+ 12y =0

. 0, z2=-1

u, =2y +12x =0 = TTY=

y — - _ —
W =2242=0 r=24,y=—-144, 2 = —1

Protoze kvadratickd forma
d?u(0,0, —1) = 24dady + 2dy? + 2dz? = 2dz? + 2(dy + 6dz)? — 72dz?

je indefinitni, neméa funkce u(z,y, z) v bodé x = y = 0, z = —1 lokalni extrém.
Protoze kvadraticka forma

d?u(24, —144, —1) = 144dz? + 24dxdy + 2dy? +2d2? = 2d2? +2(dy + 6dz)? + 72d2?
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je pozitivné definitni, ma funkce u(x,y, z) v bodé © = 24, y = —144, z = —1 ostré
lokalni minimum v = —6913.

13. Protoze je funkce u(x,y, z) spojité diferencovatelnd na mnoziné z > 0, y > 0
a z > 0, mohou byt lokdlni extrémy pouze v bodech, kde u}, = u, = u}, = 0. Tedy
lokéalni extrémy budeme hledat v bodech

y2

2 1
u;:%—;—zzo :>x:§,y:z:1.
2z 2

1
Budeme zkoumat kvadratickou formu d2u (5, 1, 1) = 4da? — 4dzdy + 3dy? —
4dydz + 6dz2. Protoze

D, =4>0, Dgzdet( 4 _2>:8>O,

—2 3
4 -2 0

Dy=det| -2 3 —2|=32>0,
0 -2 6

je tato kvadratickd forma pozitivné definitni. Proto mé funkce u(z,y,z) v bodé
9

T=5y=2= 1 ostré lokdlni minimum u = —.

14. Protoze je funkce u(x,y, z) spojité diferencovatelna na mnoziné z > 0, y > 0
a z > 0, mohou byt lokdlni extrémy pouze v bodech, kde u), = u;, = u}, = 0. Tedy
lokalni extrémy budeme hledat v bodech

4 2
W= —— + =0
2 2, 1 1
: = 2 _ _ _
="+ =r=1,y=2,z2="=-.
uy y2 > 0 z y Y 2;2 4
y2

11
Budeme zkoumat kvadratickou formu d?u (1, 3 1) = 4(3d:z:2 — 4dzdy + 6dy® —
8dydz + 12d32). Protoze

D1 =3>0, Ddeet<_32 _62):14>0,
3 -2 0

Dy=det| —2 6 —4|=120>0,
0 —4 12
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je tato kvadratickd forma pozitivné definitni. Proto mé funkce u(z,y,z) v bodé

1 1 e 15
= — ostré lokalni minimum v = —.

:1 = —
x 7y 2,2: 4 2

Najdéte extrémy funkce z = z(x,y), kterd je ddna implicitné rovnici

15. 22+ 42 +22—20+2y—42—10=0
16. :1:2-|—y2—|—z2—a:z—yz+2ac—|—2y+22—2:0

Reseni:
15. Funkce F(z,y,2) = 2% + 4% + 2% — 22 + 2y — 42 — 10 m4 v R3 spojité derivace
vSech radu. Proto definuje v okoli bodt [xo; Y0; zo], ve kterych je F(:z:o, Yo, zo) =0
a F, (xo, Yo, zo) = 2(20 — 2) # 0, implicitné funkci z = z(x,y), pro kterou je zg =
z(xo,yo). Ta mé spojité derivace vSech radi. Proto budeme jeji lokdlni extrémy
hledat v bodech, kde je 2z, (z,y) = 2,(z,y) = 0. Tyto parcidlni derivace spliuji
rovnice

20 + 222, —2—42, =0, 2y+2z2z, +2—4z,=0. (1)

Protoze hleddme body, kde 2/, = zg'/ =0a F(z,y,z) = 0 dostaneme soustavu rovnic

r=1,y=-1,2=6

1 — _ .2 2, .2 A 10 —
r—1l=y+l=0"+y " +2°-2v+2y—42—-10 OZ}le,y:—l,z:—2

Protoze z # 2 jsou v okoli téchto bodu definovana implicitné dvé funkce z(z,y).
Jejich druhé parcidlni derivace najdeme derivaci rovnic (1). Takto dostaneme

1+ (z;)2+(2—2)z;w20, zgz'y+(z—2)z;m =0, 1+ (z;)2+(2—2)z;y=0-

Protoze z,(1,—1) = 2,(1,—1) = 0 jsou druhé diferencialy téchto funkci v bodé
[1; —1] rovny

1

d*2(1,-1) = == (dz® + dy®) pro funkci 2(1,—1) = 6

4
d?z(1,-1) = = (dz* +dy®)  pro funkei 2(1,—1) = —2

A~ =

Protoze kvadratickd forma d?z(1,—1) je v prvnim pfipadé negativné definitni, je
maximum z = 6 v bodé x = 1, y = —1. Ve druhém piipadé je d?(1, —1) pozitivné
definitni, a tedy funkce ma minimum z(z,y) = —2 také v bodé z =1, y = —1.

16. Funkce F(r,y,2) = 2% + y? + 22 — 22 — yz + 22 + 2y + 22 — 2 m4 spojité
parcialni derivace na celém prostoru R3. Proto v okoli bodii [:)30; Y03 zo], pro které
je F(mo, Y0, z()) =0aF] (a:o, Y0, zo) = 220—x9—Yo+2 # 0, implicitné definuje funkci
z = z(x,y) takovou, Ze zg = z(xo,yo). Tato funkce mé spojité parcidlni derivace
vSech adu, a proto jeji lokdlni extrémy budeme hledat v bodech, kde dz(z,y) =0
a F(z,y,z) = 0. Z prvniho diferencialu funkce F(x,y, z) dostaneme

2r—z+2)de+ 2y—2+2)dy+ 2z —x—y+2)dz=0. (1)
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Tedy méame hledat body [z;y; 2], pro které je
20 —24+2=0, 2—2+42=0, 22+’ +22—2z—yz+20+2y+22—-2=0.

Tato soustava rovnic ma dvé feSeni x = y = —3 + \/6, 2=—-4+2/6ax= Yy =
—3 -6, 2 = —4 — 2/6. Protoze v téchto bodech je F! # 0, jsou v okoli téchto
bodt implicitné definovany dvé funkce z = z(z,y). Druhy diferencial téchto funkci
z(x,y) v danych bodech najdeme z (1). Protoze plati dz(—3j: V6, -3+ \/(_3) =0 je

2da? +2dy? = —2v6d%z prox=y=—-3+V6, z=—-4+2V6
2d:1:2+2dy2:2\/6d2z prox:y:—3—\/6,z:—4—2\/6

Protoze je kvadraticka forma dzz(—3 + \/6, -3+ \/6) negativné definitni je v bodé
r=y=-3+ V/6 lokdlni maximum z = —4+ 21/6. Na druhou stranu je kvadraticka
forma d22(—3 —6,-3 — \/6) negativné definitni je v bodé z = y = —3 — V6
lokalni minimum z = —4 — 2/6.

17. Ukazte, ze funkece f(z,y) = (z — y*) (22 — y?) méa v bodé M = [0; 0] minimum
podél kazdé primky, ktera prochazi timto bodem, ale presto neméa v tomto bodé
minimum.

Resend: Parametrické rovnice piimky prochazejici po¢atkem jsou x = tcosa, y =
tsina, a € (0,7) je smérnice, t € R. Na kazdé z téchto pfimek je

dsina.

f(tcosa,tsina) = F(t) = 2t* cos® a — 3t3 cos asin® a + t* sin
Jestlize cosa # 0 je F'(0) = 0 a F”(0) = 2cos? @ > 0. Tedy na téchto p¥imkéch
ma funkce F(t) v bodé t = 0, tj. x = y = 0, lokalni minimum f(0,0) = 0. Je-li
cosa = 0, je na této pifmce, tj. z = 0, f(0,t) = t*. I tato funkce ma v bodé
t = 0 minimum rovno 0. Tedy podél kazdé ptrimky, kterda prochazi pocatkem ma
funkce f(z,y) v bodé x = y = 0 lokdlni minimum f(0,0) = 0. Ale na mnoziné
M = {(x, y) ER?; 2 <y? < 2m} nabyva funkce f(x,y) zapornych hodnot. Protoze
bod [0;0] je hromadny bod mnoziny M, nabyva funkce f(x,y) v jakémkoliv okoli
bodu [0; 0] zadpornych hodnot. Tedy v bodé z = y = 0 nemtze mit funkce f(x,y)
lokalni extrém f(0,0) = 0.
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Cviéeni 13 a 14

VAZANE EXTREMY. GLOBALNI EXTREMY.

Definice: Necht je ddna funkce f(x), mnozina M C R™ a bod a € M; necht je
funkce f definovana v bodé a. Existuje-li § > 0 takové, ze pro vSechny body x
mnoziny M, které spliluji nerovnosti 0 < || —al| < J, plati nerovnost f(x) > f(a),
fikame, ze funkce f ma v bodé a lokdlni minimum vzhledem k mnoZiné M. Lze-li
nerovnost f(x) > f(a) nahradit ostrou nerovnosti f(x) > f(a), fikdme, ze funkce
f ma v bodé a ostré lokdlni minimum vzhledem k mnoziné M.

Obdobné se definuji lokdlni mazima vzhledem k mnoziné M.

Vazané extrémy. Necht je dana funkce f(x) = f(x1,...,x,) a s funkci, 0 < s <
n, g1(T1,...,%n)y ., gs(T1,...,2,). Znakem M ozna¢me mnozinu vSech bodi
xr = [3:1, e ,xn], které vyhovuji rovnicim

gi(z1,...,xn) =0, ... qs(z1,...,2,) =0. (1)

Budeme hledat lokalni extrémy funkce f vzhledem k mnoziné M; mluvi se také
o ”lokélnich extrémech funkce f, vazanych podminkami (1)”, ¢ili o vdzanych ex-
trémech.

Ulohu najit vazany extrém funkce f na mnoZiné dané rovnicemi (1), lze pievést na
ulohu najit obycejny extrém, tzv. Lagrangeovy funkce

L(xy,...,xn) = f(z1,...,20) —{—Z)\kgk(:z;l...,xn),
k=1

kde A\, Kk =1,...,s, jsou konstanty.

Otazku existence a charakteru vazaného extrému lze resit na zakladé vysetfovani
znaménka druhého diferencidlu d2L(a) ve staciondrnim bodé a funkce L(x) za
podminky, ze proménné dz, ..., dx, spliiuji rovnice

n 81
dexk:O; 1=1,...,s.
1 8$k

Globalni extrémy. Funkce f(x) spojitd na omezené a uzaviené podmnoziné
M C R™ nabyva na mnoziné M své nejmensi a nejvétsi hodnoty. Je-li funkce f
diferencovatelna, nabyva tyto hodnoty ve stacionarnim bodé nebo v hrani¢nim bodé
mnoziny M.

Najdéte body, v nichz maji nasledujici funkce vazany extrém:

z=2xy r+y=1

8

1.
2. z=—+ 2 +y>=1;a>0,b>0

ISHES
SIS
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x
3. z=a2+4¢? —+%:1;a>0,b>0
a
4. z = Ax* + 2Bzy + Cy? 4yt =1
5. u=x—2y—+2z 2?2+ 4+22=1
6. u=zx"y"zP r+y+z=a; m>1,n>1,p>1,a>0
7. u=sinzsinysin z x—l—y—kzz%; z>0,y>0,2>0
Reseni:
1. Na tomto prikladu ukazeme dva pristupy k reseni. Jestlize vazbovou podminku
x +y = 1 napiSeme ve tvaru y = 1 — z a dosadime do funkce z(x,y) = xy,

dostaneme funkci jedné proménné F'(x) = z(1 — z). Danou tlohu jsme pievedli
na hledani extrému funkce jedné proménné F(x). Protoze F'(x) = 1 — 2z, muze

nabyvat funkce F'(x) extrém v pouze v bodé, kde F'(xz) = 0, tj. v bodé = =

N

1 1
Protoze F" (5) = —2 < 0 nabyva funkce F'(z) bodé x = 2 lokalni maximum —.

Proto funkce z(x,y) nabyva v bodé =z = y = 2 vzhledem k mnoziné z +y = 1

1
lokalni maximum 2y, = 1 v bodé z =y = —.

Jind moznost je pouzit metody Lagrangeovych multiplikadtorti. Sestrojime funkci
L(z,y) = zy+ Az +y—1). Protoze tato funkce ma spojité parcidlni derivace vSech
fadi na celém R? budeme hledat extrémy v bodech, kde je

Ly(r,y) =2+ A=0 :>x:y:—)\:§.

r+y=1
Druhy diferencial funkce L(x,y) je d2L(x,y) = 2dzdy. Kvadratick forma d2L =
dzdy je indefinitni. Ale z vazbové podminky plyne, Zze dz + dy = 0, tj. dy =
—dz. Proto budeme zkoumat kvadratickou formu ¥(dx) = —2dz?2. Ta je negativné
definitni, a proto ma funkce z = zy v bodé r =y = 2 lokalni maximum vzhledem

1
k mnoziné z + y = 1, které je zpax = —
2. K feSeni pouzijeme metodu Lagrangeovych multiplikatort. Lagrangeova funkce
x
L(z,y) = = + % + A(2? + y? — 1) m4 na celém R? spojité parcialni derivace viech
a

rfadt. Proto mohou byt lokalni extrémy pouze v bodech, kde plati

1
L (z,y) = — +2\z = 0 aovex b e
z _ 2ah NZrEREL Va1
Ly(z,y) =5 +20y =0 NERGEL I a
22 4y? =1 T YTV VT Var e

Protoze druhy diferencial funkce L(z,y) = 2X(dz? 4+ dy?) je pro A > 0 pozitivné

b

definitni a pro A < 0 negativné definitni ma funkce z(z,y) v bodé * = ——
a
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VaZ +?
3. Pouzijeme metodu Lagrangeovych multiplikatort. Protoze Lagrangeova funkce

x
L(z,y) = 22+ 9%+ X (— + % — 1) ma spojité parcialni derivace vsech fadt, mohou
a

existovat lokédlni extrémy pouze v bodech, kde je

A
L;(x,y) =2r+-—-=0
a
) A \— 2a%b? B ab? B a®b
Ly(m,y):2y+gzo e T2 T T 2 YT a2
r Yy
I A
a + b J
Protoze druhy diferenciél d>L(z,y) = 2(dz?+dy?) je pozitivné definitni, m4 funkce
ab? a’b
z(w,y) v bodé ¥ = ———=, y = —— lokdlni minimum vzhledem k mnoziné
a? + b2 a? + b?
x oy lteré ; a’b?
a + g = 1, tere J€ Zmin — a,2——|—b2

4. Lagrangeova funkce L(x,y) = Ax? + 2Bxy + Cy? — )\(:E2 + yz) mé na celém R?
spojité derivace vSech rada. Proto budeme hledat extrémy v bodech, ve kterych je

L (z,y) =2Az+ 2By — 2 \z =0
L (z,y) =2Bx+2Cy —2\y =0 ; — 4 B Y= (") =Az =2z,
v B C)\y Y
(1)
Cislo A musi byt tedy vlastnim ¢islem matice A = (g g), a tedy musi spliiovat
rovnici

A— A B

det(A—)\I):det( B C—

):A2—(A+C)A+AC—B2:0.

A+C+\/AB?+ (A—C)?

Reseni této kvadratické rovnice je Ay = 5 . Pro hod-

noty A = AL jsou obé rovnice soustavy (1) linedrné zavislé a redukuji se tedy na
jednu rovnici. Z toho dostaneme, ze r4+ = cosa4 a y+ = sinay, kde tgar =

C—A+\/AB2—(A—-C)?

jsou jednotkové vlastni vektory matice A. Hodnotu

funkce z(x,y) v téchto bodech lze ziskat tak, Ze rovnost AxL = ALz vyndsobime
skalarné vektorem x4. Takto dostaneme

A B T
Az +2Bryyy + Cyi = (ﬂci;yi) <B C’) (;) :)\i(xi+yi) = At
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Protoze kruznice 22 + y? = 1 je kompaktni mnozina, nabyva na ni spojitd funkce
z(x,y) maxima a minima. To ale muZe byt pouze v bodech z = =1L a y = y.
Zmax — )\+; Zmin = A

5. K feseni pouzijeme metodu Lagrangeovych multiplikatori. Lagrangeova funkce
L(x,y,z) =x—2y+2z+ )\(a:2 +y2 4 22) ma spojité parcialni derivace vSech radua
na celém R3. Proto mohou extrémy existovat pouze v bodech, kde

L (z,y,2) =14+2\x=0 3 1 9 9
)\ = — = ——, = —, = ——
Ly(wyz)==2+2y=0| "7 3 "7 73 Y73 7773
Li(z,y,2) =2+2Xz =0 N S oot o2 2
2yttt =1 0 " T3 YT T ATy
Druhy diferencial funkce u(z,y, z)
d®u(z,y,z) = 2 (dac2 +dy? + dzz)
: e o 3 o o 3
je pozitivné definitni pro A = 52 negativné definitni pro \ = —3 Tedy funkce
1 2 2
u(x,y,z) ma v bodé x = 3 Yy = —3 z = 3 vizané lokalni maximum Umax = 3 2 V
1 2 2
bodé x = —3 Yy = 3 z = —— vazané lokalni minimum u.;, = —3.

6. K feseni pouzijeme metody Lagrangeovych multiplikatort. Lagrangeova funkce
L(xz,y,z) = ™y"zP — AN(x + y + z) ma na spojité parcidlni derivace vSech radu.
Proto budeme hledat extrémy v bodech, kde je

m—1 n

L (x,y,z) =ma™ y"2P =X =0
/ _ m, n—1 —
Ly(w,y,2) =nx™y" 2P =X =0
L(z,y,2) = px™y"z"t =X =0

r+y+z=a
Jestlize prvni tfi rovnice vynasobime postupné z, y, z a seCteme, dostaneme vzhle-
. . m+mn + . L e .
dem vazbové podmince \ = mrTnTp x™y"zP. Po dosazeni do prvnich t¥i rovnic
a
soustavy dostaneme feSeni
ma na pa
$0:—7 y0:—7 20:—
m+mn-+p m+n-+p m-+n-+p
m+n+p
= u(xo Yo zo) =m™"n"p? 4
9 ] m+n +p

Parciélni derivace Lagrangeovy funkce L(z,y,z) v bodé [:co; Yo; zo] jsou

m—1 a m+n+p—2
L' (z0,v0,20) = m™n™pP
:r:c( 0> Y0 O) m (m T+ p) p
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m+n+p—2
, n—1 a
L, (0,90, 20) = m"n™p?

n m-+n-+p
m+n+p—2
p—1 a
L' _(x0,y0,20) = m™nmpP |
zz( 05 Y0 0) D <m+n+p) b

a m—+n—+p—2
/ _ m, m,p
Lmy($0=y0;20) - (m+n+p) m-n-p,

a m+n—+p—2
L (x0,v0,20) = | ———— m™n™pP
xz( 0, Y0 0) (m—i—n—i—p) p

a

m-—+n+p

m+n+p—2
) m"'n"pP .

L. (o, Y0, 20) = (

Tedy druhy diferencial Lagrangeovy funkce v daném bodé je

a

m4+n+p—2
—_— mmn™ X
m+n+ p) v

d’L (0,0, 20) = (

1— 1— 1—
X { T ae?+ 2742 + 2P 422 1 2dady + 2dzdz + 2dydz | .
m n D

7 vazbové podminky plyne, ze do druhého diferencidlu Lagrangeovy funkce musime
dosadit dz = —dx — dy. Takto ziskame kvadratickou formu

a m+n+p—2
¥ - <—> e
m+n-+p

1 1 1
X (— (dz + dy)2 + —dz® + = dy® — 4(dz® + dady + dy2)>
P m n
Protoze m, n, p > 1, plati

a m+n+p—2
W <|— mmnmppx
m-+n-—+p

X [(dm +dy)? + d2? + dy? — 4(dz? + dzdy + d?JQ)] =

a m4n+p—2 ) )
=—2( — m™"n"p? (dz* + dady + dy*).
<m+n+p> pp( Y 4 )

Jak snadno nahlédneme, je tato kvadratické forma negativné definitni. Tedy funkce

mmn"pP
i a™ TP v bodé
(m +n + p)mtnte

u(z,y, z) na vazané lokdlni maximum umax =

am an ap
T = Y = y R = -
m-+n-+p m-+n-+p m-+n-+p
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7. Lagrangeova funkce L(z,y, z) = sinx sin y sin z — A(z+y+ z) ma spojité parcialni
derivace vsech radt. Proto miize vazany extrém existovat pouze v bodech, kde

L (z,y,z) = coszsinysinz — A =0

Ly(w,y,2) =sinzcosysinz — A =0 T
1 ] — t - t = t — = g = —.
L (z,y,z) =sinxsinycosz — A =0 Er =18y =18~ T=Y=2=5
T
rT+y+z= 5
Protoze druhé parcialni derivace Lagrangeovy funkce v tomto bodé jsou
1 3
lex:L;y:lez:_§7 L;:y:Livz:Lg/zzg’
je druhy diferencial Lagrangeovy funkce
1
d’L = -3 (dz® + dy® + dz* — 6dady — 6dzdz — 6dydz)
indefinitni. Protoze z vazbové podminky plyne rovnost dz = —dx — dy, zajima nas

kvadratickéd forma
U= —(dx2 + dzdy + dyz) ,

kterd je negativné definitni. Proto ma funkce u(zx,y,z) na dané mnoziné lokalni

. . T
maximum U ax — 3 vbodé x =y =2=—.

6

Najdéte body, ve kterych maji nasledujici funkce vazany extrém:

8. u=uxyz af;2—|—y2+22:1 r+y+2=0
9. u=xy+yz 2 +y? =2 y+z2=2, y,z2>0
Reseni:
8. Lagrangeova funkce L(z,y, z) = xyz — )\(x2 +y?+ z2) —p(x+y+2z) mé v celém

R3 spojité parcialni derivace vsech fadi. Lokalni extrémy proto mohou byt pouze
v bodech, kde

L=yz—2\x—pu=0 (x—y)(z+2X) =0
Ly =xz-2\y—p=0 (x—2)(y+2X\) =0
L =xy—2\z—p=0 p = (y—2)(x+2X) =0
224yt 4 22 =1 p=3(zy+zz+yz)
r+y+2=0 )\:%wyz
Tat ¢ e ma est Fesent 1 2 1 \ 1
ato soustava rovnic ma Sest feSeni x =y = —, 2= ——, p = —=, A = ———
1 2 1 ’ \/16 Ve 26
nehor =y=——, 2= —, u = ——=, A\ = —= a dalsi ¢tyri dostaneme tak, ze

NN 6 2v/6

mezi sebou zaménime souradnice x, y a z. Druhy diferencial Lagrangeovy funkce je

A’ L(x,y, 2) = 2(zdxdy + ydadz + zdydz — Adz? — Ady? — )\dzg) .
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7 vazbovych podminek plynou mezi diferencidly dx, dy a dz vztahy
xdr +ydy + zdz =0 dr+dy —2dz=0 :dy:—dx
dr+dy+dz=0 dr+dy+dz=0 dz=0

Proto nas zajimé kvadratickd forma @(dz) = —4(z + \) da?. ProtoZe v bodé x =
1 2

1
:—, :__,)\:__
VR8T b 2v/6

bodé lokalni minimum w,;, = ———. Podobné zjistime, Zze v bodé x* =y = —

36 ,

2
z = — ma funkce u(z,y, z) lokdlni maximum Uy, = ——.
7 (z,y,2) 376
9. Lagrangeova funkce L(x,y,2) = vy +yz — )\(J:Q + y2) — u(y 4+ z) ma na mnoziné
y > 0, z > 0 spojité parcialni derivace vsech fadi. Proto budeme lokalni extrémy
hledat v bodech, kde je
L (x,y,2)=y—2\z =0
Ly(v,y,2) =2+ 2 -2 \y —p=0
L;(x,y,z) =y—p=0
y+z=2
Druhy diferencial Lagrangeovy funkce je
d*L(x,y, z) = —2Adz? + 2dxdy — 2Ady? + 2dydz .

Tato kvadraticka forma je obecné indefinitni. Ale z vazbovych podminek plynou
vztahy

je @ pozitivné definitni ma funkce u(z,y, z) v tomto
1
V6’

1
2
x:—l,y:zzl,uzl,)\:—%

xr=1,y=z=1, p=1, A=

xdr +ydy =0, dy+dz=0.

Vbode z =y=2=1, A = % je dez = —dy = dz, a protoze kvadratickd forma

¢ = —6dz? je negativné definitni m4 funkce u(z,y, 2) lokdlni maximum Uy, = 2
vbode z =y=2=1.

Vbodée z = -1, y=2=1, \ = —% je kvadraticka forma & = 2dx? pozitivné
definitni. Proto ma funkce u(z,y, z) lokdlni minimum uy;, = 0 v bodé z = —1
y=z=1.

n
10. Najdéte extrémy kvadratické formy u = Z aijx;Tj, a;; = aj; pii podmince

i,j=1
n

Zx? =1.

=1

n n
Reseni: Lagrangeova funkce L(x) = Z ijT;T5— A Z x% ma na celém R™ spojité
ij=1 i=1
derivace vSech fadt. Proto budeme lokalni extrémy hledat v bodech, kde je

Li(x) =2)  agiz; — 2 =0

=1

n

2 _
g r; =1
i=1

= Az =)z,
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kde A je symetrickd matice s prvky a;;. To je rovnice n-tého stupné a tedy ma
n kofent, kdyz budeme pocitat jejich nasobnost. Tato ¢isla \x, £k = 1,2, ..., n
se nazyvaji vlastni ¢isla matice A. Protoze je matice A symetrickd jsou vsechna
vlastni cisla readlna. Pak jsou xj jednotkové vlastni vektory, prislusné k vlastnim
¢islim Ag. Tedy Ay jsou TfeSeni rovnice

det(A — AI) =0,

kde I je jednotkova matice.
Funkci u(x) lze zapsat jako u(x) = 7 Az, kde T = (:Cl,:cg, el xn), a vazbovou
podminku jako &7 - & = 1. Tedy jeji hodnota v bodé x}, je

u(a:k) = w%Awk = )\kch CXTE = A .

Druhy diferencial Lagrangeovy funkce je

d*L =2 i ai;dz;dr; — QAidac? :
=1

i,5=1

7 vazbové podminky plyne, ze dx; musi spliiovat rovnici

indaﬁi:0:>wT~dzc:O,

=1

tj. vektory dx jsou ortogondalni k vektoru x. Jak je zndmo, vlastni vektory xj
symetrické matice A lze vybrat tak, aby byly ortogonalni. Tedy lze predpokladat,
ze plati x; - ¢ = 0%, kde ;5 =0 prot #k a d;p, =1 proi=k.

Uvazujme feSeni A = \y a ¢ = x;. Pak musi byt dox ortogonalni k xy, a tedy lze

psat
de = Z h;x; .
i£k
Kvadratické forma &(dx), ktera odpovidd druhému diferencidlu Lagrangeovy funk-
ce je pro A = A\, a & = x) rovna

¢ =2(de” Adz — \eda” - @) =2 Y hihjal Am; — N Y hihjal @ | =
ik i,k

=2) (X — )R,

i#k

protoze Ax; = \;xz; a xl - x; = 0;j. Tedy pokud Ay = Apax > Aj pro ¢ # k
je kvadratickd forma & negativné definitni a funkce u(x) mé lokdlni maximum

Umax = /\max .
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Pokud pro vsechna i # k plati A\ = Amin < A, je kvadraticka forma @ negativné
definitni a funkce u(x) nabyva lokdlni minimum iy = Amin-

Pokud existuji ¢ a j takové, ze \; < A\ < Aj, je kvadratickd forma & indefinitni a
funkce u(x) nemé v bodé xj, extrém.

Najdéte supremum a infimum nasledujicich funkci v danych oblastech:

11. z=xz—2y—3 0<zz<1,0<y<1,0<z+y<1
12. z=22+y?> - 122+ 16y 22 4+3%> <25
13. z=2% —ay+9° lz| + |yl <1
14. u:x2+2y2+3z2 x2+y2+z2§100
15. u=x+y+= m2—|—y2§z§1
Reseni:

11. Funkce z = z(x,y) = = — 2y — 3 je spojitd na kompaktni mnoziné M =
{(ac,y) cR?:; 0<2z<1,0<y<1,0<z+y< 1}. Proto ma na M maximum
a minimum. Ve vnitinich bodech mnoziny M mtze byt extrém pouze v bodech
2y (7, y) = 2,(x,y) = 0. Ale takové body neexistuji. Hranice M je slozena z mnozin
M; = {(O,y); 0<y< 1}, My = {(a:,O); 0<z< 1} a Mz = {(m,l—m); 0<
z < 1}. Na mnoziné M; mame funkci Fy(y) = —2y — 3. Protoze F{(y) = —2 # 0,
miuze funkce nabyvat nejvétsi a nejmensi hodnoty v krajnich bodech, tj. v bodech
x1 = [0;0] nebo x5 = [0;1]. Podobné tvahy pro funkce Fy(z) a F3(x) vedou k
tomu, ze extremalni hodnotu mtize funkce z(z,y) nabyvat jesté v bodé x3 = [1;1].
Protoze 2z(0,0) = =3, 2(0,1) = =5 a 2(1,0) = —2 je supz = —2 a inf z = —5.

12. Funkce z = z(z,y) = 22 + y? — 122 + 16y je spojitd na kompaktni mnoziné
M = {(z,y) € R?; z?+y? < 25}. Proto nabyvé na M nejvétsi a nejmensi hodnoty.
Ve vnittku M° musi byt v bodech, kde funkce nabyva extrém,

Zi(r,y) =20 —-12=0 _ B

2 (x y)—2y+16—0}:x_6’ y=-8.

Ale bod [6; —8] ¢ M.

Hranice M je dana rovnici 22 + y? = 25. Jedna se tedy o vazané extrémy, které
lze najit naptiklad metodou Lagrangeovych multiplikitori. Na OM je z(x,y) =
25 — 12z + 16y. Proto lze vzit Lagrangeovu funkci ve tvaru L(z,y) = 25 — 12z +
16y + )\(56‘2 + y2). Extrémy mohou byt pouze v bodech, kde je

L (z,y) =—-124+2\x =0
Ly(z,y) =16 + 2 y = 0 =
224+ 92 =25

A=2,2=3,y=-4; 2(3,-4)=-75
A==-2,2=-3,y=4; 2(-3,4) =125

Tedy sup z = 125 a inf z = —75.
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13. Funkce z = z2(z,y) = 22 — 2y + y? je spojitd na kompaktni mnoZiné M =
{(z,y) € R?; |z|+|y| < 1}. Proto nabyva na M nejvétsi a nejmensi hodnoty. Této

hodnoty mize nabyvat na vnitiku M° v bodech, kde

A I B ]

z
zy(,y) = -2 +2y =0

nebo na hranici 0M. Hranice se skldda ze ctyt Casti:

y=1-z, 2¢€(0,1) =F(z)=32>-3z+1
y=r—1, 2¢€(0,1) =R@)=2>-c+1
y=14+z, zc(-1,00=F)=2>+z+1
y=-1-x2, z€(-1,0)=Fy(x) =32> + 3z +1

Protoze funkce Fj,(x) maji derivaci, mize byt extrém pouze v bodech, kde F(z) =0
nebo v krajnich bodech intervalu. Takto ziskdme dalsich moznych 8 bod:

B 1_1 B 1_ 1 B 1. 1 B 1'1
r1 = 2;2 , L2 = 2; 9 y L3 = 27 2 y, L4 = 272 )
s = [1770]3 Te = [07 1]7 7 = [_170]7 g = [07_1]

Protoze z(xo) = 0, z(w1) = 2z(w3) = 111’ (z2) = 2(z4) =

z(:c7) = z(mg) =1jesupz=1ainfz=0.

14. ProtoZe je funkce u = u(w,y,2) = 2% + 2y? + 322 spojitd a mnozina M =
{(a;y,z) ER3; 22 +9y2+22 < 100} kompaktni, existuji v.M body xy a @y,
ve kterych nabyva funkce u(z,y,z) na mnoziné M svého maxima a minima. V
oteviené mnoziné M° musi tyto body spliiovat

, 2(ws) = 2(m6) =

A3

;(w Y, 2 )—4y=0 — r=y=2=0.
ul(x,y,2) =62=0

Protoze hranice OM je déna rovnici 22 + y? + 22 = 100, lze extrémy na hranici
hledat pomoci Lagrangeovych multiplikdtori. Lagrangeova funkce je L(x,y,z) =
2?4+ 2y% +32% — )\(.r2 +y%+ 22). Funkce miize nabyvat extrémy v bodech, kde plati

L (z,y,2z) =22(1-X)=0
Ly(z,y,2) =2y(2—A) =0
L (x,y,z) =22(3—=X)=0
22 +y? + 22 = 100

A=1,2=+10, y=2=0
= A\=2,y==+10, z2=2=0
A=3,z=410, x=y=0

Protoze u(0,0,0)=0,u(£10,0,0) = 100, »(0,4+10,0) = 200 a u(0,0,£10) = 300 je
supu = 300 a inf u = 0.
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15. Protoze je funkce u = u(z, y, z) = x +y + 2 spojitd a mnozina M = {(z,y,z) €
R3; 22492 <2 < 1} je kompaktni, existuji v M body s a x,,, ve kterych nabyva
funkce u(x,y, z) svého maxima a minima. Mnozinu M rozdélime na ¢étyfi mnoziny,
na nichz budeme hledat body, v nichz mohou byt extrémy funkce u(z,y, 2).

My ={(z,y,2) CR®; 2* +¢y* <z < 1}
My ={(z,y,2) eR®; 2> +y* =2 < 1}
Ms = {(z,y,2) €R’; z =1, 2® +y* < 1}
M4={(a:,y,z)€R3; z=1, x2+y2:1}

Na oteviené mnoziné M; mohou byt extrémy pouze v bodech, kde

Tato mnozina je prazdna.
Na mnoziné My nabyva funkce u(x,y, z) hodnot F(z,y) = u(x,y, % + y2) =x+
y + 2% + y2. Funkce F(z,y) miZe mit extrémy pouze v bodech, kde

F;(x,y):1+2x:0} 1 1 <1 1 1)__1

— — = —— et _—_ - = = —.
Fl(z,y) =142y =0 TEYT Ty AT M Ty Ty 2

I
&
_|_
<
_|_
—_

Na mnoziné M3 nabyva funkce u(z,y, z) hodnot F(x,y) = u(z,y,1
Funkce F'(r,y) miize mit extrémy pouze v bodech, kde je F,(x,y) = F,(z,y) = 0.
Takové body neexistuji.

Na mnoziné My budeme hledat extrémy funkce F(z,y) = u(x,y,1) =z +y+1s
podminkou 22 +y2? = 1. Ulohu miizeme fesit pomoci Lagrangeovych multiplikatort.
Lagrangeova funkce je L(z,y) =x+y+1— )\(x2 + yg). Extrémy mohou byt pouze
v bodech, kde

Ly(z,y) =1-2X\x =0 =y =1L 1 (1 1 1)_1

z\ L) =y = ,z=1,u y ==, =1++2
L;J(:Ij',y):1—2)\yzo — ﬁl v \1& 1

4yt =1 r=y=—p5,2=1,u —75,—75,1>=1—\/§

1
Tedy supu:1+\/§ainfu: —3

16. Dané kladné cislo a napiste jakou soucin n kladnych cinitelti tak, aby byl soucet
jejich prevracenych hodnot nejmensi.

Reseni: Necht © = (ml, To, ..., xn) kde zp > 0. Nasi ulohou je najit ¢isla x; tak,

1
aby x1x2 . ..x, = a a funkce S(x) = —+ —+- - -+ — nabyvala nejmensi hodnoty.
r1 X2
Jde tedy o nalezeni minima funkce !

n

1 n
S(x) = E - za podminky a:lxg...xn:Hxi:a, x; > 0.
i=1 """ i=1
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Tuto tlohu miiZzeme fesit pomoci metody Lagrangeovych multiplikatord. Lagran-
n

1
geova funkce je L(x) = E — + AH% Extrémy mohou byt pouze v bodech,
; Xy
i=1 =1

kde

1
Li(x)=-—+A][Jzi=0

T i#k 1 1
— =M=, = — = x5, = Va.
a

n
T A
[]o o
i=1

To, ze v tomto bodé méa funkce S(x), plyne z toho, Ze napfiklad pro x; — 04 je
S(x) — oc.

17. Dané kladné ¢islo a napiste jako soucet n cisel tak, aby byl soucet jejich kvadratt
nejmensi.
n
Reseni: Nechf @ = (z1, 22, ..., x,). Nas tilohou je najit ¢isla z, tak, aby » _x; =a
i=1
a funkce F(x) = Z z? nabyvala nejmensi hodnoty. Jde tedy o nalezeni minima

i=1
funkce

n n
:fo za podminky ZSI:Z =a, xz;>0.
— P

Tuto tlohu mtizeme fesit pomoc1 metody Lagrangeovych multiplikatord. Lagran-

geova funkce je L(x Zx — )\sz Extrémy mohou byt pouze v bodech,
=1 =1

kde

L, (x) = QCIZk — A=

rlf( ) N A a I a?

T = = = — min — —_

Z T =a T T n

i=1
18. V roviné je ddno n hmotnych bodt P, = [z1;y1], Po = [z2;92], ..., Pn =
[€n; yn] s hmotnostmi mq, ma, ..., m,. Pro jaky bod P = [z;y] je moment setr-

vacnosti tohoto systému hmotnych bodt vzhledem k bodu P nejmensi?

Reseni: Moment setrvacnosti tohoto systému hmotnych bod# vzhledem k bodu
[z;9] je

vy = 3ol n) 4 ).
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Nasim tkolem je najit = a y tak, aby funkce S(z, y) nabyvala v tomto bodé minima.
Protoze ma funkce S(z,y) spojité parcidlni derivace vSech fadi, musi byt

S;(a:,y):22mi(:c—xi):0
T S

/ - x_Mi—lmlx“y_Mz‘ﬂmly“

Sy(xvy)ZQZmz(y_y'L):O N N

=1

n

kde M = m;. Protoze druhy diferencial funkce S(z,y)

i=1
d*S(z,y) = 2M (dz® + dy?)

je pozitivné definitni, nabyva funkce S(z, y) v tomto bodé lokalniho minima. Jestlize
budeme hledat globalni extrémy funkce S(x,y) na kompaktni mnoziné |z| < K,
ly| < K pro dostatec¢né velké K, 1ze ukazat, Zze v tomto bodé nabyva funkce S(z,y)
nejmensi hodnoty na celém R2.

19. Jaké jsou rozméry pravouhlého otevieného bazénu, ktery mé pii daném objemu
V' nejmensi povrch?

Reseni: Ozna¢me a, b a ¢ délku, §iiku a vysku bazénu. Pro tyto tii veli¢iny ma
platit vztah abc = V. Povrch bazénu je P(a,b,c) = ab+ 2ac + 2bc. Jedna se tedy
o nalezeni minima funkce P(a,b,c) pfi podmince abc = V, kde a, b, ¢ > 0. Ulohu
lze Tesit pomoci Lagrangeovych multiplikatort. Lagrangeova funkce L(a,b,c) =
ab + 2ac + 2bc — \abc ma na celém R3 spojité parcidlni derivace vSech ¥adt. Proto
miize mit extrémy pouze v bodech, kde

a,b,c) =b+2c— AXbc=0

L (a,b
Li(a,b,c) =a+2c—Aac=0 3 1,
Labe)=2a+2b—ab=0 [ 2= b= V2V, e=3V2V.

Lze se snadno presvéddit, ze funkce P(a, b, ¢) nabyva na dané mnoziné v tomto bodé
I 3
minimum Py, = 3v4V?2,

20. Na kulové plose z2 +y? + 22 = 1 najdéte bod, ktery ma nejmensi soudet ¢tverct
vzdalenosti od n danych bodd P; = [x;;y52:], i =1,...,n.

Reseni: Dana tloha je najit extrém funkce

flz,y,2) = Z[(m - xi)2 + (y— yi)2 + (2 — 21)2}



pii podmince z? + y? + 22 = 1. ProtoZe je funkce f(z,y,2) spojitd a mnoZina
22 + y? + 22 = 1 kompaktni, mé dana tloha feseni. Ulohu lze Fesit napiiklad
metodou Lagrangeovych multiplikatord. Lagrangeova funkce

n

L(z,y,z) = Z[(az — :L'i)2 + (y — y¢)2 + (2 — zl)Q} —A(2? +y* + 2°)

mé na celém R3 spojité derivace vSech fadd. Proto budeme hledat extrémy v
bodech, kde

L(z,y,2) =2 i(m—xﬁ—kx) = ((n—)\)x—nf)zo

Ly(z,y,2) =2 Y _(y—ui) —Ay) = 2<(n—A)y—n§> =0

L (z,y,2) =2 zn:(z—zz) —)\z) = 2<(n—)\)z—n2) =0

i=1
x2+y2+22:1

kde T = - 21’1, Y= - zyi, zZ= - Zl z;. 4 této soustavy plyne
1= 1= 1=

kde N = /Z2 + 7% + Z°.

Dosazenim do funkce f(z,y, z) se snadno presvéd¢ime, ze minimum je v bodé x =
x ] z

oY= Ty R = o

N N N

21. Do polokoule s polomérem R vepiste kvadr s nejvétsim objemem.

Reseni: Je ziejmé, 7e jedna sténa hledaného kvadru bude lezet v roviné, ktera
déli kouli na dvé polokoule a stfed této stény bude ve stifedu koule. Oznac¢me a,
b délky hran této stény a ¢ délku tfeti hrany kvadru. Objem kvadru je V = abec.
Protoze je kvadr vepsan do polokoule musi pro kvadr s nejvétsim objemem platit

CL2 2

T + T + ¢ = R?. Nasim tikolem je najit maximum funkce V(a,b,c) = abc pti
podmince a? + b? + 4c®> = 4R?, kde a, b, ¢ > 0. Protoze je funkce V (a, b, c) spojita
a mnozina M, na které hledame extrém je kompaktni, feSeni této tlohy existuje.

Ulohu lze fesit pomoci Lagrangeovych multiplikatort. Lagrangeova funkce
L(a,b,c) = abc — A(a® 4 b* + 4c?)
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mé spojité parcialni derivace vsech fadi na celém R3. Proto miiZze nabyvat extrém
pouze v bodech, kde

L! (a,b,¢) =bc— 2 a =0

L;)(a/7b7C):aC_2)\b:O a_b_2R e R V_ 4 R3
a® +b% +4c® = 4R?

nebo na hranici mnoziny M, tj. v bodech kde a = 0 nebo b = 0 nebo ¢ = 0. Ale v
2R R

BT

téchto bodech je V(a,b,c) = 0. Tedy maximum nastane pro a = b =
4
a je Vinax = —= R3.

3V/3

22. Do daného rotac¢niho kuzele vepiste kvadr s nejvétsim objemem.

Reseni: Ozna¢me R polomér a h vysku daného rota¢niho kuzele. Z nazoru je ziej-
mé, ze jedna sténa hledaného kvadru lezi v podstaveé a vrcholy protéjsi stény lezi
na kuzelové plose (a co kdyz ne?). Ozname a a b délky hran stény, kterd lezi
v podstavé a v délky tfeti hrany. Pak je objem kvadru roven V(a,b,v) = abv. Z
2v .

R Joair tj. 2Rv+hva? + b2 = 2Rh.
Nasim tkolem je najit maximum funkce V(a,b,v) = abv na mnoziné M, ktera je
déno vztahy 2Rv + hva? + b%> = 2Rh, a, b, v > 0. Protoze je funkce V(a, b, v) spo-
jitd a mnozina M kompaktni, maximum existuje. Lze jej najit napriklad metodou
Lagrangeovych multiplikatort. Lagrangeova funkce

podobnosti trojihelnikt plyne, ze B

L(a,b,v) = abv — A(2Rv + hv/a? + b?)

ma na mnoziné M° spojité parcialni derivace vsech rfadi. Proto mize byt jeji ma-
ximum pouze v bodech, kde

Aha )
L (a,b,0) = by — —22
"(a,b,v) —
Ahb 2v/2
Li(a,b,v) =av — ——= =0 :a:b:—\/_R,v:ﬁ;V:ERQh.

Va2 + b2 3 3 27
L (a,b,v) =ab—2A\R =0
20R + hva? + b2 = 2Rh )

nebo v bodech na hranici, tj. v bodech, kde a = 0 nebo b = 0 nebo v = 0. Ale
8
v bodech hranice je V = 0. Tedy nejvétsi objem Vipay = — R2h mé kvadr pro

27
2
ZﬁR,czﬁ.

3 3

a=25b

2 2 2
x z
23. Do elipsoidu — + ‘Z—Q + — = 1 vepiSte kvadr s nejvétsim objemem.
a c
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Resend: Ozna¢me soufadnice vrcholu kvadru, ktery lezi v prvnim oktantu, z, y a
z, tj. x, y, z > 0. Je zfejmé, Ze ostatni vrcholy jsou +z, £y a £z. Objem tohoto
kvadru je V(z,y,z) = 8xyz. Protoze vrcholy lezi na dandm elipsoidu, plati pro

2 2

souradnice vrchold rovnost — + 32_2 + — = 1. Budeme tedy hledat maximum
xz yz 2

funkce V(z,y,2) = 8zyz na mnoziné — + -5 2 —|— =1, kde z, y, z > 0. Jde

tedy o maximum spojité funkce na kompaktm mnozme. Proto maximum existuje.
Lagrangeova funkce
2 2 2
x z
L(x,y,z)szyz—)\( +?Z—2+ >

mé v R3 spojité parcidlni derivace vsech ¥adi. Tedy maximum miize b§t pouze v
bodech, kde

2 \x )
L;(x,y,z):&yz—?:O
2y
Ly(z,y,2) = 82z — =5~ =0 . a b ¢y 8
T=—"7=, Y= 7=, 2= —=; = 7 aoc,
L’(xy,)—&cy—%:O V3 V3 V3 3V3
C
.’172 y2 22
etpta=! )

nebo na hranici, tj. v bodech, ke x = 0, y = 0 nebo z = 0. Ale v téchto bodech je

V = 0. Tedy maximum je Viyax = ——= abe.

3V/3

24. Do rotacniho kuzele s délkou hrany [, ktera svira se zakladnou thel «, vepiste
kvadr s nejvétsim povrchem.

Reseni: Ozna¢éme a, b délky stran stény hranolu, ktera lezi v podstavé kuZele a c
vysku hranolu. Povrch hranolu je P(a,b,c¢) = 2(ab + ac + be). Protoze je hranol
vepsan do kuZele musi pro a, b a c platit vztah Va2 + b2tga + 2¢ = 2lsina.
Méme tedy najit extrém funkce P(a,b,c) na mnoziné M, kterd je déna vztahy
Va2 +b2tga + 2¢ = 2lsina, a, b, ¢ > 0. Protoze je funkce P(a,b,c) spojitd a
mnozina M je kompaktni, hledané maximum existuje. Lagrangeova funkce

L(a,b,c) = 2(ab+ ac+ be) — A(Va? + b tg o + 2¢)

mé pro a’ + b? # 0 spojité derivace vsech fadi. Proto maxima mtiZze nabyvat v
bodech, kde

Aatg o \
_— R ————
L, =2(b+c¢) e 0 L sina
Abtg a “= C V2tga—1
Ly=2a+c¢c)— ——=0\ —
b ( ) va? + b2 B tg o — /2 Isi
L,=2(a+b)—2A=0 T otga_v2 ¢
Va? +b2tga+ 2c =2lsina )
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nebo na hranici mnoziny M, tj. pro a = 0, b = 0 nebo ¢ = 0. Dosazenim se
sin

\/§tg0¢— 1

Isina a pro tga < v/2 je maximum v bodé a = b = V2l cosa, ¢ = 0.

lze presvédcit, ze pro tga > /2 je maximum v bodé a = b =

tga — \/§
2tga — \/§

2 2
z x

25. Do casti eliptického paraboloidu — = — :Z—z, 0 < 2z < ¢, vepiste kvadr s
c a

nejvétsim objemem.

Reseni: Ozna¢me x, y a z sourfadnice bodu kvadru, ktery lezi na plasti eliptického

2 y2

W
2y a (c—z). Tedy jeho objem je V(x,y, z) = 4dzy(c—z). Mame tedy najit maximum
2 2
funkce V(z,y, z) na mnoziné M, které je dana vztahy $—2 + ‘Z—Q = E, kde 0 <z <ec.
a c
Protoze je funkce V (x,y, z) spojitd a mnozina M je kompaktni, maximum existuje.
Lagrangeova funkce

z
paraboloidu, tj. plati rovnost — + = —. Strany hledaného kvadru pak jsou 2z,
c

2 y? oz
L —daylc—2) - A= +5 -2
(@v2) = daye = 2) -2 (G + 0 - %)

m4 spojité derivace viech fadti na celém R3. Proto mtize funkce V (z,y, z) nabyvat
maxima pouze v bodech, kde

2\x )
2y
L;:4x(c—z)—b—2 0 a c abc
:>$:§73/:—72257V:7
L, =—4zy+-==0
@2y oz
a2 b2 ¢ J

nebo v bodech, kde z = ¢, resp. = y = z = 0. Ale protoze v téchto bodech je
V =0, jsou hrany kvadru 2x = a, 2y = b a z = % Objem hledaného kvadru je
abc

Vmax = 5 -

2

26. Najdéte vzdalenost bodu M = [xg; yo; 20] od roviny Ax + By + Cz+ D = 0.

Reseni: Necht je P = [x;y; 2] libovolny bod roviny Az+By+Cz+D = 0. Vzdalenost
bodu P od bodu M je d = /(z — x0)2 + (y — 40)? + (2 — 20)2. Mame tedy hledat
minimum funkce d(z,y, 2) = /(x — 20)2 + (y — y0)? + (2 — 20)? s podminkou Az+
By + Cz+ D = 0, tedy vazany extrém. Protoze d(z,y, z) > 0, ma funkce d(z,y, 2)
extrémy ve stejnych bodech jako funkce d?(z,y,2) = (x—0)?+ (y—y0)?+ (2 — 20)*.
7 technickych divodi budeme hledat extrémy této funkce. Lagrangeova funkce je

L(z,y,2z) = (x —20)* + (y — y0)* + (2 — 20)> = A(Az + By + Cz + D).
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Protoze L(x,y,z) mé spojité derivace vSech fadti, mohou byt extrémy v bodech,
kde
_ Axg+ Byo+Cz+ D

L =2(x—z0) — AN =0 S rrprer O

L =2(y—yo) —B\=0 Axg + Byo+ Cz + D

y — 4 —

L =2(z—z2)-Cr=0 [ Y7 aZypricr

Ar+By+Cz+ D=0 Z_Z_AIL'()-I-By()-l-CZo-i-DC
— <0 A2+ B2 4+ (2

Je zfejmé, Ze v tomto bodé nabyva funkce d?(x,v, z) své nejmensi hodnoty. Tedy
- ‘A:L‘o + Byo —+ CZO —+ D‘

\/A2 + B2 + (2
27. Najdéte vzdalenost mezi dvémi primkami v prostoru
r—&h _Y—hn _ FT A a -T2 _Y—Y2 27 %
mi ni P m2 na2 b2

Resend: Parametrické rovnice danych piimek jsou
r=x1+mit, y=yi+niti, z==z+pit1,
T =29+ Mmola, Y=1ys+nale, 2z =29+ pala.
Ctverec vzdalenosti mezi body lezicimi na prvni a druhé piimce je
D(tl, tg) = (wl—x2+m1t1—m2t2)2+(yl—y2+n1t1—n2t2)2+(21—z2+p1t1 —p2t2)2 .

Nasim tkolem je najit minimum této funkce. V bodé, kde nabyva tato funkce
minimum, musi byt D} (tl, tg) =0a Dy, (tl, tg) = 0. Z toho plyne

(m? + ni +p?)t1 — (mamg + ning + pip2)ts =

=my (562 — $1) + (y2 — yl) + D1 (22 - 21)
— (mama + ning + pip2)ts + (m3 + n3 + p3)ts =

= mz(ﬂﬁ - $2) + 712(91 - 1/2) + P2 (Z1 - 22) .

Resenim této soustavy rovnic je

1
b1 = Az [(nz (mang — many) + p2(maps — m2P1)> (22 —@1)+
+ (mz (n1ma —namy) + p2(nap2 — n2p1)> (y2 — 1)+
+ (mz (p1m2 - p2m1) + N2 (p1n2 —P2n1)> (22 - 21)}
1
to = Az {(nl (n1ma — ngma) + p1(prms —P2m1)> (21— @2)+

+ <m1 (ming — many) + p1(p1ne —p2n1)> (y1 — o)+
+ <m1 (m1p2 - m2p1) + 1 (nlpz - n2p1)) (21 - 22)]
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kde
2 2 2
A? = (ming —many)” + (mipz — map1)” + (nip2 — nap1)” .
Po dosazeni pak dostaneme pro ¢tverec minimalni vzdalenosti vztah

2
T2 —T1 Y2 —Y1 Z2— 21

d? = Az det mi n1 P1 ,
ma no b2
n 2 m 2 my n 2
kde A2 =det| "t P 4 det ‘pl U fdet|™ ™
n2 P2 P2 M2 me N9

28. Najdéte vzdalenost mezi parabolou y = 2 a piimkou z —y — 2 = 0.
Reseni: Oznacme [a:l;yl}, resp. [:I;g;yg], libovolny bod paraboly y; = 2, resp.
primky y» = x5 — 2. Ctverec vzdalenosti mezi témito body je

D(xl,xg) = (xl —x2)2 + (y1 - y2)2 = (:Ul = x2)2 + (x% — 22+ 2)2.

Nasim tkolem je najit minimum této funkce. To muze nastat pouze v bodech, kde
Dj (xl, 332) = D), (acl, 33'2) = 0. Z této soustavy plyne

xl—x2—|—2x1(a:%—x2+2)zo 1 11
2372_%%_:61_2:0 :>m1_27$2_8.

Je ztejmé, ze funkce D(a:l, 1132) nabyva v tomto bodé minimum. Vzdalenost tedy je
7

VR

29. Najdéte poloosy kiivky druhého fadu Ax? + 2Bzy + Cy? = 1.

Resend: Necht je [z;y] bodem kiivky Ax? + 2Bzy + Cy? = 1. Poloosa této kiivky
bude prochazet bodem [z;y] pravé tehdy, kdyz bude vzdélenost bodu [z;y] od
poc¢atku nabyvat extrém. Tedy budeme hledat extrémy funkce f(x,y) = 2% +y? za
podminky Az? + 2Bxy + Cy? = 1. Lagrangeova funkce

L(z,y) = 2* + y* — )\(Ax2 + 2Bxy + Cy2)

ma spojité parcidlni derivace vSech fadi. Proto miize nabyvat extrém pouze v bo-
dech, kde

Ll (xz,y) =2x — 2)\(Ax + By) =0

Ly (v, y) =2y — 2X\(Bz 4+ Cy) =0 p = x = Nz,

Ax? 4+ 2Bxy + Cy? =1

A B

kdeA:(B c

) axl = (x,y). Cisla A\; a Ay jsou feSenim kvadratické rovnice

M-—1 AB
det( MB O —1

): (M -1)(AC—1) =X*B*=0.
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Vazbovou podminku Az? + 2Bzy + Cy? = 1 lze zapsat jako 7 Ax = 1. Tedy
extrémy funkce f(z,y) = 22 +y? = xT - x jsou
mT L= )\1,2$TA$ = )\172 i

Proto jsou délky poloos dané kiivky rovny a® = \; a b? = \s.

30. Najdéte poloosy plochy druhého fadu Az?+By?+C22+2Dxy+2Ex2+2Fyz =
1.

Reseni: Podobné jako v piikladé 29 dostaneme, ze délky poloos jsou a? = A,
b2 = Xy a c® = A3, kde A\, A2 a A3 jsou FeSeni rovnice

AN -1 DX EX
det D) BX—-1 EF) =0.
EX EF Ch—1

2 2

31. Urcete plochu elipsy vytvorené pranikem valce — + 3;—2 < 1 a roviny Az +
a
By+Cz=0.

2 2

Resend: Primik eliptického valce x_Q + ‘Z—Q = 1 aroviny Az + By + Cz = 0, je
a

elipsa se stfedem v pocatku. Protoze obsah elipsy s poloosami «a a 3 je S = wa[,
staci najit poloosy dané elipsy. Ty lze najit tak, Ze urc¢ime nejvétsi a nejmensi
vzdalenost na priniku danych ploch od pocatku. Tedy budeme hledat extrémy
2
x

funkce f(x,y,2) = 2? + y? + 2 za podminek = + 3;—2 =laAx+ By+Cz=0.

Lagrangeova funkce
2 2

x

L(x,y,2) =2 +y° + 2% — A (— + 2

" b—2) —u(Am—I—By—I—Cz)

ma spojité derivace vSech radi. Extrémy tedy budou v bodech, kde

2 \x

2y
Ly(z,y,2) =2y — =5~ —uB =0

L (z,y,z) =2z—puC =0
2 2

S A

a b2

Ar+By+Cz=0

Jestlize prvni rovnici vynasobime x, druhou y, tieti z a secteme, dostaneme vzhle-
dem k vazbovym podminkadm vztah A\ = 22 + 42 + 22. Z prvnich t¥i rovnic plyne

Aad?p _ Bbvp _Cu

84



Dosazeni do vazbovych podminek dava pro A rovnici

a2(A2+C2)+bQ(B2+C2)

2
AT — Iz A o2 0.
A% 4+ B? 4 C?
Z této rovnice plyne, Ze A\ Ay = a?b? + o2 * . ProtoZe poloosy jsou /A1 2,
b
je hledany obsah plochy roven S = % VA2 4+ B2 + C2.

32. Podle Fermatova principu se svételny paprsek vychazejici z bodu A a dopadajici
do bodu B pohybuje po draze, na niz potiebuje ke svému pohybu nejkratsi cas.
Predpokladejte, ze dva body A a B jsou v ruznych optickych prostredich, které
jsou oddéleny rovinou. Rychlost svétla v prvnim prostiedi je v; a rychlost svétla v
druhém prostiedi je vo. Odvodte zédkon lomu svétla.

Reseni: Zvolme systém soutfadnic tak, Ze rovina mezi dvéma prostfedimi je = = 0,
bod A ma soutradnice A = [—scA; 0; 0}, xa > 0, abod B souradnice B = [a:B; YB; 0},
xp > 0. Bod, v némz paprsek z bodu A do bodu B protne rovinu dopadu ozna¢me
C= [0; Y; z] Pak paprsek z bodu A do bodu B dorazi za dobu

2
B \/x34+y2+z2+ \/x23+(y_?JB) + 27
(%1 '

V2

T(y, 2)

Podle Fermatova principu se paprsek pohybuje tak, ze funkce T'(y, z) nabyva min-
imum. Tedy y a z musi spliiovat soustavu rovnic

Y—YB

1 Y n 1
v /2h i+ 2% 2 \/x23+(y—y3)2+22

=0

T, (y,z) =

z

1 z n 1
V1 \Jx2h YR 422 U2 2 2, 9
A $B+<y_yB) +z

Tz{(y7z) = =0

7 této soustavy dostaneme z = 0 a pro y rovnici

1 y 1 Yy —ys _ 0

J— +_
B R )

Jestlize oznacime aq, resp. as, Uhel mezi smérem dopadajiciho, resp. lomeného,
paprsku a normalou k roviné dopadu, lze tento vztah prepsat jako

sina;  sinasg
+ =0.
U1 V2
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33. Proménné x a y splnuji linearni rovnici y = ax+0b, jejiz koeficienty je tfeba urcit.
V fadé méfeni veli¢in x a y byly zjistény hodnoty [z;;v:], i = 1,...,n. Metodou
nejmensich ¢tverci najdéte nejpravdépodobnéjsi hodnoty a a b.

Reseni: Podle metody nejmensich étvercii jsou nejpravdépodobnéjsi ty hodnoty a
a b, pro které je nejmensi vyraz

ZAQ i axi+b—yi)2.
=1

Extrém funkce D(a,b) je v bodé, kde

Di(a,b) =2 wi(az; +b—y;) =0 Z.7— 7

=1 0= "5

. — T @

Dé(a7b):22(al‘z—|—b—yl) b:y_af,
i=1
€ I‘ = xz, 7
?J n 2 y
34. V roviné je dén systém n bodt M; = [z;;y:], 1 = 1,2,...,n. Pro jakou pifmku

xcosa+ ysina —p = 0 je soucet ctverct vzdalenosti danych bodi od této primky
nejmensi?

Reseni: Nejprve nalezneme ¢tverec vzdalenosti bodu [xo; yo] od primky x cosa +
. . . .. 2 2
ysina — p = 0, tj. najdeme minimum funkce f(z,y) = (z — 20)” + (y — o)~ za

podminky z cosa + ysina — p = 0. Lagrangeova funkce je

L(z,y) = (a:—xo)2 + (y—yo)2 — A(zcosa+ ysina —p) .

Minimum funkce f(z,y) mtze lezet pouze v bodech, kde

T =X+ = COSQ
L (z,y) =2(z — x9) — Acosa = 0 )2\
L;(x,y):Q(y—yo)—)\sina:O :>y:y0+§sina

rxcosa+ysina —p=0 A\

a:ocosoz+yosina—p+§ =0

Dosazenim pak dostaneme, ze ¢tverec vzdalenosti je
2 . 2
d° = (p — XgCosQ — yosma)

Nasim tkolem tedy je najit minimum funkce

n

D(a,p) = Z(p — xT;co8Q — Y; sina)2
i=1
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Extrémy mohou lezet pouze v bodech, kde D; (a,p) = D,(a,p) = 0. Z toho
dostaneme

n

Z(misina —yicosa) (p—xicosa —yisina) =
i=1
:p(fsina —ycosa) — (@—m) cosasina+@(c032a — sin? a) =0
n
Z(p—xicosa—yisina) =p—Tcosa—ysina =0.
i=1

Reseni této soustavy rovnic je

2Ty ,
@) - @] - [”) - @)

p=7Tcosa+7ysina.

tg2a =

35. Na intervalu (1, 3) nahradte funkci 22 p¥imkou az + b tak, aby absolutni od-
chylka A = ‘xQ — (ax + b)‘, 1 < x < 3, byla nejmensi.
Regeni: Protoze odchylka A dvou spojitych funkci f(z) a g(z) na intervalu (a, b)

je definovana vztahem A = sup | f(z) — g(:l;)‘, je nasim tkolem najit minimum
z€(a,b
funkce

F(a,b) = max |2? —az — b,
z€(1,3)
kde a, b € R. Protoze funkce ‘xQ —ar — b| mize na intervalu x € (1,3) nabyvat
nejvétsi hodnotu pouze v bodech x =1, x = 3, v = g € (1,3) nebo 22 —ax—b =0,

je funkce F'(a,b) rovna
max(’l—a—b’,|9—3a—b|> a¢ (2,6)

F(a,b) = 2
max <’1—a—b’,|9—3a—b|,w> a€ (2,6)

Na mnozing M = {(a,b) € R*; a € (—o0,1), |l —a —b| > |9 —3a — b|} je
F(a,b) = |1 —a —b|. Protoze F, = +1 # 0. Nem4 funkce F(a,b) na této mnoziné
minimum. Z podobnych tvah plyne, Ze minimum muze byt pouze v bodech, pro
které plati
1—a—b|=[9-3a—b], a=26
nebo
‘aQ + 4b|

[1—a—b|=1[9—3a—1 YR

a € (2,6).
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7

Tato soustava rovnic ma feseni a =2, b=1;a =6,b= —Tneboa =4, b= —5
7 1

Protoze je F'(2,1) =2, F(6,—-7) =2a F (4, —5) =5 je odchylka miniméalni pro

1

5

a:4,b:—§ a je rovna A =
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Cvicéeni 15
INTEGRAL FUNKCE VICE PROMENNYCH.
FUBINIOVA VETA.

Jak je definovan integral funkce vice proménnych, se pokusim ukazat pro funkci tii
proménnych. Zobecnéni na jiny pocet proménnych by mohlo byt jasné.

Necht je omezend funkce f(x,y,z) definovana v kvadru V = (aq, as) X (b1, bs) X

(c1,c2). Délenim D nazvu jakékoliv rozdéleni kvadru V rovinami =z = z;, y = y;,

z = zp, pro které plati a1 = 29 < 21 < -+ < @3 = a2, b1 = yo < y1 < -+ <

Yg = bz, c1 = 20 < 21 < -+ < 2z = c2, kde p,q,r € N, na podkvadry V;;, =

(i1, T3) X (Yj—1,Y5) X (Zh—1,2k), 0 =1,...,p,5=1,...,¢,k=1,...,r, s objemem

Vije = (@i — @i-1) - (y; — yj-1) - (2k — 2k—1)-

Mnozinu vSech déleni oznacme 2.

Oznacme dale M;j, = sup f(x,y,2) a M, = \i}nf f(z,y, z). Pro dané déleni D € ©
ijk ijk

definujme dolni soucet sp(f) a horni soucet Sp(f) funkce f(z,y,z) pro déleni D

vztahy

1=1,...,p i=1,...,p
j=1,...,q j=1,...,q
k=1,...,r k=1,...,r

Lze ukézat, ze existuji dolni Riemanntv integral s(f) a horni Riemanniiv integral
S(f) funkce f(z,y, z), které jsou definovany vztahy

s(f)=suw sp(f) a  S(f)= inf Sp(f).

DeED De®

Jestlize plati rovnost s(f) = S(f) nazyva se tato spoleénd hodnota Riemanniv
integrdl funkce f(x,y,z) pfes kvaddr V a znadi se

///vf(x,y,z)dxdydz

a funkce f(x,y, 2z) se nazyva integrovatelnd (v Riemannové smyslu) na kvadru V.

Je-li € omezend mnozina, f : 2 — R, V je kvadr takovy, ze Q C V a f*: V — R,
pro které je f*(z,y,z) =0 na V\ §, pisSeme

///Qf(x’y’z)dxdydz:///Vf*(x»y,z)dxdydz,

pokud integrél vpravo existuje. Takova funkce f(z,y,z) se nazyva integrovatelnd
(v Riemannové smyslu) na mnoziné Q.

Jedna z metod, jak pocitat vicendsobné integraly, je prevedeni pocitaného integralu
na integraly nizsich radu. Plati
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Véta (Fubiniova). Necht f : Q@ — R, kde Q@ C R™"". Budeme psét f(x,y), kde

x € R™ ay € R™. Pro pevné x, resp. y, definujme funkce fz . : Qr — R, kde
= {y € R"; (z,y) € Q} a fzx(y) = f(z,y), resp. fiy : Qy — R, kde

Qy ={z €R™; (z,y) € Q} a fy(x) = f(z,y).

Necht € = {x e R™; Q, £0} a F = {y € R"; Q, #0}.

Necht je funkce f integrovatelnd na Q). Pak pro skoro vSechna x € £ a skoro vSechna

y € F existuji

:/ fm,*(y) dyl dyn a F(y) :/ f*,y(a:) dilj'l dl‘m
Qe Qy

a plati
/f(a:,y)dml coodr, dyr ... dynz/E(a:)dxl dmm:/ F(y)dyy ... dy,.
Q £ F

Specialni pripady:
a) Necht Q = {(x,y) ER?; a<ax<b, yi(x) <y < yg(x)}, kde y; a ys jsou
spojité funkce na (a,b). Je-li f integrovatelna na (2, pak

yz(m)
//f:):yd:z:dy—/ d:l:/
y1()

b) Necht @ = {(z,y,2) € R*; a <z < b, y1(z) <y < pa(x), z21(z,y) < 2 <
zz(x,y)}, kde y1, Y2, z1 a 29 jsou spojité funkce. Je-li f integrovatelna na 2, je

yz(m) z2(,y)
// flx,y, 2 dxdydz—/ d:z:/ / f(z,y,2)dz.
1 () z1(x,y)

Neékdy je vhodné pouzit vztah

b
[ temasayas= [ [ fwyz)ayas,
Q a S(x)

kde S(x) je fez oblasti € rovinou = = konst.

Urcete oblast integrace pro obé potradi integrovani:

Q0 je trojuhelnik s vrcholy O =[0;0], A = [ , ] B =11,1]
Q0 je trojtuhelnik s vrcholy O =[0;0], A

Q jekruh 22 4+¢y2 <1

Q jekruh 22 4+¢y2 <y

A ol ol A

Q) ¢ast roviny ohrani¢ena kiivkami y =22, y =1
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6. Q je mezikruzi 1< z?+y% <4

Reseni: Nejlepsi je si ve vsech pfipadech nakreslit oblast 2. Ale feSeni lze najit i
algebraicky.

1. Oblast 2 lze zapsat jako prinik polorovin y > 0, x <1 a x —y > 0. Tedy body
oblasti 2 musi spliiovat nerovnosti 0 < y < x < 1.

Pro pevné z € (0,1) musi byt 0 <y < x a pro z ¢ (0,1) zddné y neexistuje. Tedy

/fxydxdy—/ da:/facydy

Pro pevné y € (0,1) musi byt y<z<laproy¢ (0,1) zidné x neexistuje. Tedy

/fxydxdy—/ dy/fxydx

2. Trojuhelnik €2 je prinikem tii polorovin = + 2y > 0, x — 2y < 0 a y < 1, neboli
2y <z <2y, y<l
Pro pevné y € (0,1) je = € (—2y,2y). Pro y ¢ (0,1) je Q. , = 0. Tedy

/f:vydwdy—/ dy/ f(,)d

Jestlize napiseme nerovnosti, které definuji {2 ve tvaru g <y<la —g <y <1,
je ziejmé, ze x € (—2,2). Pro x € (0,2) musi byt y € <g, 1> apro z € (—2,0) je

y € <—g 1>. Tedy plati

0 1 2 1
/Qf(fc,y)dxdyz/_2 dr/_x/2f(rc,y)dy+/0 dx w/2f(fc,y)dy=
2 1
=/ dx f(z,y)dy
—2 || /2

3. Nerovnost 22 + y? < 1 lze zapsat jako —v1 —22 <y <+V1—-22a -1<2 <1,

resp. —/1—9y?2 <z </1—9y?a—1<y<1. Proto je

[raasir= [ e [77 senan= [ an [ saras

4. Nerovnost, kterd definuje kruh € lze zapsat ve tvaru —/y — 2 < z < /y — y?
a 0 <y < 1. Proto je

/Qf(:v,y)d:zcdy:/O1 dy/_\/\/f_y;f(m,y)dx.
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., . . ) 1 — /1 — 422 1+ v1— 422
Jinad moznost je zapsat {2 pomoci nerovnosti — 5 <y< — 5 a
1

1
——<z< 3 7 tohoto vyjadreni dostaneme

2
1/2 1+\/1 4m2 /2
/fxydwdy—/ dx/ fz,y)dy.
1/2 1—\/1 122 /2

5. V tomto pripadé se oblasti {2 mysli omezena ¢ast roviny, pro kterou plati nerov-
nostiy<lay>ax2tj. 22 <y<1.

Jedna z moznosti, jak zapsat tyto nerovnice je 22 < y < 1a —1 < z < 1. Tento
zapis vede k vyjadieni

[remaw= [ a [ e

Jin&d moznost je napsat nerovnosti ve tvaru —/y <z < \/y a 0 < y < 1. Odsud

dostaneme
1 ViU
/f(w,y)dwdyz/ dy/ f(z,y)dx
Q 0 ]

6. Oblast  je dana dvéma nerovnostmi 22 +y? < 4 a 22+4y? > 1. Z prvni nerovnosti
plyne, 7e =2 < z < 2 a —vV4—22 <y < V4—22 Pro z € (—2,—1) nebo
x € (1,2) je druha nerovnost splnéna vzdy. Ale pro x € (—1,1) musi navic platit
y > V1 —22 nebo y < —v/1—22. Tedy pro x € (—1,1) dostaneme nerovnosti
—V4—22 <y < —v1—22nebo v1—22 <y < V4—x2. ProtoZe jsou vSechny

tyto mnoziny disjunktni, je

Va—z? Va—z?
/facydxdy / dx/ xydy—l—/ d:)s/ f(x,y)dy+
Va—22 Va—22

+/_1 /__:;f(x,y)dw/;Q f(x,y)dy]-

7. Vypoctéte / / zy? dz dy, kde © je oblast ohranicena parabolou y? = 2pz a
Q

primkou z = g, kde p > 0.

Reseni: Mame integrovat pies omezenou oblast {2 v roviné danou nerovnostmi y? <
p Y Ly . PN /x
2pr ax < 7 Jedna z moznosti je, Ze nerovnosti, které urcuji oblast {2 napiseme ve

tvaru —/2pr <y < 2pra <z < g Pak dostaneme

V2px 1 p/2 3
/:L‘y dxdy—/ da:/ zy?dy = g/ 230(\/2]930) dr =
0

V2px

:M/"/ gy P
3/ 21"
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2
Kdybychom zapsali oblast €2 pomoci nerovnosti g— <z

IN

dostaneme
D p/2 1 [P 2 4 5
/:I:dexdy:/ dy/ :z:yzdzz::—/ y2(p__y_2) dy:p—.
Q -p y2/(2p) 2 4 4dp 21

dz dy
8. Vypoctéte ————, a > 0, kde € je oblast omezena kratsim obloukem
ypoctere [| L j

kruznice se stfedem v bodé [a;a] a polomérem a a osami soufadnic.

Reseni: Rovnice dané kruznice je (z —a)?+ (y —a)? = a?. Jestlize si tieba nacrtnete
obrazek (ale lze to i jinak), zjistite, Ze integracni oblast Q je déna nerovnostmi
0<z<aal<y<a-—+v2axr— z2. Podle Fubiniovy véty tedy plati

// dxdy /a dw/a—\/m@a—z) dy _/a( a _ﬁ) L —
QVa—x 0 0 V2a—1z o \WV2a—zx B

2 a
= [—2@\/2@ —x — 51:3/2} = (2\/5— g) a’/? .
0

9. Vypoctéte / |zy| dz dy, kde Q je kruh s polomérem a se stfedem v pocatku
Q

soutadnic.
Resend: Integra¢ni oblast © je kruh 22 + y? < a?. ProtoZe je integrovana funkce
fz,y) |xy‘ stejnéd ve vSech ¢tyrech kvadrantech stejné jako oblast €2, plati

zy|drdy =4 rydxdy,
Jfiaen=s f]
Q Q4

kde Q je étvrtkruh z2 + 3% < a?, £ > 0 a y > 0. Tato oblast je dana nerovnostmi
0<y<+va?—12%2a0 <z <a. Podle Fubiniovy véty tedy plati

a VaZ—z2 a 4
//|xy‘dxdy:4/ dx/ mydy=2/ x(aQ—mQ)dx:a—.
Q 0 0 0 2

10. Vypoctéte // (332 + y2) dx dy, kde €2 je rovnobéznik se stranami z =y, y =
Q

r+a,y=aay=3a, kdea>0.

Reseni: Oblast € je dana nerovnostmi x < y < x+a a a < y < 3a (nadrtnéte si
obrazek). Protoze lze tyto nerovnosti upravit na tvar y —a <z <y aa <y < 3a,
je podle Fubiniovy véty

3a Yy
//(x2+y2)dxdy:/ dy/ (a: —|—y)da:
Q a y—a
3a 1 1 3a 1
—~ / <§ v -3—ao’+ ay2> dy = (2ay2 —ay+ g a3> dy = 14a*.
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11. Vypoctéte integral / / / zy?23dzdydz, kde V je oblast omezena plochami
1%

z=zxy,y=x,z=1,y=0az=0.
Reseni: Integraé¢ni oblast € je ddna nerovnostmi 0 < 2z < zy,0<y<zal0<zx <1
(pokuste si ji nacrtnout). Proto je podle Fubiniovy véty

1 1 X
/// my223dxdydz—/ dx/ dy/ zy?2? dz:Z/ d:c/ zPyS dy =
0 0

12
d _
28 T 364

drdyd
12. Vypoctéte integral / / / reyes 5, kde V' je oblast omezena plochami
v(l+z+y+2)

r+y+z=12x=0,y=0,2=0.
Reseni: Integracni oblast 2 je ddna nerovnostmi 0 < 2 <1—-2—y, 0<y <1—uz,
0 <z < 1. Podle Fubiniovy véty plati

/ dz dy dz _/1 dxfl—xd /H—y dz B
o(T+atytep y Qtzty+2?
l1-z
1
- /dx/ () -
I1+z+y)? 4

1 1-
:_/ o2t de =3 Lo 2
2 /o 1—|—93 2 4 16

13. Vypoctéte integral /// ryzdx dydz, kde V je oblast omezena plochami z2 +
Vv

> +22=1,2=0,y=0, z=0.

Reseni: Oblast ) je osmina koule se stfedem v poc¢atku a polomérem 1, kterd lezi
v prvnim oktantu. Je ddna nerovnostmi 0 < z < /1 —22 — 42, 0<y<+V1—22a
0 <z < 1. Tedy podle Fubiniovy véty je

V1—z2 v 1-z2—y?
/// acyzdxdydz—/ dac/ dy/ ryzdz =
V1i—z2
/dx/ xyl—:v —y)d

_ - 2 .
_8/0 (1 :B)dx TR
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Zaménte nasledujici trojné integraly jednoduchymi

]

14. /Owdf/ogdn/onf(g‘)dg; 15. /Oldm/oldyo/f(z)dz.

Reseni:
14. Jestlize pfevedeme tento integral na integral pies oblast Q C R3, dostaneme
podle Fubiniovy véty rovnost

/O”de/:dn/onf(c)dc:///Qf(C)dédndC,

kde integracni oblast €2 lze zapsat pomoci nerovnosti ve tvaru 0 < ( <n < ¢ < x.
Jestlize zaménime poradi integrace, tj. budeme nejprve integrovat pres &, pak pres
1 a nakonec pfes (, plyne z Fubiniovy véty rovnost

/OwdS/;dn/onf(C)dCz/jd(/jdn/;f(g)dg:

= [[ac [[@=ms©a=3 [ -0t

15. Jestlize pfevedeme tento integral na integral pies oblast 2 C R3, dostaneme
podle Fubiniovy véty rovnost

= [ae [ a ‘:/”f(z) o= [[[ 10,

kde integrac¢ni oblast €2 je dana nerovnostmi 0 < z <z +y, 0<zx<lal0<y<I1.
Tento integral spocitdme pomoci integrace v jiném potfadi. Uvedené nerovnosti
jsou ekvivalentni nerovnostem z —x <y, 2> 0,0 <z <1a0 <y <1 Pokud je
z —x < 0, dostaneme nerovnosti 0 <y <lal0<z<z <1l Aleproz—x >0
dostaneme nerovnosti z —x <y < 1,z < 2, 0 <z <1az > 0. Tedy lze psat
I = Il + _[2, kde

11:/01 dz/: d:c/olf(z)dy:/ol dz/zlf(z)dx:/ol(l—z)f(z)dz
12://91 dxdz/zl_xf(z)dy://Ql(l—kx—z)f(z)dxdz,

kde je 2y C R? oblast ddna nerovnostmi z —z <1, 2 <z, 0<zx <laz>0. Tyto
nerovnosti lze prepsat ve tvaru z —1 <z < 2, 0 <z <1az > 0.V pripadé, ze
z —1 < 0 dostaneme nerovnosti 0 < x < z < 1. V pripadé, ze z — 1 > 0 dostaneme
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nerovnosti z — 1 <z < 1 a1l < z < 2. Proto lze integral Is napsat ve tvaru
12 = 13 —+ I4, kde

h:izihéil+x—@ﬂ@¢w:%A%%—w%ﬂ@dz
Lpi[ibllﬂ+w—zﬁwmx:%Aﬂﬁ—%+¢%ﬂ@dz

Tedy plati

1 2
Ile+Ig+I4:%/ (2—22)f(z)dz+%/ (2 —2)2f(2)dz.
0 1
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Cviceni 16
SUBSTITUCE VE VICENASOBNEM INTEGRALU.
GEOMETRICKY VYZNAM INTEGRALU v R? A R3.
Dalsi metoda, kterd se casto pouziva pii vypoctu vicerozmérnych integrald, je
metoda substitu¢ni. Ta vychazi z nasledujici

Véta. Necht f je zobrazeni oteviené mnoziny P C R™ na R C R™. Necht je f
prosté a regularni v P s jakobidanem Jg. Necht M C R a F je libovolna redlna
funkce. Potom je

/ F(x)dz ... dz, :/ F(f(y))|Jg| dyr ... dyn,
M FED )

pokud jeden z obou integralii existuje.

Vypocet obsahu rovinného obrazce. Necht € je oblast, ktera lezi v roviné Oxy.
Obsah S oblasti €2 je dan vzorcem S = // dx dy.
Q

Vypocet objemu. Objem V trojrozmérné oblasti 2 je vyjadren integralem

V= ///Q da dy dz.

Transformaci do polarnich soufadnic vypoctéte

1. // V2 +y?2dedy; 2. // siny/x2 + y2 dzdy.

12+y2§a2 7r2§962+y2§47r2

Reseni:

1. V tomto piipadé podrobné ukazeme jednotlivé mnoziny a zobrazeni z véty o
substituci. V dalsich prikladech tyto podrobné tvahy jiz nebudeme podrobné vypi-
sovat.

Mnoziny P a R jsou P = {(r,¢); 7 > 0, 0 < ¢ < 27} a R = R?\ Ry, kde
Ry = {(z,0); © > 0}. Zobrazeni f : P — R definované predpisem

T=7rcosy, Yy=rsing

je prosté regularni zobrazeni, jehoz jakobian je

sp=aer( e e )
—rsing 7rcose
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Oblast integrace S = 22 +y? < a? napiSeme jako disjunktni sjednoceni S = M UM,
kde M = SN R a My = SN Ry. ProtoZze mnozina My = {(m,O) 0<z< a} mé

miru nula, je
/ Va2 +y?dady = / V2 + y? dxdy+/ Va2 +y?dady =
S M Mo
= / Vo2 +y?dxedy.
M
Vzor oblasti M, f (_1)(M ) C P, dostaneme z nerovnosti

z? +y2 = (rcosgp)2 + ("r*sin(p)2 =72 <qg?

Je tedy dana nerovnostmi 0 < r < a a0 < ¢ < 2m. Tedy podle véty o substituci

plati
/ Va2 +y?dady = // r2drde.
M 0<r<a
0<p<2m

7 Fubiniho véty nyni plyne
2 a 9
/ \/x2+y2dxdy:/ dgo/ r2dr = = 1ad.
z2+y?<a? 0 0 3

2. ProtoZe vzor mnoziny 72 < 22+y? < 47?2 pii transformaci do polarnich souiadnic
je mnozina dana nerovnostmi 7 < r < 27 a 0 < ¢ < 27, plati

2m 27
/ sin\/a:2+y2da:dy:/ dgo/ rsinrdr = —672.
m2<g2+4y2<4m? 0 T

Vypoctéte dvojné integraly

3. //(x +y)dzdy, kde Q je omezend kiivkou 2 +y? =z +y
Q

4. // (12| + y!) de dy

lz|+[y|<1

2 2 ) )
5. // mdx dy, kde () je omezena elipsou Z_Q + ?2_2 -1
Q

5
6. // rydxdy, kde ) je omezend kiivkami xy =1, x +y = 3
Q
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Reseni:

3. Integrujeme pies kruh 22 + 3% < x + y. Jestlize zavedeme polarni soutradnice
x =rcosp, y =rsinp, kde r > 0 a —1 < ¢ < m, pieje oblast {2 v oblast danou
nerovnostmi 0 < r < cos ¢ + sin . Z téchto nerovnosti plyne pro ¢ nerovnost 0 <

. , . 9 . . T 3T
cos ¢ + sin @, kterd je v nasem intervalu ¢ € (—m,7) splnéna pro ¢ € <_Z’ Z)
Tedy podle véty o substituci plati

//(a:—f—y)dxdy: // (rcosp +rsing)rdrdp =
Q

0<r<cos ¢+sin ¢
—7/4<p<3m/4

37 /4

cos p+sin ¢ 1 3r/4
d<p/ r2(cos o + sin @) dr = 3 / (cos ¢ + sinp)*dy.
0 —m/4

/4

Posledni integrél 1ze najit naptiklad substituci ¥ = ¢ + % Protoze cos (1/1 — %) +
sin <zp — %) = v/2sin 1), dostaneme

4 (" 4 3 1 I
//Q(a:—l—y)da:dy—g/o sin zpdqp_g.z.§.ﬂ_§’

kde jsme pouzili rekurentni vztah

™ n — 1 ™
/ sin”" rdx = / sin" 2z dz,
0 n 0

ktery je pii velmi uzitecny, protoze integraly tohoto typu se pii ptechodu k polarnim
souradnicim vyskytuji velmi casto.

2 2
1 1 1
Kdybychom si uvédomili, ze oblast 2 je kruh <x — 5) + (y — 5) < > mohlo
by nas napadnout, ze pro vypocet daného integralu je vyhodnéjsi substituce x =
1

3 +rcospay= 3 +rsing, kder > 0a ¢ € (0,27). Oblast Q by pfi této substituci
1
presla v oblast 0 < r < —, 0 < ¢ < 27, tedy jednodussi oblast.

V2

4. Pomoci substituci x = +u a y = +v lze jednoduse ukazat, ze

//a:|+|y|31(|x| +lyl) dody =4 // (z+y)dedy.

z+y<1
z,y>0

Tento integral najdeme pomoci Fubiniovy véty, protoze integracni oblast je dana
nerovnostmi 0 <y <1 —z < 1. Tedy

//Q(]x|+]y])d:1;dy:4/ol d.r/ol_x(.r—i—y)dy:g.
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Posledni integral / / (x 4+ y) dx dy jsme misto Fubiniho véty mohli najit také sub-

z4+y<1
x,y>0

s
stituci z = r cos? o, y = rsin> p,kder >0al0<p< 5 V tomto pripadé je totiz

x +y = r a jakobian tohoto zobrazeni

cos? ¢ sin2gp .
J_det<—rsin2gp rsin 2 =rsin2p #0.

5. Protoze je oblast integrace {2 omezena elipsou se stfedem v poc¢atku a poloosami
a a b, je vyhodné zavést eliptické souradnice x = arcosp, y = bry, kde r > 0 a
0 < ¢ < 27. Protoze jakobian tohoto zobrazeni je J = abr a oblast ) pfejde na
oblast 0 <r <1, 0 < ¢ < 27, dostaneme z véty o substituci

.’132 yg 2T 1
// 1——2—b—2dxdy:/ dgp/ rv1—r2dr =
Q a 0 0
1 b2

3/2
= 2mab |:—§ (1-7’2) ]O:§7rab.

6. Uvedeny integral je mozné samoziejmé najit pomoci véty o substituci, ale asi
vas zaddnéa rozumna nenapadne. Daleko jednodussi je pouzit Fubiniho vétu. Pokud
si nakreslite oblast €2, snadno zjistite, ze podle Fubiniho véty je

2 5/2—x
// xydxdy:/ dm/ rydy =
Q 1/2 1/x
2 2
:1/ x §—x 1 dx:@—lnl
2 J1)2 2 x? 128

7. Transformaci do cylindrickych soufadnic najdéte integral

///V(xQ +y?) dedydz,

kde oblast V je omezena plochami 22 + 32 = 2z a z = 2.

Resend: Pomoci nerovnosti lze oblast V zapsat jako 22 + y? < 2z < 4. Jestlize
zavedeme cylindrické souradnice pomoci zobrazeni x = rcosp, y = rsiny, z = z,
kde r > 0, 0 < ¢ < 27 a 2z € R, jehoz jakobian je J = r, pfejde oblast V na
oblast 0 < 72 < 2z < 4, tj. oblast danou nerovnostmi 0 < r < V22,0 < 2 < 2 a
0 < ¢ < 27. Tedy podle véty o substituci plati

27 2 V2z 2 16
///(x2+y2)dxdydz:/ dgo/ dz/ r3dr:27r/ 22dz=—m.
% 0 0 0 0 3
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8. Vypoctéte integral / / / zyzdz dydz, kde V je oblast omezené plochami z2 +
%

V¥ +22=1,2=0,y=0,2=0.
Resend: Oblast integrace je osmina koule se stfedem v pocéatku a polomérem 1,
ktera lezi v prvnim oktantu. Proto je vyhodné zavést sférické souradnice. Ty jsou

definovany vztahy x = rcosfcosy, y = rcosfsinp, z = rsinf, kde r > 0, 0 €
(—g, g) a ¢ € (0,27). Jakobian tohoto zobrazeni je J = 72 cos . Oblast V ptejde
pii tomto zobrazeni na oblast urcenou nerovnostmi 0 < r < 1, 0 < 6 < T a

2
0<p< g Podle véty o substituci tedy hledany integral je
1 /2 /2 1
/// a:yzda:dydz:/ r5dr/ cos39sin6d9/ cospsinpdy = — .
1% 0 0 0 48
52
9. Vypoctete integral / / / ( s+ 5 —2> drdydz, kde V je oblast omezena
a c
plochou — + v’ —|—
b2

Reseni: Protoze je oblast ) omezena elipsoidem se stifedem v pocatku a poloosami
a, b a c, je vyhodné zavést souradnice, které souvisi s takovym elipsoidem, eliptické
soufadnice. Ty jsou definovany vztahy x = arcosfcosy, y = brcosfsing a z =

crsind, kde r > 0, 0 € (—g, g) a ¢ € (0,27). Protoze jakobian tohoto zobrazeni
je J = aber cos 6 a oblast V prejde na oblast definovanou nerovnostmi 0 < r < 1,

T 0
—= < 0 < 5 @ 0 < ¢ < 27, plyne z véty o substituci

2 1 /2 27 4
/// ( 5 —|——+ > dxdydz:abc/ 7“4dr/ cos@dg/ dp = — aber.
a 0 —m/2 0 i)

10. Transformaci do sférickych souradnic spocitejte integral
/// Va2 +y? + 22dedydz,
v

kde V je omezena plochou 22 + y? + 22 = 2.

Reseni: Po zavedeni sférickych soufadnic piejde oblast V na oblast, danou nerov-
T
nostmi 0 < r < sinf, neboli 0 < r < sinf, 0 < 0 < 5 0 < ¢ < 27. Protoze

jakobian zobrazeni je J = r2 cos ), plyne z véty o substituci

27 /2 sin 0
/// \/332+y2+22dxdydz:/ d(p/ d9/ r3cosfdr =
v 0 0 0

/2
:g/o sin4«9c089d9:1ﬂ—0.
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11. Vypoctéte integral / / / z?dx dy dz, kde V je oblast omezena plochami z =
%

ay?, 2=by?, y>0,0<a<bz=ax,z2=0z,0<a<fB, z=h>0.
Reseni: Protoze je oblast V uréena nerovnostmi ay? < z < by?, ax < z < Pz,
z

0 < z < h, je vyhodné zavést nové soufadnice vztahy u = —, v = - aw = z.
x Y

Inverzni transformace je z = wu™t, y = w'/?v a z = w. Tedy dané zobrazeni
zobrazuje mnozinu x > 0, y > 0 a z > 0 na mnozinu u > 0, v > 0 a w > 0. Protoze
jakobian tohoto zobrazeni

1/2,—1/2

Uy Uy Wy —zz ™2 0 0
J=det | u, vy wy | =det 0 —2zy~3 0 | =222y 322
Uy UV, W, x 1 T 1

je nenulovy, je zobrazeni regularni.

Ale ve vété o substituci potiebujeme jakobidn inverzniho zobrazenil. Ten je J ! =
2,3

T 1

2_y2 =3 u=2v=3/2w3/2, Protoze oblast V piejde pii uvedené substituci na oblast
z

definovanou nerovnostmi a < u < #,a < v < ba 0 < w < h, plyne z véty o

substituci
1 8 b h
/// z?dzdydz = 5/ u_4du/ v_3/2dv/ w? dw =
% [ a 0

342 )

Najdéte obsahy obrazcti omezenych nésledujicimi kiivkami

5
12. zy = a?, x—i—y:?a; a>0
13. y?> =2pz +p*, > = —2qv+q¢°; p,q >0
14. (z—1y)* + 22 = a?; a>0

Reseni:
12. Obsah S oblasti 2 je dan integralem S = / / dx dy. V tomto pripadé najdeme
Q

integral pomoci Fubiniho véty. Ta dava (viz ptiklad 6):

2a 5a/2—x 2a 5 2 15
S:/ dx/ dy:/ (—a—x—a—> dx:(——21n2)a2.
a/2 a?/z a/2 2 xr 8

IPomrticka: Vsimnéte si, ze kdyz vam vyjde jakobian substituce jako funkce proménnych z, vy, z,
tj. J(z,y, 2), jde vzdy o pfevracenou hodnotu jakobidnu ve vété o substituci.
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13. Oblast () je ddna nerovnostmi

y < +/pq. Tedy podle Fubiniho véty je

(q—y)/2q 9
5= //dxdy—/ [ = o)V
(y*—p?)/2p

14. Jedna se o oblast 222 — 2zy + y? < 1, coZ je elipsa se stiedem v pocéatku. Z
nerovnosti, ktera definuje elipsu je vidét, ze mohou byt vyhodné proménné u = x—y
a v = x. V téchto soufadnicich je totiz oblast 0 dana nerovnosti u? 4+ v? < a2, a
tedy je to kruznice s polomérem a. Protoze je inverzni transformace dana vztahy
r=vay=uv—u, jedna se o prosté zobrazeni R? na R2. Jeho jakobian je

J:det@“ z) :det(_ol 1) —14£0.

Tedy dané zobrazeni je regularni. Podle véty o substituci tedy je
S:// dudv = mwa?.
u?+v2<a?

Transformaci do polarnich soutadnic najdéte obsah obrazcti omezenych kiivkami

4 , ze které plyne —,/pq <

15. (2 + y2)2 =2a*(2* —y?), 2*+y*>a®
16. (x2+y2)2=8a2xy, (z—a)*+ (y — a)® < a?; a>0
Reseni:

15. Oblast €2 je dana nerovnostmi (m2 + y2)2 < 2a? (932 — yQ) ax?+y? > a? Lze
snadno nahlédnout, Ze se danéd oblast neméni pii substitucich (x,y) — (fz, ty).

Proto plati
S:// d:r:dy:4// dzdy,
Q Q.

kde 2, = ((:L', y); x>0, y> 0} N Q. Jestlize zavedeme polarni souradnice, piejde

T
oblast Q, na oblast danou nerovnostmi a? < r? < 2a?cos2p, 0 < ¢ < 5 Ale z

1
prvni nerovnosti plyne, 3 <cos2p,tj. 0 < p < % Tedy podle véty o substituci je

/6 av/2cos2¢p /6 i
S:4/ d(p/ rdr:2a2/ (200s2<p—1)d<p:3\/§T7ra2.
0 a 0

16. Oblast 2 je ddna nerovnostmi (3:2 + y2)2 < 8a’ry a (a — )%+ (a —y)? < a®.
Jestlize zavedeme nové souradnice vztahy x = arcosp a y = arsing, kde r > 0 a
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0 < ¢ < 27 (jakobidn J = a?r), dostaneme nerovnosti 72 < 8 cos ¢ sin p = 4sin 2¢p
ar? —2r(cosy +sinp) + 1 < 0. Z prvni nerovnosti plyne, Ze sin2¢ > 0 a z druhé

cosp + sinp — /sin2¢ < r < cosy + sin ¢ + /sin 2¢. Protoze (cosp + sin)? =
1 4 sin2¢p > sin 2¢p, dostaneme z téchto nerovnosti cos ¢ + sin — /sin2p < r <

1 1
2¢/sin2p a ¢ € (a, g . a), kde a = 3 arcsin 3 Podle véty o substituci tedy plati

T/2—a 2v/5in 2
S :az/ dep / rdr =

cos p+sin p—+/sin 2¢p
2

T/2—a
:%/ (23in2gp—1—|—2(cosgp—|—singp)\/sin2gp) dp =
[e%
2

T/2—a

= aQ [— cos2p — ¢ + (sin ¢ — cos ¢)+/sin 2¢ + arcsin(sin ¢ — cos 90)] ,
(0%

kde jsme pouzili toho, %e sin2p = 1 — (sinp — cos)? a zavedli substituci y =

sin (¢ — cos .

Tedy

2
S = % (2 cos2a + 2a — g + 2(cos av — sin «v) V'sin 2cv + 2 arcsin(cos o — sin a)> :

. ) - i T 1 1
Protoze cosa — sina = /1 — sin 2a, arcsina + arccosa = 5 aq = 3 arcsin 3’

dostaneme
7 7 1 1 7 v 14
S = <—\g_ + arcsin \/; + 3 arccos §> a? = (—é_ + arcsin = ) a’.

17. Pomoci transformace = = rcos® ¢, y = rsin® ¢ urdete obsah oblasti omezené
kiivkami 22/% + ¢/ = a?/3, £ =0,y = 0.

Reseni: Oblast Q je dana nerovnostmi 2%/3 4y2/3 < a?/3, > 0 ay > 0. Tato oblast
prejde po dané transformaci na oblast 0 < r < a, 0 < ¢ < g Protoze jakobian

daného zobrazeni je

3 .3
J = det (a:r Yr ) = det ( COSQ v e ) = 3rcos? psin? ¢,
Ty Yo —3rcos® psiny 3rsin” g cos @

plyne z véty o substituci

a /2 3 /2
S :3/ rdr/ cos? psin? pdy = gaz/ sin? 2p dp =
0 0 0

3 /2 3
:Ea2/0 (1—cos4g0)d<p:3—27ra2.
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Pomoci vhodné transformace najdéte plochy obrazcii omezenych kiivkami

18. z+y=a, z4+y=>b, y=ax, y=_px; 0<a<b,0<a<p
19. zy=a®, a2y=2d%, y==z, y=2x; x>0,y>0

20. y2:2p:c, y2:2qx, 22 =2ry, z?=2sy; O<p<qg,0<r<s
Reseni:

18. Obrazec je urcen nerovnostmi a < r+y < b a a < J < (. Proto je vhodné
x

. . “ Yy < o C o o
zavést nové proménné u = x +y a v = =. V téchto souradnicich je obrazec urcen
x

nerovnostmi a < u < b a a < v < 3. Jakobidn daného zobrazeni je

1 1
J‘lzdet(uy “y):det< y 1)=x+2y.
Ve Uy = = x
i

x
u uv
Inverzni zobrazeni je ddno rovnicemi z = , Y = . Z toho dostaneme
14w 14w
o a? u y - .
jakobian J = = . Podle véty o substituci tedy je

z+y  (1+v)?

[ P dv (B a)(b® —d?)
S‘/a “d“/a A2 20+ a)155)

19. Dany obrazec je definovan nerovnostmi a? < zy < 2a% a x < y < 2x. Jestlize

) o, Y. L ) L
zavedeme nové proménné u = xy a v = —, je obrazec v téchto novych proménnych
x

definovan nerovnostmi a? < u < 2a% a 1 < v < 2. Pro hledany jakobidn naseho
zobrazeni plati

) €T 2
Jl=det " ") =det Y = 9.
Vg Uy - — X
72

1
Tedy jakobian je J = 2y 2 podle véty o substituci

v
2a? 2 2
d
S = / du W% e,
a2 1 2v 2
y? 22
20. Dany obrazec je dan nerovnostmi 2p < — < 2¢q a 2r < — < 2s. Proto je
x Y

—

vyhodné zavést nové proménné vztahy u = y_2 av= m—z, pro které plati nerovnosti
2p < u < 2q a2r <wv < 2s. Pro jakobian tra:rvlsformace plati
v
ledet(um uy):det v :1:2 =-3.
Vg Uy 2x T
y 9
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Tedy podle véty o substituci je

:%/2 du/2 dv— (¢=p)(s—r).

Najdéte objem télesa omezeného plochami

21. z=142z+y, 2=0, z4+y=1, z=0, y=0
22, z=2%+4y%, y=22, y=1, 2z=0

Reseni:
21. Téleso je dano nerovnostmi 0 < z < 1+z+y,z+y <1,z >0ay > 0. Podle

Fubiniovy véty je
14+z+y
:/dxdy/ dz:/(1+m—|—y)da:dy,
Q 0 Q

kde Q C R? je definovana nerovnostmi x > 0, y > 0 a x + y < 1. JestliZze na tento
integral pouzijeme jesté jednou Fubiniovu vétu, dostaneme

1 11—z 1 1— 2
:/ da:/ (1+x+y)dy:/ (1—w2—ﬂ) dxzi
0 0 0 2 6

22. Téleso V je uréeno nerovnostmi 0 < z < 22 + 7% a 22 < y < 1. Podle Fubiniovy

véty tedy plati
/ dxdy/ dz-/(m2+y2)dxdy,

kde Q C R? je ddna nerovnostmi 22 < y < 1, ze které plyne —1 < z < 1. Tedy
1 1 1 6
1 T 88
= d 2 Zd:/ Tt de = — .
/_1 x/ﬁ(az +y*)dy _1(3+x x 3 T = 10x

Pomoci transformace do polarnich soufadnic najdéte objem télesa omezeného plo-
chami

23. z=a22+4y%, 2*+y’=x, *+y* =2z, 2=0
24.,2::1:2—1—;1/2, z=x+y
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23. Téleso V je uréeno nerovnostmi 0 < z < 22 +y? a z < 22 + y? < 2z. Podle

Fubiniovy véty je
/ dwdy/ dz-/(m2+y2)dmdy,

kde 2 C R? je oblast dana nerovnostmi z < 22 +y? < 2. Jestlize zavedeme polarni
soufadnice © = rcosy, y = rsing, kde r > 0 a —7 < ¢ < m, zjistime, ze oblast
Q) je v téchto novych souradnicich ddna nerovnostmi cosp < r < 2cosy, z nichz

plyne —g <p< g Tedy podle véty o substituci je

2605@ _ 15 (72 15 3 1 45
V= dgp/ — costpodp=—.-=.-. T=—=T.
—7/2 cos ¢ 4 —7/2 4 4 2 32

24. Téleso je uréeno nerovnostmi 2 + 3% < z < x + 3. Tedy podle Fubiniovy véty

je
J oty
:/ da:dy/ dz:/(x+y—x2—y2)dxdy,
Q 2 +y2 Q

2 2

1 1 1

kde Q C R? je ddna nerovnostmi 22 +y? < x4y, neboli (x — 5) + (y — 5) < 3
1

Bude tedy vyhodné zavést polarni souradnice vztahy © = —+4rcosy, y = §+r sin ¢,

kde r > 0 a 0 < ¢ < 2m. V téchto souradnicich je oblast {2 dana nerovnostmi

— — 2 a jakobian zobrazeni

1
0<r<-—-—a0<p<2r. Protoze x +y — 22 —y? =
\/5 ® Yy Y 9

je J = r, plati podle véty o substituci

27 1/V2 9,2
V = d Mdr:z.
7 2 8
0 0

25. Najdéte objem véalce omezeného shora plochou z = f(z,y) > 0, zdola rovinou

z = 0 a z boku pfimou cylindrickou plochou, jejiz prisecik s rovinou Ozxy je oblast
Q.

Regeni: Téleso je uréeno nerovnostmi 0 < z < f(z,y), kde (z,y) € Q. Tedy podle
Fubiniovy véty je
f(@.y)
:/ da:dy/ dz:/f(x,y)dxdy.
Q 0 Q

Najdéte objem télesa omezeného plochami

26.z:x2+y2, z:2x2—|—2y2, y=x, Y==
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27. z=x+4+y, z=2z2y, x+y=1, =0, y=0

28. z=6-—22—y?, z=+/22+4y?

Resent:
26. Dané téleso je urcéeno nerovnostmi 2 + y? < 2z < 2(22 +y?) a 22 < y < x.
Podle Fubiniho véty je

2(z*+y?)
V:// dxdy/ dz://(x2+y2)dxdy,
Q 2492 Q

kde oblast  je dana nerovnostmi 22 < y < x, ze které plyne 0 < x < 1. tedy podle
Fubiniho véty je

1 x 1 3 __ .6
V:/ dx/ (x2+y2)dy=/ 2t T d:v:i.
0 x2 0 3 35

27. Téleso je urceno nerovnostmi zy < z < x4y, x+y <1, x> 0ay > 0. Podle

Fubiniho véty je
r+y
V:/dxdy/ dz://(a:—l—y—xy)dxdy,
Q Ty Q

kde je oblast 2 ddna nerovnostmi zy <z +y, x+y <1,z > 0 a y > 0. Protoze je
y < 1 je prvni z téchto nerovnosti splnéna identicky a oblast lze popsat nerovnostmi
0<y<1l—2xa0<z<1.Z Fubiniho véty pak plyne

V:/Ol dx/ol_x(x+y—fcy)dy:/01 (5’3(1_35)“‘@) dx:%.

28. Te¢leso je uréené nerovnostmi /z2 +y2? < 2z < 6 — 22 — y2. Proto je podle
Fubiniho véty

6—a2—y2
V:// dmdy/ dz://(ﬁ—mQ—yz—\/a:2+y2)dxdy,
Q Q

kde je oblast {2 ddna nerovnosti \/x2? + y? < 6 — 22 — y2. ProtoZe je v nerovnosti
vyskytuji proménné pouze v kombinaci 22432, je vihodné zavést polarni soufadnice
x=rcosp,y=rsinp, kder >0a0 < ¢ < 27m. V polarnich soufadnicich je oblast
Q) uréena nerovnosti r < 6 —r2, tj. 0 < r < 2. Protoze jakobidn zobrazeni je J = 7,
je podle véty o substituci

27 2 32
V:/ dgo/ r(6—r2—7°)dr:—7r.
0 0 3
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Pomoci transformace najdéte objem télesa omezeného plochami

29. 22+ 2 4+ 22 =2az, 2?4y <22
30. (22 +y*+ z2)2 =a®(2* +y* — 2?)

2 2 2\ 2
x Yy z

32. z=a*+9%, 2=2*+9%), sy =0a* 2y=20>, 2 =2y, 2x =y, v,y >0
Reseni:
29. Dané téleso je uréeno nerovnostmi x2? + 3% + 22 < 2az a 2 + y? < z2. Protoze
vznik4 rotaci oblasti 22 + 22 < 2az a 0 < z < z kolem osy Oz, je vhodné pouzit
cylindrické souradnice x = rcosy, y = rsing, z = z, kde r > 0,0 < ¢ < 27 a
z € R. Nerovnosti, které urcéuji téleso v téchto soufadnicich jsou r? + 22 < 2az a
0 < r < z. Protoze jakobidn této substituce je J = r, je podle véty o substituci

2m
V:/ dcp//rdrdz:%r//rdrdz,
0 Q Q

kde oblast (2 je definovana nerovnostmi r?+22 < 2az a 0 < r < z (nakreslete si tuto
oblast). Tento integral lze najit pomoci polarnich soufadnic r = pcos@, z = psin6,

kde p > 0 a —g <0< g (protoze r > 0). Oblast Q je urcena nerovnostmi

0 < p < 2asinf a cosf < sinf, ze kterych plyne % <0< g Protoze jakobian této

substituce J = p, plyne z véty o substituci

/2 2a sin 0 16 /2
V:27T/ dH/ p2c039dp:—7ra3/ sin® 0 cos 0 d0 = ma®.
/4 0 3 w/4

Vsimnéte si toho, ze jsme pii vypoctu integralu zavedli dvakrat polarni souradnice.
To jsme ale mohli udélat také tak, ze bychom hned na zacatku pouzili souradnice
sférické.
. ’ ’ . ’ ’ Ve 2 2 2 2 2 2

30. Oblast je omezena plochou, ktera vznika rotaci kiivky (ac +z ) =a (33 —z ),
x > 0 kolem osy Oz. Proto je vyhodné pouzit cylindrické soutadnice x = r cos ¢,
y =rsinp, 2z =z, kder > 0,0 < ¢ < 21 a z € R. V téchto souradnicich je
téleso urceno nerovnostmi (r2 + 22)2 < a? (7"2 — 22). Protoze J = r, je podle véty o

substituci )
V:/ d(p//rdrdz:%r//rdrdz,
0 Q Q

kde oblast  C R? je definovdna nerovnostmi (r2 + z2)2 < a? (7“2 —2%) ar >0.
V tomto integralu je vhodné zavést opét polarni souradnice (srovnej priklad 15).
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Ozna¢me r = pcosf a z = psinf, kde p > 0 a —g <0< g Po této substituci

7r s
dostaneme nerovnost p? < a? cos 260, ze které plyne 1 << 1 Protoze jakobian

pouzité substituce je J = p, plyne z véty o substituci
w/4 av/ cos 20 2 w/4 3/2
V:27r/ dO/ p*cosfdp = —a3/ (00529) cos6df.
—m/4 0 3 —m/4

Ze vztahu cos20 = cos?6 — sin?f = 1 — 2sin? 0 plyne, Ze pro vypocet tohoto
integralu je vhodna substituce sinf = y. Pak je totiz cos 0 df = dy a

p 1/v2

V:—Wag’/ (1—2y2)3/2dy.
3 _1/\/5

Integraly tohoto typu lze Fesit substituci v/2y = sin ¢. Po této substituci dostaneme

_\/5 3 K V2 33 1 m? 3

V=—ma cos“pdp=——ma"----T=—=a
3 I T 2
R VO x
31. T¢leso je definované nerovnosti | — + 72 + — | < —.Z tvaru této nerovnosti
a

2

c h

se zda, ze by bylo vhodné zavést eliptické soutradnice. Protoze se na prava strané
této nerovnice vyskytuje proménna z, bude vyhodnéjsi zvolit zobrazeni x = ar sin 6,

y =brcosfcosp a z = crcosfsinp, kde r > 0, —g <0< g a0 < ¢ <27 Nase

. a . w1 v T
nerovnost ma v téchto soufadnicich tvar 0 < 3 < 7 sin 6, z néhoz plyne 0 < 6 < 5"

Protoze je jakobian této substituce J = abcr? cos 6, plyne z véty o substituci

27 /2 (ah"1sing)t/3
% :abc/ d<p/ dH/ r? cosfdr =
0 0 0
2

2 w/ 2
:2_7rabc/ sin@cos&d&zfabc.
3 h 0 3 n

32. Dané téleso je definované nerovnostmi 22 +1? < z < 2(2% +4?), a® < zy < 2a?,
0 <z <2yal<y<2x. Podle Fubiniho véty tedy plati

2(a®+y?)
V:// dxdy/ dz://(x2+y2)d:vdy,
Q x2+92 Q

kde oblast  je definovana nerovnostmi a? < 2y < 2a%, 0 <z <2y a 0 < y < 2z,

1
neboli a? < xy < 2a?, 3 < Yy < 2ax >0,y > 0. Proto je vyhodné pouzit
x
1
proménné u = xy a v = ¥ (viz piiklad 20). ProtoZe a? < u < 2a2, 2 <v <2,
x

J_lzdet<u$ u“) :2—y:2v
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vz . 2 U 2 3 v . .
a z defini¢nich rovnic plyne z° = — a y* = uv, dostaneme pomoci véty o substituci
v

2q? 2 2q2 2
1
V:/ du/ (E—kuv)%:—/ udu/ (1+v_2)d1):9a4.
a2 1/2 v 2U 2 a2 1/2 4

33. Najdéte objem rovnobéznosténu omezeného plochami a;x + b;y + ¢;z = *h;,
i=1,2,3, jeli

a; b
A = det ag bg Co 7£ 0.
az bz c3

Reseni: Téleso je uréené nerovnostmi —h; < a;x + by +c;z < hi, i = 1, 2, 3. Proto
je vyhodné zavést proménné u; = a;x + b;y + c;z. Nerovnosti, které definuji téleso
jsou v téchto souradnicich —h; < u; < h;. Protoze pro jakobian pouzité substituce
plati

6U1 8U1 8’&1
Jor 0y 0z
by ¢
o o o ai 1 1
J~1 =det 6:;2 5;2 6?22 =det | as by co | =4,
8U3 au:z, 8U3 as b3 €3
or Jdy 0z

je podle véty o substituci

1 [ ha ha 8hqhohs
vz_/d/d/d:_.
A Jony S e T T
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Cviceni 17
PouZiTi DVOINYCH A TROJNYCH INTEGRALU V MECHANICE A FYZICE

Necht je Q deska, ktera lezi v roviné Oxy a kterd ma hustotu p = p(x,y). Hmotnost
M desky €2 urcime ze vztahu

M://Qp(x,y)dxdy. (1a)

Vv v

1 1
S . 2
To = M//pr(x,y)dxdy, Yo M//Qyp(.r,y) dx dy (2a)

vvev

Momenty setrvacnosti I, a I, desky € vzhledem k soufadnicovym osdm Oz a Oy

jsou
I = // ypla,y)dedy, I, = // w?p(x,y) drdy. (3a)
Q Q
Pro p =1 ziskdme geometrické momenty setrvacnosti.

Necht téleso zaujima objem V a jeho hustota je p = p(z,y, z). Hmotnost M télesa

je
M:/// p(z,y,z)drdydz. (1b)
%
—i/// (2,y.2) dedyd
SBO—M pr r,y,z)draydz

Yo = %///v yp(z,y, 2) dzdydz (2b)

71
20 = — zp(x,y,z)dedydz
M v

Vv

Vvoev

Momenty setrvacnosti vzhledem souradnicovym rovinam se nazyvaji integraly

Iy = /// 2p(z,y,2)drdydz
%

I, = /// y2p($7y7’z) dzdydz
%

I, = /// 22 p(z,y, 2) de dy dz
%
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Moment setrvacnosti telesa vzhledem k ose I se nazyva integral

I = /// p(z,y,2)dedydz, (3b)

kde 7 je vzdalenost bodu [z;y; z] télesa od osy l. Specidlné pro soutadnicové osy
Ozx, Oy a Oz plati

I, = /// (v* + 2%)p(z,y, 2) dzdy dz = Ly + L.
v +

I, = /// (2% + 2°)p(z,y, 2) dedydz = Iy + L.
% +

I, = /// (% +v°)p(z,y, 2)dedydz = L. + I,
v +

Moment setrvacnosti vzhledem k pocdtku souradnic se nazyva integral

1%

Newtonuv gravitacni potencidl télesa v bodé P = [z;y; 2| se nazyva integral

Uy, 2 // 08D g apac.

kde r = /(€ —2)2 + (1 —y)? + (( - 2)2.
Hmotny bod s hmotnosti m, ktery se nachazi v bodé P = [z;y; 2] je pfitahovan
télesem s hustotou p silou F' = (Fx, F,, FZ),

F—kmg—g—km/// §77C dfdnd(
By =k —km//[;ﬂ(f,n,é)nrgydﬁdnd{

Fzzkm%—g —k:m///vp(&n,C)C

Vv

1. ay=2%, 24+y=2a; a>0
2 2
x v

2. ¥+b_2_1’ x>0,y>0
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3. m2/3+y2/3 =a?3; >0, y>0
4. (ac2 +y2)2 = 2a233y; z>0,y>0
5. r=a(l4+cosy), p=0
Reseni: )
1. Oblast Q je uréena nerovnostmi z? < ay a x + y < 2a neboli r <y <2a-—uz,
a
ze které plyne —2a < x < a. Podle Fubiniho véty je

a 2a—x a 212'2 9
M:// dxdy:/ dm/ dy:/ (2a—x——)dx:—a2.
Q —2a z2/a —2a a 2

Protoze

a 2a—x a xz 9
R R e
Q —2a z2/a —2a a 4
2a—x a 4
//ydxdy_/ dx/ ydy = = / (4@2—2ax+x2—x—2) d:E:%CL?’
2a z2/a —2a a 5%

vvev

jsou souradnice tézisté xp = —5 ayr = 5 a.

2. V tomto pripadé je vhodné zavést eliptické souradnice x = ar cos ¢, y = brsin .

0
V téchto soufadnicich je oblast €2 urcena nerovnostmi 0 < r < 1la 0 < ¢ < 5"
Protoze jakobian zobrazeni je J = abr, je

/2 1
M://dxdy:ab/ dgp/ rdr= " ab
Q 0 0 4
/2 1 a2b
//:dedyzazb/ Cosgodgo/ r?dr = —
Q 0 0 3
/2 1 ab?
//ydxdy:abQ/ singpdgp/ r?dr = —.
Q 0 0 3

4a 4b
Tedy soutadnice tézisté jsou xp = — a ypr = —.

3T 3T

3. Danou oblast popiseme jednoduse pomoci soutadnic r a ¢, které jsou defino-
vané rovnostmi z = rcos® ¢ a y = rsin®¢. V téchto soufadnicich je oblast dana

. 7T v . .7 v ’ z *
nerovnostmi 0 < r <aal < < 5" Protoze jakobidn uvazovaného zobrazeni je

J = 3rcos? psin® ¢, je podle véty o substituci

71’/2 a 3
M:// dxdyzS/ cos2gosin2g0d<p/ rdr = — ma®
Q 0 0 32
/2 a ]
// xdxdy:?)/ cos3gosin2<pdg0/ r?dr = — a®
Q 0 0 105
/2 a ]
// ydxdyzB/ cos2<psin3g0dg0/ r?dr = — a?
Q 0 0 105
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256a
3157
4. V tomto pripadé je vyhodné zavést polarni soutadnice z = rcosy, y = rsin p.

2 < a’sin2p, 0 < p < g

Tedy soutadnice tézisté jsou xp = yp =

Oblast €2 je v téchto souradnicich dana nerovnostmi r

Protoze jakobian zobrazeni je J = r, plyne z véty o substituci

/2 ay/sin2¢ a2 [7/2 a2
M:// dxdy:/ dgp/ rdr:—/ sin2¢pdp = —
Q 0 0 2 Jo 2

/2 2+/sin 2¢ a3 /2 3/2
//xdxdy:/ dgo/ T2COSg0dT:—/ (sin2g0) cos pdyp
Q 0 0 3 Jo

w/2 24/sin 2¢p a3 w/2 3/2
// ydxdy:/ dgp/ r? sin pdr = E/ (sin2gp) sin pdep
Q 0 0 0

™
Abychom nasli posledni integraly zavedeme novou proménnou v = ¢ — 1 Pak je

sin 2 = sin (2¢+ 2> = cos 2y = 1 —2sin” ¢, cos p = cos <¢+ 4> = —\/5 (cosv
1
sin ) a sin ¢ = sin <w + %) = ﬁ (sin) + cos ). Funkce (1 — 2sin? w)g/

?sin VY je
lich4, a proto

/4 9
/ (1—25in2w)3/ sinydy = 0.

—7/4

Oba hledané integraly jsou proto rovny
2 71'/4
gaz)’/o (1—2sin2¢)3/2008¢d¢,

kde jsme vyuzili toho, Ze integrovana funkce je suda. Jestlize v tomto integralu
zavedeme novou proménnou vztahem sin vy = y, dostaneme integral

2 1/v2
£ a® (1 — 2y2)3/2 dy .
3 0
. , . o r . , e .
Tento integral lze Tesit substituci y = —= singp. Po této substituci zjistime, ze

V2

hledany integral je roven

7r
Tedy soutadnice tézisté jdou xp = yp = 3 a.
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5. Oblast Q2 je v polarnich soufadnicich z = rcosy, y = rsin ¢ dana nerovnostmi
0<r<a(l+cosy)ald < <. Protoze jakobidn J = r, plyne z véty o substituci

T a(l+cos @)
M://dxdy:/ dgp/ rdr =
Q 0 0
3 2

a? [
:—/ (1+2008g0+005290)dg0:—7m
2 Jo 4

™ a(1l4-cos ¢)
//xdxdy:/ dgp/ r? cos pdr =
Q 0 0

a® (" 3 5 3
:E/ (1 + cos ) cosgpdg0:§7m
0

0 a(1l4cos @)
//ydxdy:/ d(p/ r?singdr =
Q 0 0

ad (7 4
:E/ (1—|—cosg0)381ng0dg0:§a3.
0

5 16
Tedy soutadnice tézisté jsou xp = 5 aayr = 9r a
T

Vvev

6. NaJdete soufadnice tézisté kruhové desky x? + y? < a2, je-li jeji hustota v bodé
= [x; y] Gmérna vzdalenosti od bodu A = [a;0].

Reéen{: Hustota bodé [z;y] je ddna vztahem p(z,y) = ky/(x — a)? + y2, kde k je
konstanta imérnosti. Zavedme soufadnice x = a —rcosp, y = rsinp, kde r > 0 a
—m < ¢ < 7. V téchto soutadnicich je hustota p = kr a kruhova deska je urcena

T s
nerovnostmi 0 < r < 2acosy a —3 <p< 5" Protoze jakobian zobrazeni je J = r,

plyne z véty o substituci

2acoscp
M = // :r;ydacdy—k:/ dgo/
—7/2

——ka/ oS gpdgo-—k:a
3 —7/2

/2 2a cos @ 32
// xp(m,z)dxdy:k/ dgo/ r?(a —rcosg)dr = — == ka*
Q —7/2 0 45
/2 2a cos @
// yp(:z;,z)dxdy:k/ dgo/ r3sinpdr =
Q —7/2 0

™
:4k’a4/ / cos? psinpdp =0.
—7/2

a
Tedy souradnice tézisté jsou xp = 5 ayr =0.
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Najdéte momenty setrvacnosti I, a I, vzhledem k osam soufadnic Ox a Oy ho-
mogenni oblasti omezené kiivkami (hustota p = 1)

7. (x—a)?+(y—a)=d*, 2=0,y=0; 0<z<a
8. r=a(l+cosyp)
9. zy=a® zy=2d% x=2y,2c=y; x>0,y>0

Reseni:
7. Oblast € je uréena nerovnostmi (r —a)?+ (y—a)? >a?>,0<xr<aal<y<a,

z nichz plyne 0 < y < a — y/z(2a—x), 0 < © < a nebo = < a — \/y(2a — y),
0 < y < a. Podle Fubiniho véty je

a—y/z(2a—1)

Iy://ﬂxzdxdy:/oa dz / xzdy:/oax2<a— 120 2)) =

0
4 a 16 —
:a__/ 2?\/a?2 — (r —a)?2dx = 0 57Ta4
3 ), 16
Vy(2a—y)

Ix:// yzdxdy:/ dy / yide =1,.
Q 0 /

8. Oblast (2 je v polarnich soufadnicich x = r cos ¢, y = r sin ¢ definovana nerovnos-
tmi 0 <r < a(l+cosy) a —m < ¢ < 7. Podle véty o substituci je

. a(l4+cos )
I —// >dzd —/ d / % cos? pdr =
y = xodrdy = %) r? cos” pdr =
Q - 5
at [T 49
— 1 4 2 do = — 4
1 /_ﬂ( + cos )~ cos” pdp 35 ¢
. a(1l4-cos @)
Ix:// yzdxdy:/ dep / r3sin? pdr =
Q - o
4.7 21
= az (14 cos p)*sin® pdp = 3 mat

—Tr

1
9. Oblast  je uréena nerovnostmi a® < zy < 2a%, x >0,y > 0 a 3 < J < 2aje
x

symetrickd vzhledem k zdméné x < y. Proto je I, = I,. Z nerovnosti, které urcuji
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C ey s . , , N Y >
plochu je vidét, ze je vyhodné zavést nové proménné u = zy a v = =. Protoze v

téchto soufadnicich jsou nerovnosti, které uréuji oblast a? < u < 2a? a 3 <v <2,

y? = uv a pro jakobian plati

2
ledet<uw uy) :—y:2v,

Vg Uy

plyne z véty o substituci
1 2a2 2 9
Im://gfda:dy:—/ udu/ dv==a*.
Q 2 a? 1/2 8

10. Najdéte polarni moment Iy = // (x2 + y2) dx dy plochy S, ktera je omezena
S

kiivkou (z? + y2)2 =a?(2? — y?), z > 0.
Reseni: V tomto pi¥ipadé je vyhodné pouzit poldrni soufadnice x = rcosyp, y =
T

rsin . V téchto soufadnicich je oblast  uréena nerovnostmi 72 < a? cos 2¢, 2 <

p < % Podle véty o substituce tedy je

_—” a~/cos 2¢ a4 _—” -
Ioz/ dep / r3dr = — cos®2pdp = = a*.
—7/4 4 —7/4 8

11. Dokazte vztah I; = I, +Sd?, kde I; a I}, jsou momenty setrvac¢nosti rovinného
homogenniho obrazce s obsahem S vzhledem ke dvéma rovnobéznym osam [ a lp,

Resenid: Necht je ax + by + ¢ = 0 rovnice osy I a ax + by + ¢z = 0 rovnice osy Ir.
Protoze osa lp prochézi tézistém, tj. bodem [:I:T; yT] , je cp = —axp — byp. Protoze
2
(axo + byo + c)
a? + b?

kvadrat vzdalenosti bodu [xo; yo} od pfimky ax + by + ¢ = 0 je

Y

2 2
je d? = (aa:T +byr + C) = (C _ cT) Protoze plati
J a2 + b? a4 b2 P

S://dxdy, :I:T:l//a:dxdy, yT:l//ydxdy
Q S JJa S JJa

al; = // d*(z,y) dz dy, kde d?(x,y) je vzdalenost bodu [z;y] od osy I, je
Q

2 b _ 2
[l:// (az + by + ) dxdy:// (az + by + cr + (¢ — cr)) dudy —
Q Q

a2+b2 a2_|_b2
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2
b _
:// (aa:+ y+CT) drdy — 2 ¢ CT// ax+by+cT)d:cdy+
Q

a2—|—b2
(c—c
" +€2 // drdy = I, +d*S,

protoze // (aw + by + CT) dedy =S (amT + byr + cT) =0.
Q

2 2

12. Rozlozeni tlaku na plose x_z + ¥y
a? b2
Urcete stiedni tlak na tuto plochu.

22 g2
< 1 je dano vztahem p = pq - (1 - - —2)
a b

g F
Reseni: Stiedni tlak je dan vztahem p = 5 kde S = / / dx dy je velikost plochy
Q

QalF = // p(z,y) dxdy je sila na tuto plochu. Pro vypocet je vhodné pouzit
Q

soutadnice x = ar cos ¢, y = brsin . Protoze jakobian tohoto zobrazeni je J = abr
a oblast () je dana nerovnostmi 0 <r <1 a0 < ¢ < 2m, je

2m 1
S://dxdy:ab/ dgo/ rdr = mab
Q 0 0
27 1 -
F= [[ v dedy=atp [ o [ r(1-r?)dr =T abpo
Q 0 0 2

DPo

5

0|~

Tedy p =

13. Najdéte hmotnost télesa z2 + y2 4+ 22 > 1, jestlize se jeho hustota méni podle
vztahu p(z,y, z) = po exp [—/{:\/9&2 +y2 + zz], kde pg a k jsou konstanty.

Resend: Hmotnost télesa V uréime ze vztahu M = /// p(z,y,z)drdydz. V nasem
%

pripadé bude vyhodné zavést sférické souradnice x = rcosf cos ¢, y = r cosfsin
a z = rsinf. Protoze jakobian tohoto zobrazeni je roven J = r? cosf a téleso V je

7 7
dano nerovnostmi r > 1, —3 <f< 5 @ 0 <y <2m,je

27 /2 0o
M = /// p(x,y,z)drdydz :po/ dgo/ COSHdG/ r2e *dr =
1% 0 —m/2 1

22 2N\ .17 12 2\ _,
:4WPO[_(?+E+E)G }1 :47TPO(E+E+F>G .
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2 2 2
14. =4 Y _Z

=" z=c¢
a? b2 27

15. z=2+y?>, 2 +y=a,2=0,y=0, 2=0

16. x2:2pz,y2:2px,x:§,z:0

2 2 2
17. & +Z2+Z —1,2=0,y=0, 2=0
18. 22 +22=ua ,y2+z2:a2; z>0

19. 22+ =22, 2 +y=12

Reseni:
2 2 L2
14. Protoze jde o mnozinu, ktera je urCena nerovnostmi — + = < - a0 <z <g,
je vyhodné zavést soutradnice = arcosp, y = brsinp a z = z. Jakobian tohoto
;. v. . o« . z

zobrazeni je J = abr a mnozina je urcena nerovnostmi 0 < r < —, 0 < z < c a
0 < ¢ < 2. Protoze je téleso symetrické pfi zrcadleni podle rovin x =0 a y = 0,
tj. neméni se pii transformacich (x,y,z2) < (—z,y,2) a (x,y,2) < (x,—y,2), je
xr = yr = 0. Protoze

27
M = /// dxdydz—ab/ dgp/ dz/ rdr—wab/ c—2dz——abc
0
27
///zdxdydz-ab/ dgp/ dz/ rzdr—wab/ C—Zdz——abc
0

) 3
je zT:Zc.

15. Jednd se o téleso uréené nerovnostmi 0 < z < 22 +3%, 0 <y < a— 1z a
0 < x < a. Protoze je téleso symetrické vzhledem k transformaci (z,y, z) < (y, z, 2),
je yr = xp. Protoze

a a—x x2+y2 a4
M:///da:dydzz/ dx/ dy/ dz = —
v 0 0 0 6
a a—x :U2—|—y2 CL5
///xd:z:dydz:/ dx/ dy/ xdz:ﬁ
7a®
dedydz = d d dz = —
R R e

2
TedyacT:yT—gaazT—%a
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2 2
16. Té€leso je dano nerovnostmi 0 < z < o a g— <z < g, ze které plyne —p <
D p
y < p. Tedy

p3

P p/2 a? /2p
M:///dxdydz:/ dy/ dx/ dz = —
v -p y?/2p 0
p p/2 «? /2p P
///a:d:l;dydz dy dw/ rdz = —
1% 0

—p y2/2p 72

4

p p/2 «? /2p P
zdmdydz:/ dy/ dx/ zdz =
///V —p y2/2p 0 ].]. 64

7
Tedy zp = R vr= 0azr= T76 P

17. Zde je vyhodné zavést soutadnice x = arcosfcosy, y = brcosfsinp a z =
crsin 6. Jakobian tohoto zobrazeni je J = abcr? cosf a téleso V je v téchto sourad-

nicich uréeno nerovnostmi 0 <r < 1,0 <6 < g al<p< g Tedy

M = /// dxdydz—abc/ dgo/ cos@d@/ r dr——abc
///J;d:cdydz—a bc/ cosapdgo/ oS 0d9/ r dr-—ach
% 0
/2 /2 T
///ydxdydz:ab2c/ singpdgp/ cos29d9/ r3dr = — ab?c
% 0 0 0 16
/2 /2 1 -
///zdxdydz:abCQ/ dcp/ cos@sianG/ r3dr = — abc?
% 0 0 0 16

B 3 b 3
a$T—§aayT—§ ,ZT—gc-
18. Téleso V je uréeno nerovnostmi —va2 — 22 < z < Va2 — 22, —va? —22 <
y < Va?—22 a0 < z < a. Protoze je symetrické podle rovin z = 0 a y = 0, je

xr = yr = 0. Protoze

/a2 _ 52 /a2 _ 22

M:/// dxdydz:/ dz / dy / dm:4/ (a2—z2)dz:§a3
% 0 0 3

—Ja2—z2 —VaZ_52
/a2 _ 42 /a2 52

///zd:l:dydz:/ zdz / dy / da::4/ z(az—zQ)dzza‘l‘
% 0 0

—va2—z2 —v/a2—z2
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) 3
e zr = —a.
Je zr 3
22 4 92
19. Téleso V je urceno nerovnostmi

< z < = + v, ze kterych plyne z2 +

y? < 2x + 2y, neboli (z — 1)? + (y — 1)? < 2. Proto je vhodné volit soufadnice
x =1+4+rcosp, y =14 rsingp, ve kterych je téleso V definovano nerovnostmi
2

1+r(cosgo+sing0)+% <z<2+47r(cosp+sing), 0 <r<v2a0<¢p<2m.
Protoze jakobian tohoto zobrazeni je J = r, dostaneme

o V3 2+7r(cos p+sin @)
M:///da:dydz:/ dgp/ rdr / dz=m
1% 0 0
14+7(cos p+sin p)+r2/2
o 3 2+7r(cos p+sin @)
///xdxdydz:/ dgo/ (14 rcosy)dr / dz=mn
v 0 0 14+7(cos p+sin p)+r2/2
o V3 2+7(cos p+sin @)
///ydxdydz:/ dgp/ r(1 4 rsing)dr / dz=m
v 0 0 14+7(cos p+sin p)+r2/2
2-+7(cos p+sin @)

27 \/5 5
///zdwdydz:/ dgo/ rdr / zdz= -7
v 0 0 3

14+7(cos p+sin p)+r2/2

5
Tedy soutradnice tézisté jsou xp =yr =1a zp = 3

Najdéte momenty setrvacnosti vzhledem k souradnicovym rovindm homogenniho
télesa, které je omezené plochami

20. 24+ Y1221, 2=0,y=0,2=0
a b ¢

21. 2—2+Z_§+'z_2:1

22.Z—z+z—z:i_z7z_()7z_c

23.x—2+y_2+£:1,x_2+y_2:33

24. (w_2+y_2+ﬁ)2:fv_2 vz
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20. Jedna se o tyFsten — + % 42 <1, 2>0,y>0az>0. Abychom ziskali
a

mnozinu, kterd nezavisi na konstanctéch a, b a ¢, zavedeme nové proménné r = af,
y = bn a z = ¢(. Jakobidn tohoto zobrazeni je J = abc a nerovnosti, které definuji
téleso V jsou v téchto soutadnicich £ +n+ (¢ <1, >0, 7> 0a (> 0. Momenty
setrvacnosti k souradnicovym rovinam najdeme ze vztaht

1-¢—n

Iyzz///V:chxdydz:a /df/lfdn / £2d¢ =

/d&/lE (1—€—n)dy f © 21— g e =

1=n ab3c
1. ///y dxdydz—abc/ dn/ d¢ / n?d¢ = — 50

1—¢—
1-¢ 3
Iy = ///z dzdydz = abé® / dg/ de / C2dn_ “gg

21. Zavedeme soutadnice x = ar cosf cos ¢, y = br cosfsinp a z = crsin 6. Protoze
jakobidn tohoto zobrazeni je J = abcr? cos @ a vnitiek daného elipsoidu je definovan

nerovnostmi0<r<1,—g<9<ga0<<p<27r,je

2m w2 1
Iyzz/// :Ededydz:agbc/ COSQQOng// cos30d9/ 7°4dr:4—ﬂa3bc
% 0 —7/2 0 15
I, = dedyds = 2T abPec
mz—///vy xyz—1—5a
4dr
Iwy:///vz dxdydz—ﬁabc

22. Kdyz zavedeme bezrozmérné soutradnice £, n a ( vztahy r = a&, y = bna z = c(,
je dand oblast definovdna nerovnostmi &2 + n? < ¢2 a 0 < ¢ < 1. Jakobidn tohoto
zobrazeni je J = abc. Jestlize nyni zavedeme cylindrické souradnice & = rcos p,
n =rsing a ( = (, je téleso urcené nerovnostmi 0 < r < ( < 1lal < ¢ < 27.
Protoze jakobian posledni substituce je J = r, plati

27 1 ¢
Iyzz/// :z:zdxdydz:agbc/ cos%@dgp/ dC/ r3dr =
% 0 0 0

1
:%ag’bc/o ¢lde = 2”—0 a’be

27 1 ¢
I, :/// y?>drdydz = ab3c/ sin2g0d<p/ d(/ r3dr = — abdc
% 0 0 0 20
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27 1 ¢
Imy:/// z2dmdydz:ab03/ gadgp/ dC/ CQTdr:Eabcg’
% 0 0 0 5

23. Zavedme bezrozmérné soutradnice vztahy = = a&, y = bn a z = ¢(. Jakobian
transformace je J = abc a dané téleso je v téchto souradnicich ddno nerovnostmi

4?2+ <1aé®+n? <€neboli —\/1—-62-n2 < (< /1-€2—-n2a

£2 4+ n? < £ Tedy

JiE—p

Imy:/// zzdxdydz:abc?’// dédn / 2d¢ =
1% Q _m
=§abc3 //9(1—52 — %)™ dgan

Vg7

Im:///vyzdxdydz:abg’c//gdgdn / n?d¢ =

-
:2ab3c// n?y/1— €2 —n2dédn
Q
e

Iyz:///Va:Qda:dydz:a?’bc//Qdfdn / €2d¢ =

— /1752,772
:2ab3c// £24/1 — €2 —n2dédn
Q

kde oblast €2 je ddna nerovnostmi 2472 < 1 a £24+72 < ¢ (napt. z ndkresu je vidét,
ze prvni nerovnost je disledkem druhé nerovnosti). Zavedeme polarni soufadnice

& = rcosp, n = rsinyp. Oblast €2 je v téchto soutfadnicich ddana nerovnostmi 0 <
s s
r<lal<r<cospneboli 0 <r <cospa—— < ¢ < —. Protoze jakobian

2 2
transformace je J = r, plati

92 w/2 cos ¢ 3/2 92 /2
Iy == abcg/ dgp/ T(l — 7"2) dr = — abcg/ (1 — |sing0|5) dp =
3 —7/2 0 15 —7/2

4 4 [ s 4 (7 4 2 2 5
5 abc /0 ( sin go) de 5 abc 5 53 595 (157T 16)abc
/2 cos ¢
I, :2ab30/ sin ¢ dy 31 —r2dr
—7/2 0

/2 cos
I,. :2a3bc/ cos® pdyp 31 —r2dr

—7/2 0
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Integral /7’3 V1 —r2dr lze naji naptiklad pomoci substituce 1 — r? = 2t2. Pak

2 + 3r?
dostaneme /7“3\/1—7"2 dr = — —E5T (1—7“2)3/2. Tedy

T ab®c(1057 — 272)

2 /2
I, =— ab? (2 (2+3cos? ) [sing|* ) sin? p dp =
a c/ (2+ 3cos” ) |sin | ) sin® pdy 578

15 —m/2

T a3bc(1057r — 92)

2 7T/2
I, =— a3bc/ (2 — (2+ 3cos® ) |sin g0|3> cos® pdp = 575

15 —7/2

24. V tomto pripadé jsou vhodné soutadnice definované vztahy x = ar cosf cos p,

y = brcostp a z = crsinf, kde r > 0, —g <0< g a0 < ¢ < 27. Jakobian

tohoto zobrazeni je j = aber? cosf a téleso V je uréeno nerovnostmi 7% < cos 26 a
T 7T
0 < ¢ < 2m, ze kterych plyne 0 < r < v/cos 26, ~ <0< 12 0 < ¢ < 27. Tedy

27 /4 Vcos 260
I,, = /// r?dedydz = a3bc/ coszgodgp/ Cos39d9/ rddr =
v 0 —/4 0

w/4
_r a?’bc/ cos® 0((305 20)5/2 do
d —m/4

27 /4 Vv cos 20
I, = /// y?drdydz = abgc/ sin2g0dg0/ cos39d0/ rtdr =
\% 0 —7/4 0

/4
_T ab3c/ cos® 0(cos 29)5/2 do
5 —m/4

27 w/4 Vcos 20
Ixy:/// szxdydz:abcs/ dgo/ sin29c080d0/ rtdr =
1% 0 —7/4 0

w/4
— g abc? / sin? 0 cos H(COS 29) 5/2 dé
—7/4

Protoze cos20 = cos?6 — sin®f = 1 — 2sin? 6, lze pro posledni integraly pouZit
substituci sin # = t. Ta vede k integraliim

w/4 1/V/2
/ cos® G(COS 29)5/2 do = / (1 — t2) (1 — 2t2)5/2 de¢

—7/4 —-1/V2
w/4 1/V2

/ sin? GCOSQ(COS 20) 5/2 df = / 2 (1 — 2t2)5/2 dt
—7/4 —1//2
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sinT

V2

Substituce t = pak dava

w/4 5/2 1 /2
/ cos® 9(cos 29) dd = — / (1 + cos? 7') cos® rdr =
—7/4 2\/5 —7/2

1 15 5 3 1

/ sin? 0 cos Q(Cos 20) df = —— / (1 — cos? 7') cos® rdr =
—/4 2\/§ —m/2

15 L., 15 1
a’be, I, = m2ab3c a I, =
2561/2 2561/2 Y 128V2

A po dosazeni I, = mw2abcd.

Najdéte momenty setrvacnosti vzhledem k ose Oz homogenniho télesa omezeného
plochami

25. z=a22+y?, s+y=+1l,2—y==+1, 2=0
26. x2+y2+z2:2, x2+y2=z2; z>0

Reseni: Dané téleso je uréené nerovnostmi 0 < z < 22 + 9%, —1 <z +y < 1a
—1 <z —y < 1. Podle Fubiniho véty je

$2+y2

IZ:///V(:L'2+y2)da:dydz://Q dz dy / (x2+y2)dz://ﬂ(:1:2+y2)2dxdy

kde oblast €2 je definovana nerovnostmi —1 < z+y <1la —1 < x—y < 1. Posledni

integral najdeme napriklad substituci u = z +y a v = = — y. Z téchto rovnic

u+v U —v
ay =

nerovnostmi —1 <u <1la —1<wv<1. Tedy

1! ! 14
Iz:—/ du/ (u2+v2)2dv:—.
8J_1 1 45

26. Téleso je uréeno nerovnostmi z2 4 32 + 22 < 2 a 22 + 3% < 22. Protoze se jedna
o rotacni téleso, zavedeme cylindrické souradnice vztahy x = rcosy, y = rsinp a
2z = z. Jakobidn zobrazeni je J = r a téleso je uréeno nerovnostmi 7% + 22 < 2,
0<r<zal<p<2rm. Proto je

27
IZ:///(x2+y2)dxdydz:/ dgo// 7’3d7’d2227r// r3drdz,
% 0 Q Q
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kde oblast €2 je ddna nerovnostmi r?+22 < 2a 0 < r < z. Jestlize zavedeme polarni
souradnice r = pcosf, z = psin 6, jakobian je J = p, je oblast {2 ddna nerovnostmi

0<p<+2 0<cosh < sinb, ze kterych plyne % << g Tedy

w/2 V2 4
IZ:27T/ cos® d0/ p4dp:—7r(4\/§—5).
w/4 0 15

27. Najdéte moment setrvacnosti homogenni koule 22 + y? + 22 < R? vzhledem k
jejimu praméru, je-li hustota koule v bodé [z;y; z] tmérna vzdalenosti od stfedu
koule.

Reseni: Protoze je tiloha symetrick4 vzhledem k rotacim kolem pocatku, lze vybrat
za osu libovolnou primku, kterd prochazi pocatkem. Zvolime naptiklad osu Oz.
Moment setrvacnosti vzhledem k této ose je dan integralem

I:// (® +v*)p(z,y, z) de dy dz,
%

kde p(x,y,z) je hustota. V nasem piipadé je p(z,y,z) = k+v/x2+y?+ 22, kde
k > 0 je konstanta. Kvili symetrii je vyhodné zavést sférické souradnice vztahy
x =rcosfcosyp, y =rcosfsiny a z = rsinf. Protoze jakobian tohoto zobrazeni

2

27 /2 R 4
I:k/ dgo/ cos39d9/ rodr = - krR®.
0 —7/2 0 9

Kdyz si uvédomime, ze hmotnost koule je

27 /2 R
M:/// p(x,y,z)d:vdydz:k:/ dcp/ cos@d@/ r3dr = knR*,
v 0 —7/2 0

4
lze psat I = 9 MR?, kde M je hmotnost koule.

je J = r2cosf a koule je ddna nerovnostmi 0 < r < R, T <f< g al << 2m,

Je

28. Dokazte rovnost I} = Ij, + M d?, kde I; je moment setrvac¢nosti vzhledem k

Vv

a je rovnobézna s osou I, d je vzdalenost mezi osami l a I a M je hmotnost télesa.

Reseni: Necht je osa | dana parametrickymi rovnicemi £ = o + nt, kde n je
jednotkovy vektor, tj. plati Hn“ = 1. Protoze vzdalenost d(m) bodu x od piimky
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je déna vztahem d ()= ‘n X ((® — o) x n)|,

I—///d2 da:dydz—///‘nx  — o) xn)‘ p(z) dodyds =

:///V‘nx ((a:—a:T+a:T—a:0)><n)’ p(x) de dydz =

- ///v‘n x ((® — zr) ¥ n))zp(w) dz dy dz+

—1—2//‘}(71, x ((® — @r) x n)) . <n x ((®r — xg) ¥ n))p(w) dzdydz+
—I—///V’nx ((mT—mo)xn))zp(m)dxdydz:ITJer?,

protoze
/// dx dydz =M
///v a:p(a:) drdydz = Mxr
)n x ((®r — xo) X 1 ’ = d je vzdélenost tézisté x od osy .

29. Najdéte moment setrva¢nosti homogenniho valce 22 + y? < a?, —h <z < h, s
hustotou py vzhledem k primce x = y = 2.

Reseni: Ctverec vzdalenosti bodu [z;y; 2] od dané p¥imky je d? = = (22 +y? + 2% —

Wl N

Ty — T2 — yz) Tedy

2
I:/// d2pdxdydz:gpo///(x2+y2+22_gcy—xz—yz)dxdydz.
v v

Pro vypocet integralu je vyhodné zvolit cylindrické souradnice z = rcosp, y =
rsiny a z = z. Jakobian této transformace je J = r a téleso V je uréeno nerovnostmi
0<r<a,0<p<27r, —h <z < h. Z toho plyne

2

h 2w
I = §p0/ dz/ dr/ r(r2+22—T2cosgosingo—rzcosgo—rzsingp)dgo:
~h 0

4 " a2 2 2 2, 2.9
=3P dz 7’(7“ +z)dr:§7rpoah a —I—gh .
—h 0

Jestlize si uvédomime, ze hmotnost vélce je M = 2mpga®h, lze moment setrvacnosti

M 2
psat ve tvaru [ = 3 <a2 + 3 hQ).
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30. Najdéte moment setrvacnosti vzhledem k pocatku souradnic homogenniho
télesa omezeného plochou (mz +y? + z2)2 =a? (m2 + yz), které ma hustotu pg.

Reseni: Mame najit integral

IO :/// po(xQ—f—yz—i—zQ)dxdydz,
%

kde V je téleso definované nerovnosti (332 +y? + 22)2 < a? (x2 + y2). 7 tvaru inte-
grované funkce a oblasti integrace se zda, ze bude vyhodné pouzit sférické sourad-
nice, které jsou definovany vztahy = = rcosfcosp, y = rcosfsinp a z = rsinéf.
Jakobian tohoto zobrazeni je J = r? cos a oblast V je ddna nerovnostmi 0 < r <

acosf, —g << g a 0 < ¢ < 27. Tedy plati

27 w/2 acosf 2 w/2
Iy = po/ d¢/ cosede/ rddr =2 7Tp0a5/ cos® 9 db =
0 —7/2 0 5 —/2

31. Najdéte Newtontiv potencial v bodé P = [z; y; ] homogenni koule £2+7n%+4(? <
R? s hustotou po.

Reseni: Protoze je dany problém sféricky symetricky, bude potencial U funkci pouze
vzdalenosti bodu [x;y; z] od po¢atku. Proto sta¢i najit potencial v bodé [0;0;7]. V
tomto bodé je potencial dan integralem

U =00 = [[[ 5””’0 dg dnd¢ =
Ve =8+ —n?+(z—()?
_ / / / po A dn X
V \/T2—2T§+€2+772+C2
kde pg je konstanta. Vzhledem k oblasti integrace je vyhodné zvolit sférické sourad-
nice vztahy £ = pcosfcosp, n = pcosfsing a ¢ = psinf. (Kdybychom nezvolili
bod [0; 0; ], bylo by tieba zvolit sférické soufadnice, ve kterych by osa O( prochéazela

bodem P. Pak by totiz jmenovatel zlomku mél tvar stejny jako vysSe a dalsi vypocet
by byl stejny.) Po této substituci dostaneme

—Po/szSO/ dp/ p?cos 0 do _
—r/2 \/ P> —2rpsin€—l—r2

ViE—2rp+ 2| "p
—27Tk/ p? [ =27Tpo/ ;(|p+7‘\—|p—7‘\)dp
0 0

P —7/2
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Hodnota tohoto integralu zavisi na tom, zda je » > R nebo r < R. Pror > R je
lp—r|=7r—p,atedy

Naopak pro r < R je
T2 R
U(r)=dmpo | “=dp+ 47rpo/ pdp =
0 T

4 2
=3 mpor? + 2o (R2 — 7‘2) = 2mpo (R2 — %) .

32. Najdéte Newtoniv potencial v bodé P = [z;y; 2] télesa R? < £2+n?+(? < RE,
je-li hustota rovna p = f(r), kde f je zndma funkce r = /&2 + n? + (2.

Reseni: Podobné jako v predchézejicim pi¥ipadé sta¢i najit potencial v bodé P =
[0; 0; r]. Ve sférickych soufadnicich dostaneme

Ro>
P
Ulz,y,z) =2n ; o)~ (lo+rl—|p—r])dp,
1

2
kder = /22 + 42 + 22. Protoze pro 2 < 1je B(|p+r|—\p—r|) =2 apro > 1je
T T T T

2
§(|p+r| —|p—r|) = 2r, 1ze integrovanou funkci zapsat ve tvaru 2f(p) min (p, p?)
Tedy

Ry p2
Ulz,y,2) =4r [ f(p )mln( )dp,
R
kde r = /22 + y2? + 22.

33. Najdéte Newtontiv potencial v bodé P = [0;0; 2] valce €2+ 7% < a?,0 < ( < h,
s konstantni hustotou pg.

Regeni: Potencidl v bodé P = [0;0; 2] je dan integralem

o=l et

Protoze téleso V je ¢ast valce, je vyhodné zavést cylindrické souradnice & = r cos ¢,
n = rsinp a ( = (. Protoze jakobidn je J = r a téleso V je ddno nerovnostmi
0<r<a,0<p<2ral<{<h,je

U:po/:ﬂd(p/oh dz/oa \/ﬁ%z)zz%m/oh( a2+(C—Z)2_‘C_Z‘>d

130




Protoze

2
/\/a2+m2dx:m\/a2+x2—/ v de

VaEt a2
dx
:ﬁ_/ﬁd+/_+
je
h
[ VAT = 5| - V@ T
0
h

+a’In({ — 24+ a2+ ((—2)?)| =
0

1 h—z4+/a?+ (h—2)?
=_((h=2)vVa2+ (h—2)24+2vVa2+ 224+ a*In i
2<( ) ( ) Va2 + 22—z

h
Hodnota druhého integralu / ‘C — z| d¢ je pro z < 0 rovna
0

2

h
/ (C—z)d{zh——hz,
0 2

pro 0 < z < h je
a pro z > h je
Tyto tri vztahy lze zapsat jako

h
| le-elac=
0
Tedy potencial je

U =7po {(h— z)( a?+ (h—2)2 — |h—z|) +z<\/m— |z|>+

h—z+ a2+(h—z)2}

Va2 + 22—z

((h = 2)|h — 2| + 2[2]) .

N | =

+a’In
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34. Jakou silou piitahuje homogenni koule £2 472 +(? < R? s hmotnosti M hmotny
bod P = [0;0; a] s hmotnosti m?

Reseni: Slozky sily, kterou piitahuje koule hmotny bod jsou ddny integraly

ol
— km / / / E +f;0’fljf dn dc) =

F, —km/// €2+n—f dédn)d)Cg/Q
4

kde hustota pg je ddna vztahem M = — mpgR3. KdyZ zavedeme sférické souradnice

& =rcosfcosp, n=rcosfsinyp a ( = rsinf, dostaneme
R w/2 27 3 29 d
F, :k:mpo/ dr/ d0/ T COS TCOsp 903/2 _
0 )2 0 (r?—2arsinf + a?)
R /2 2 3 20 . d
Fy:kmpo/ dr/ d9/ LR CERA =0
0 —7/2 0 7“2 — 2arsinf + a2)
2m .2 9 6 — d
= kmpo / dr / o / r”cosf(rsing —a) 39/02 _
/2 r2 — 2arsinf + a2)

—27rk:mp0/ dr/ r2 cos O(rsinf — a) df

/2 r2 — 2arsinf + a2)3/2

Jestlize v poslednim integralu zavedeme proménnou ¢ = sin 6, dostaneme

/"/2 72 cos O(rsinf — a) do _/1 r2(rt —a)dt

—=/2 (r? — 2arsinf + a2)3/2 S (12 = 2art + a2)3/2 7

Dalsi substituce r? — 2art + a? = 72 vede k integralu

/2 12 cos O(rsinf —a)do Ir=al 7 r(a? —r?)
3/2 552 T o2 )dT=
—7/2 (7’2 — 2arsinf + a2) |r+al a a=T
r a? —r?2  a? —r?
=5 |lr—al—|r+a| - +
2a |r — al I + al

Tedy

k R 2 _ .2 2 _ .2
Fz(a)zwn;po/ r(|r—a|—|r—|—a|—c|L T’+T+r|>dr.
0 r—a r+a



Snadno se presvédéime, ze funkce F(a) je lich4, tj. ze plati F,(—a) = —F,(a). Pro
a> R je

4 a? a?

F.(a) =—

k R AmtpoR® k kM
s :;po/ 42 dr — — mpoR° km m
0

a pro 0 < a < r dostaneme

k a
Fz(a):7T :;po </0 rla—r—r—a—a—r+a—r)dr+

a.

R 4 km M
+ r(r—a—r—a+r+a—r+a)dr :—gﬁpokma:— 7

Protoze je funkce F.(a) lich4, je
_ kmM

al pro |a| > h

ala

F,(a) =

(@) kmM b
R34  pro la| < h.

35. Najdéte silu, kterou pfitahuje homogenni valec 2 +n? < a?, 0 < ( < h's
hustotou pp hmotny bod P = [0;0; z[ jednotkové hmotnosti.

Reseni: Slozky sily, kterou piitahuje valec hmotny bod jsou dany integraly

_ po& d§ dn dg
F:c —k///v (€2+772+(C_Z)2)3/2
_ pon A& dnd¢
Fy_k///v (§2+n2+(g_z)2)3/2

F, _k/// §2+n—:’ dﬁdn)d)cg/z

Kdyz zavedeme cylindrické souradnice & = rcosp, n = rsiny a ( = ¢, dostaneme

h a 27 2
rcospd
Fw:pr/ dg/ dr/ L 9"3/2:
o h T (o)
h a 27 2 o3
résinpd
Fy:kpo/ dg/ dr/ 14 903/2:
0 0 0 (r2—|—({’—z)2)

h a 27
Fo—k d d r¢—zdy
& /0 C/0 r/o (r2+ (¢ — 2)2)3/2
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h a
ok d r(¢ —z)dr _
T ,00/0 C/O (r2+(C—z)2)3/2
_ ST
_27Tl<;p0/0 [ r2—|—(§—z)2]0dc_

_ h (—z _C—z
‘2WWA< TR K—A»K

Prvni integral je

e = VAR = VG - Ve

Integrand ve druhém integralu je vlastné sgn(¢ — z). Proto je pro

—h pro z>h
hoe_ s
/ —d(=<¢ h—2z pro 0 <z<h
0 ‘C—Z|
h pro z <0.

Tuto funkci lze zapsat ve tvaru

hc_z
STF A =1h— 2l —
[ =g nmsl=ta

a tedy

F.(2) =2mpok(Va? + 22 —v/a® + (h—2)? + |h — 2| — \z\)
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Cviceni 18

KRIVKOVY INTEGRAL PRVN{HO DRUHU.

Definice: Po ¢astech diferencovatelnou krivkou C v prostoru R™ (kratce kiivkou)
budeme pro jednoduchost rozumét mnozinu C C R" takovou, zZe existuje lokalné
prosté po ¢astech diferencovatelné zobrazeni ¢ : (a,b) — C, kde (a, b) je interval v R
a pro které je |¢'(t)| = \/92(t) + ©3(t) + - - + ¢2(t) # 0 mimo kone¢nou mnozinu
bodu z intervalu (a,b). Lokalné prostym zobrazenim ¢ : (a,b) — C nazyvame
zobrazeni, pro které ke kazdému bodu ¢ € (a,b) existuje okoli U(t) takové, ze je
funkce ¢ prosté na U (t).

Kazdou takovou funkci ¢ nazyvame parametrizaci krivky C a vztahy z; = ;(t),
i=1,...,n,t € (a,b), parametrickymi rovnicemi krivky C.

Je-li p(a) = ¢(b), fikdme, ze C je uzavrend krivka.

Definice: Je-li f(z1,x2,...,x,) funkce, kterd je definovana na kiivce C s parame-
trizaci ¢ : (a,b) — C, nazyvame Riemanniv integral (pokud existuje)

b
/f(xl,xg,...,xn)ds:/ Fza(t), m2(t), ...,z (2)) | (£)] dt
C a

krivkovym integrdlem prvniho druhu funkce f po kiivce C.

VYZNAM A POUZITI KRIVKOVEHO INTEGRALU PRVNIHO DRUHU.
Krivkovy integral / ds udava délku s krivky C.
Je-li p = p(x,y, 2) hflstota (hustota nédboje) v bodé [x;y; z] kiivky C, pak je celkovéa
hmotnost (ndboj) kiivky M = . p(x,y, z)ds.

Pro souradnice tézisté [xo;yo; zo] této kiivky pak plati

1 1 1
$0=M/C$Pd5, yozﬂ/cypds, ZOZM/Czpds.

Pro statické momenty, momenty setrvacnosti a dalsi fyzikalné zajimavé velic¢iny plati
podobné vztahy jako v pripadé prostorovych téles, jen je tfeba nahradit objemovy
integral kifivkovym integralem prvniho druhu.

Vypoctéte nasledujici kiivkové integraly prvniho druhu
1. /(:c +y)ds C je obvod trojuhelnika s vrcholy [0;0], [1;0], [0;1]
C
2. / y*ds C je oblouk cykloidy
C
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x=a(t—sint), y=a(l —cost); 0<t<2rm

w

/(ac2 +9%)ds C je kiivka
C
x =a(cost+tsint), y =a(sint —tcost); 0<t<27w

4. /my ds C je oblouk hyperboly x = acosht, y =asinht; 0<t <t
C

5. /c <x4/3 + y4/3> ds Cje asteroida 2?3 4 y2/3 = a?/?

6. /c exp <\/W> ds C je hranice konvexni oblasti omezena krivkami
r=a, p=0, p= % ; (r, ¢ jsou polarni soufadnice)

7. /C lylds C je lemniskata (2 4+ y*)? = a*(2® — y?)

8. / xds C je cast logaritmické spiraly
C
r=ae*, k>0, kterd lezi uvniti kruhu r = a
9. / Va2 +y2ds C je kruznice z? +y? = ax
C

ds x
10. /—2 C je retézovka y = acosh —
cyY a

Reseni:
1. Krivka C se sklada ze tii tisecek Cq, Ca, C3, které spojuji vrcholy trojuhelnika.
Jejich rovnice jsou

Ci: z=t, y=0, 0<t<1
Co: x=1—t, y=t, 0<t<1
C3: =0, y=1—-t, 0<t<1

Integral lze psat jako soucet tii integrald pres tsecky Cq, Co a Cs

/(3($+y)d8=/Cl(x+y)ds+/02(x+y)ds+/ (z +y)ds.

Cs
Protoze ds je na téchto kiivkach postupné ds = dt, ds = v/2dt a ds = dt, je
1 1 1
/(:L‘+y)ds:/ tdt+/ \/§dt+/ (1—t)dt =1+2.
c 0 0 0

2. Protoze =’ = a(1 — cost) a y' = asint, je

ds = (a:’)2 + (y’)th = ay/2(1 — cost)dt = 2a

t
sin—’ det.
2
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t
Protoze 0 <t < 27, je ds = 2asin 3 dt. Tedy hledany integral je

27 27
t t
/y2 ds:2a3/ (1 — cost)? sin—dt:8a3/ sin® = dt =
c 0 2 0 2

256 4

= 164 in® 7dr = .
a/OSIIlTT 15(1

3. Protoze 2’ = atcost, y = atsint a 0 <t < 27, je

ds =1/ (x’)2 + (y’)th = atdt

27
/(:c2 + y2) ds = a3/ t(l + t2) = 271243 (1 + 27?2) .
C 0

4. Protoze ' = asinht a 3y’ = acosht, je

Tedy

ds = (:1:’)2 + (y’)zdt = a\/sinh2t+cosh2tdt = aVcosh2tdt.

Tedy

to 3 to
/ ryds = a® / cosh tsinh tVcosh 2t dt = % / sinh 2¢v/ cosh 2t dt =
c 0 0

3

a
3

t 3
[cosh?’/2 215] ° = % (coshs/2 2ty — 1) )
0

5. Parametrické rovnice dané asteroidy jsou z = acos® ¢, y = asin® p, kde 0 < p <
27. Protoze 2’ = —3acos? psiny a 3y’ = 3a sin? pcosp, je

ds = (x’)2 + (y’)2d<p = 3a‘cosgosing0| dp = ga|sin2g0‘ dp

27
/C(:zz4/3 + y4/3) ds = ; a’’? /0 (cos4 @ + sin? go) ’sin 2gp| de.

Jestlize pouzijeme vztahu 1 = (cos2 ¢ + sin® @)2 = cos?* p + 2 cos? ¢ sin? o + sin? o,
vidime, Ze lze psat cos* o +sin*p =1 — 3 sin? 2¢. Abychom se zbavili absolutni

hodnoty, staci si uvédomit, ze je integrovana funkce stejna na intervalech (O, g),
3 3
(g,w>, (7r, g) a <77T,27r>. Tedy lze psat
/2
/(x4/3 + y4/3) ds = 3a7/4/ (2 — sin? 2<p) sin2pdp = 4a7/% .
C 0
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6. Krivka C se sklada ze tii kiivek, které maji v polarnich souradnicich » = r cos ¢,
Yy = rsin ¢ rovnice:

Ci: =0, zx=r, y=0, 0<r<a, ds =dr
Co: r=a, xT=acosp, y=asiny, 0§g0§%, ds = ady
Cs: gozﬁ, = L 0<r<a, ds =dr

4

Tedy dany integral je

/exp(VmQ + y2> ds =

c

= / exp(Vav2 + y2> ds +/ exp(Vaz2 +y2> ds +/ exp(dx? + y2> ds =
Cq Co Cs

a /4 a T
:/ erdr+/ eaadg0+/ erdr:2(ez—1)—|——ae“.
0 0 0 4

7. Tuto kfivku lze jednodusSe popsat v polarnich soutadnicich z = rcosp, y =
rsin . Po dosazeni do rovnice kiivky ziskdme vztah r? = a2 cos 2. Z této rovnosti

) . T T 3m 5w

plyne, e ¢ & (=3 7) 0 (7 )

Abychom usnadnili vypocet, odvodime vztah pro ds v polarnich soutadnicich, tj.
v pripadé, kdyz je kiivka popséna rovnici r = r(y). Pak je x = r(p)cosp ay =
r(p) sin ¢. Protoze ' = r'cosp — rsiny a y = r’sinp + rcos ¢, je

ds =4/ (x’)2 + (y’)2d<p =\/r?+ (r’)2dg0.

sin 2¢
V nasem ptipadé je r = ay/cos2p a r' = —a ———. Ted
prip J 2 m y
adyp

= 2 ! = —
ds 7“—|—(7“)dg0 YT

Protoze |y| = alsin ¢|y/cos 29, je
/4 5m/4
/|y|ds:a2/ ‘singp’dgp—kag/ ’Singp|dgp:
c —m/4 37 /4
/4
:4a2/ sin¢d¢:2a2(2—\/§).
0

8. Protoze kiivka lezi v kruhu s polomérem a, musi platit 0 < r = ae*? < a, neboli
—00 < ¢ < 0. Protoze je kiivka popsana v polarnich soufadnicich rovnici r = ae*% a
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r’ = ake®¥, dostaneme podle pfedchizejiciho piikladu ds = av/1 + k2eX¥. Protoze
x = rcosp = ae®? cos p, je

0
/wds:a\/1+k2/ e?*¢ cos o de.
C —00

Tento integral lze najit integraci per partes. Ta dava vztah

0 1 0 1 [0
/ e?k¢ cos pdyp = {— e*® cos go} + 5% e?*¢ sin pdy =
— 00 — 00

oo 2k
1 2k 0 1 0 2k
:ﬂ+m[e smgp}_w—m _Ooe cospdy,
ze kterého plyne, ze
/0 %0 o0 d 2k
e“"¥ cos = —.
. P T e

Tedy
/ 2ka?\/1 + k2
rzds = ————.
c 1+ 4k2

9. Jestlize pro parametrizaci kfivky pouzijeme polarni soufadnice z = rcosy, y =
s
rsin ¢, ziskdme z jeji rovnice vztah r = acos . Tedy cosp > 0, tj. —3 <p<—

p— 2'
Protoze
ds =1/r2 + (r’)2d<p =adyp,
je
/2
/\/acz—l—des:aQ/ cos pdp = 2a?%.
C —7/2

10. Dana krivka je popsana jako graf funkce. Proto za parametr mtzeme zvolit
x

proménnou x, kterda probihé celou redlnou osu R. Protoze y' = sinh —, je
a

ds =14/1+ (y')zdx: 1+ sinh? 2 dz = cosh £ dz.
\ a a

Z toho dostavame

%ZL/”}mgfm:i/m_;EL_:
a —

c y2 a2 e a? et/a + e—z/a
+
1 [T 2e%/a arctg(em/a) T
a2 /a1 |7 a4 T
— o0
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Najdéte délky obloukt néasledujicich prostorovych kiivek (vSechny parametry jsou
kladné)

11. 2 =3t, y=3t>, 2=2t> od [0;0;0] do [3;3;2]
12. 2 =e lcost, y=e 'sint, z=e ! 0<t<oo
x a. a—=

13. =garcsin—, z=— In
y a’ 4 T a+z

od [0;0;0] do [w0;¥yo; 20]

9
14. (z—y)=alz+y), 2° -y’ = gzz od [0;0;0] do [w0;¥o; 20]

15. 22+ =cz, L =tg~ od [0;0;0] do [zo;¥0; 0]
X C
16. 22 +1% + 22 = a?, /22 + 42 cosh <arctg £> =a od [a;0;0] do [zo;yo; 20]
X

Reseni:
11. Parametr ¢ probih4 interval (0,1) a 2’ = 3, ¢/ = 6t a 2’ = 6t2. Protoze

as= /()" + ()" + ()7 at =3V 4 47 4 ar = (14 20%) at

je
1
s:/ ds:3/ (14+2t%)dt =5.

C 0
12. Protoze derivace soutadnic podle parametru t jsou 2’ = —e “(cost + sint),
y' = —e !(sint —cost) a2z’ = —e”t, je

2 2 2 _t
ds=1/(z/)"+ ()" + ()" dt =e "V3dt.

Tedy

s:/ds:\/g/ e tdt =/3.
c 0

13. Za parametr zvolime proménnou x, ktera bude probihat interval <0, :E0>, kde 0 <

zo < a, nebo (zg,0) pro zg € (—a,0). Protoze y' = . az = a4

Va2 — 22 2(x2 —a?)’

je

ds =1+ (y)" + () do = (1+2(CL;L—_x2)) dz.

Tedy délka dané krivky je pro xg > 0

Zo CL2
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a [*° 1 1 a . a+xg
=x0+ — + dr =290+ - In =y — 20
4 Jo a—r a+x

a pro zg < 0

s—/ds—/ <1+ 2>dx:—x0—glna+xoz—xo+zo.
_x> 4 a_$0

Protoze pro xy > 0 je zg < 0 a pro xg9 < 0 je z9 > 0, lze pro délku krivky psat
s = |ac0‘ + |z0|, kde |x0’ < a.

14. Abychom ziskali parametrické rovnice dané kiivky, zavedeme proménné u =

9
r—vy av = x+y. Pak z rovnic kiivky plyne u? = av a 22 — 3% = uv = 3 22, neboli

2 8
v="2a2= % u3. Tedy parametrické rovnice dané kiivky jsou
a a
2 2
_u"+au _u”—au 2 23/2
T 00 0 YT T 0 P 3V o
V9 2 2u — 2
kde u € (0,uq), up = 8azg/3 Protoze =’ = u2;l—a,y,: u2aaaz’: Fuje
2
ds = u+adua

av/2

/ /“°2u—|—a ud + aug
s= [ ds= = .
2v/2

3 /3
Jestlize do tohoto vztahu dosadime za ug, dostaneme s = 020 [ 8220 + 2 @ .
44/2 a 3zo

15. Abychom ziskali parametrické rovnice dané krivky, zavedeme nejprve cylin-
drické souradnice x = rcosp, y = rsing a z = z. Z rovnic, které definuji kiivku

z r

plyne r2 =cz atgep =tg = =tg — - Jejich feSeni je r = ¢,/p, a tedy parametrické
c c

rovnice nasi kiivky jsou

T=cypcosp, y=cypsing, z=cp,

z . .
kde 0 < ¢ < ¢g = “ . Derivacemi nalezneme ds =
c

4 2
:/cds:g/ (202 + ¢~ 1/2)dg0—2 (3gog/2+2g01/2) (14—%)\/%.

0

16. Abychom nalezli parametrické rovnice kiivky, zavedeme nejprve sférické sourad-
nice x = rcosf cos p, y = rcosfsinp a z = rsinf. Z danych rovnic pak plyne r = a

a r cos f cosh ¢ = a, neboli cosf =

sinf =+/1—cos?20 =

=tghop.
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Tedy parametrické rovnice dané kiivky jsou

x:acosgo, y:asm@’ z=atghy,
cosh ¢ cosh ¢

1
kde 0 < ¢ < o = argtgh@ = §IHG+ZO
a

. Derivovani parametrickych rovnic
a — 2o
kiivky a po tpravach dostaneme

av/2 _2\/—6 do
cosh<p e2e +1°

ds =

Tedy

e2v + 1

s :/c s = 261\/_/@0 L = 2aV/2 ((arctg(e‘po) - %) .

Jestlize misto ¢g prepiSeme tento vztah pomoci promenné 2o, dostaneme po upra-

fch la jednoduchych t
véch (ne zcela jednoduchych) s “farcgm

Vypoctéte kiivkové integraly prvniho druhu po néasledujicich prostorovych krivkach

17. /(m2+y2+22)ds C' je ¢ast sroubovice
c
r=uacost, y=asint, z=5bt; 0<t<2m

18. /x2ds C je kruznice 22 + 9> + 22 =a®, 2 4+y+2=0
C

19. /zds C' je koénicka Sroubovice x =tcost, y =tsint, z=1t; 0<t <ty
C

20. /zds C je oblouk z? +y? = 2%, 4* = azx od [0;0;0] do [a; a;a\/i]
c

Reseni:
17. Protoze @’ = —asint, y' = acost a 2’ = b, je ds = Vva? + b? dt. Tedy hledany
integral je

2m
/(x2 +y2+2%)ds = / (a® + b*t*) Va2 + b2 dt = (3a + 47°b*) Va2 + b2
c 0

18. Nejprve nalezneme parametrické rovnice dané kiivky. Z druhé rovnosti plyne,

7e z = —x — y. Jestlize tento vztah dosadime do prvni rovnosti, dostaneme x? +
2

9 a? - . T\2 3 a
xy +y° = CR Napiseme-li tento vztah ve tvaru (y + 5) + 15 =3 snadno
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2 T a
nahlédneme, Ze feseni téchto rovnic je x = \/; acosp, y + 5 = E sin ¢, kde

0 < ¢ < 27. Tedy za parametrické rovnice dané krivky lze zvolit

\/5 a . a a . a
T =14/=acosy, = —sginpy — —= cosypy, z=———=s8inp — —— cosy,
3 2 Y \/5 2 \/6 ® \/5 2 \/6 2

kde 0 < ¢ < 27. Protoze v nasem ptipadé je ds = adyp, je

2 2 3 o 2 2 3
z°ds=-a cos” pdy = —ma”.
c 3 Jo 3

19. Z derivaci parametrickych rovnic 2’ = cost — tsint, y' =sint +tcost a 2z’ =1
plyne, ze ds = v/2 + t2 dt. Tedy hledany integrél je

to
/zds—/ tV/2+ 2 dt = { 2+t2)3/2] :1<(2+t3)3/2—23/2>.

0 3

20. Danou k¥ivku lze parametrizovat napiiklad rovnicemi z = at?, vy = at, z =
atv/1+ 2, kde 0 < t < 1. Protoze

14 2¢2)2 v/ 8t4 t2 4+ 2
gdt:a 8¢ + 9% + dt

1+ ¢2 V142

ds:a\/4t2+1+

je
/zds—a2/ t\/ 8t 4+ 9¢t2 + dt—a2\/_/ \/5(32 —x—i— da:
0
kde jsme pouzili substituci t2 = x. Protoze x2 + gx + -—=lz+—=] — 17 je
jsme p - 8 T4 16 256"
pro vypocet integralu vyhodné zavést proménnou z = = + 6 Po této substituci
dostaneme
25/16
/zds:a2\/§ V22— Adz,
C 9/16
17
kde A = —. Protoze
256
1
/\/:1:2 —A=3 <:C\/:U2 —A—Aln(z + Va? —A)) )
je
a 25/16
/zds: —[x\/xQ Aln(x+\/ )}
c V2 9/16

17

95 1 4y/
— % (10038 _ 72— 17m 2T 4V38Y
256/2
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21. Urcete hmotnost k¥ivky x = acost, y = bsint, a > b > 0, 0 < t < 27, je-li jeji
hustota v bodé [x; y] rovna p = |y|.

Resend: Hmotnost kiivky je ddna kfivkovym integralem M = / pds, kde p je
C

hustota. Protoze 2’ = —asint a y' = beost, je ds = Va2sin’t + b2 cos2 dt a

27 T
M = / b\/a2 sin? ¢ + b2 cos2t|sint| dt = 21)/ \/a2 — (a2 — b2) cos?t sintdt =
0 0
1
:2ab/ V1-—¢e2z2dx,
1

VaZ — b2
kde jsme zavedli substituci cost = = a oznacili e = — . Protoze
a

/«/1—52$2dx:%<x~/1—e2x2+M> ,
9

je

) 1
M =ab {x\/l—s%-l—%n(sx)} =2b (b—i-g arcsine) )

-1

22. Najdéte hmotnost oblouku paraboly 32 = 2pz, 0 < z < g, je-1li jeji hustota v

bodé [z;y] rovna |y|.

_ 2
Reseni: Parametrické rovnice dané krivky lze psat jako = = 25’ y=1t, kde —p <
p
/M2 t2
t <p.Pak je ds = VP EE dt, a tedy hmotnost kiivky C je
p

p /m2 12 2 P
M:/pds:/|y|d3=/ |t|L dt:—/ tvp? +t2dt =
C C —p b P Jo

_ [3%)@2_{_152)3/2} _ §p2(2\/§—1)'

0

a a
23. Najdéte hmotnost oblouku ktivky « = at, y = 3 2, 2z = 3 3,0 <t <1, jejiz
< 2y
hustota se méni podle vztahu p = 1/ —.
a
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Resend: Hmotnost kiivky C najdeme pomoci kfivkového integralu M = / pds.
c

Protoze ds = av/1+t2 +t4dt je
1
—a/ tvV1+t2+trdt = /\/1—1—$—F:§2dx7
0 0
kde jsme zavedli substituci t2 = . Protoze
1\? 3
Vit+z+22de = r+ =) +-dr=
2 4
_l<2m—|—1 3 2x+1+2\/1—|—m+x2>
= 5 ,

1+x—l—x2+zln

2 2
je
- 1
2 1 3. 2 1+2v1 2
M:g r+ 224224 r+1+ +r+x _
4 2 4 2
L 0
a \/_—|—2
=—-(3V3—-1+
(e ﬁ)

Vvev

[O;a] do bodu [b; h].

- T / x
Reseni: Protoze y' = sinh —, je ds = 1+smh2 dz = cosh —dz. Hmotnost
a a

kiivky C je ddna kfivkovym integralem (p = 1)
b x
M = / ds = / cosh — dz = asinhba .
a

Vv

b b b
/J;ds:/ xcoshfdx: [axsinhf—cﬂcoshf} = absinh — + a? — a® cosh —
I 0 a a alo

a a
b b
2
/yds:a/ coshQEd:c:g/ (1+cosh—x) dx =
0 a 2 Jo a

Yooy

|

b b
<b + a sinh — cosh —) .
a a

cosh(b/a) — 1 h—a
=b— =0
o ¢ sinh(b/a) T h+a

b 1 b b
+ = acosh—— a4

h
7 2sinh(b/a) « WiE R 2
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5 h . b h? — a?
protoze cosh — = — a sinh - = ———.
a a a a

25. Najdéte tézisté oblouku homogenni cykloidy = = a(t —sint), y = a(1 — cost);
0<t<m.

Resend: Hmotnost kiivky C nejdeme jako kiivkovy integral / pds. Protoze p=1 a
c

\/ ay/2(1 — cost) dt—2asm dt
je
g t
M:2a/ sin — dt = 4a.
0 2

Pro vypocet tézisté jesté potiebujeme integraly

T ¢ /2
/xds:2a2/ (t—sint)sinEdt:&Lz/ (rsinT —sin® 7 cos7) dr =
c 0 0

sin® 717?16 9
=—a
3 1o 3

T t T 16
/yds:2a2/ (1—cost)sin—dt:4a2/ sin® —dt a?
c 0 2 0 3

Tedy soutadnice tézisté jsou xp = yp = 3 a.

= 8a? |:—’7' COST +sinT —

26. Najdéte statické momenty S, = / xds a S, = / yds oblouku C' asteroidy
C C
x2/3 4+ y?/3 = a2/3, £ > 0, y > 0 vzhledem k soufadnicovym osam.

Reseni: Parametrické rovnice daného oblouku asteroidy jsou x = acos®t a y =
. 7T v . . / ./ Ve .
asin®t, kde 0 < t < 5 Protoze derivace rovnic, které definuji kiivku, jsou ' =

—3acos®tsint a y' = 3asin®tcost, je ds = 3|costsint‘ dt. Tedy plati

/2 3
Sy:/.rds:?)az/ cos*tsintdt = = a?

c 0 5

3

5

/2
Sm:/yds:3a2/ sin®tcostdt =
C 0

27. Najdéte moment setrva¢nosti kruznice 2 +y? = a? vzhledem k jejimu priméru.

146



Reseni: Jestlize za priimér zvolime osu Oz, je moment setrva¢nosti vzhledem k této
ose dan kiivkovym integrdlem I = [ 3?ds. Parametrické rovnice dané kruznice

c
jsou x = acost, y =asint, kde 0 <t < 27. Protoze ds = adt, je

27
I:/ a’sin? tdt = wa® .
0

28. Najdéte polarni momenty setrvacnosti Iy = / (:U2 + 3%)ds vzhledem bodu

c
[0; 0] nésledujicich kiivek: a) obvodu C é&tverce max {|z|, |y|} = a; b) obvodu C
rovnostranného trojuhelnika s vrcholy v polarnich soufadnicich (a;0), (a;27/3),
(a;47m/3).
Reseni:
a) V tomto piipadé je kiivka slozena ze ¢tyt usecek:

“ 8
Ch:rz=a,y=t; —a<t<a; ds= dt; / (a2+t2)dt:§a3
o 8 3
Co:x=t,y=a; —a<t<a; ds= dt; (a —l—t)dt:ga
o 8 3
C3:x=—-a,y=t; —a<t<a; ds= dt; (a —l—t)dt:ga
o 8 3
Ch:x=t,y=—a; —a<t<a; ds= dt; / (a —I—t)dt:§a
2, .2 2, .2 2,2 2,2 32 3
Tedy In = [ (z°4y*)ds+ [ (x*+y*)ds+ [ (z*+y°)ds+ | (z°+y°)ds = — a”.
Cl C2 C3 C4 3
3 3
b) Vrcholy trojuhelnika jsou A = [a;0], B = —g; \/T_G a C = —g;—\/?— a]
Strany daného trojuhelnika maji rovnice
3 3
Clzx:a—Eat,yzgat; 0<t<1l; ds=+V3adt

V3

3
Co: x:a——at,y:—Tat; 0<t<1l; ds=+V3adt

2
3
,yzia—\/gat; 0<t<1l; ds=+V3adt

a
C3:$z—§ 5

[\
=
w

Pro vsechny tri krivky je /

Ck
3v3
Tedy Iy = %— ad.

1
(z* +y*)ds = \/§a3/ (1—3t+3t*)dt =
0
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29. Najdéte stiedni polarni moment asteroidy z2/2 + y2/3 = a?/3, tj. &slo o > 0
urcené vztahem Iy = s-r3, kde I je polarni moment setrvaénosti asteroidy vzhledem
k pocatku souradnic a s je délka oblouku asteroidy.

Resent: Parametrické rovnice asteroidy jsou z = acos®t, y = asin®t, kde 0 < t <
27. Tedy ds = 3|costsint’ dt a

27
Iy = /(m2 + y2) ds = 3a3/ (cos6 t 4 sin® t) ‘costsint dt =
c 0

27 /2
s:/ ds:3a/ }costsint{dtlea/ costsintdt = 6a.
c 0 0

Podle definice je Iy = srZ, neboli 3a® = 6ar3. Tedy ro =

7

30. Najdéte souradnice t&7isté obvodu sférického trojuhelnika =2 + y? + 22 = a2,

x>0,y>0,2z2>0.

Reseni: Obvod sférického trojthelnika tvoii tii kiivky s parametrickymi rovnicemi
C,: x=acost,y=asint, z=0
Cy: x=uacost,y=0, z =asint

Cr: =0, y=acost, z=asint,

kde 0 <t < g a ds = adt. Tedy obvod trojuhelnika je

S:/ ds+/ ds+/ dszéwa.
Co c, c. 2
/2
/xds:/ :cds—l—/ mds:2a2/ costdt = 2a2.
c C. C, 0

4
Proto je zp = 3—a. Podobné (nebo ze symetrie) bychom nasli yr = zp =
T

Protoze

4a
3’

Vv

31. Najdéte soufadnice t&zisté homogenniho oblouku =z = efcost, y = elsint,
z=c¢el; —co <t <0.
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Reseni: Protoie ac’ = et(cost—sin t) y’ = et(sinH—cos t)az =et je ds = v2etdt.

Yooy

0
/ds:\/i/ et dt =2
C —00
0
/xds:\/i/ e?t costdt
C —00
0
/yd:s:\/i/ e?!sint dt
C — 00
\/_ 0 2t 1
zds = 2/ e“'dt = —
foumaf e

0
e?tcostdt a S = / e?! sint dt nalezneme ze soustavy rovnic,

Integraly C' = /

— 00

ktera plyne integraci per partes:

0 0 10 11
C:/ e“" costdt e?! cost +—/ esintdt ==-+4+=8
oo 2 ) 2 2
0 1 0
S / Zgintdt = { 2t smt] ——/ e?tcostdt = —=C
2/
0 9 0
7 této soustavy plyne, ze C' = / e?costdt = = a § = / elsintdt = —=
—00 d —00
VR 2 1 1
Tedy soutadnice tézisté jsou xp = 5 yr = 5 azp = 3

32. Najdéte momenty setrvacnosti vzhledem k soufadnicovym osadm jednoho zavitu
sroubovice

h
r=acost, y=asint, z=-—t 0<t< 2.
27
y Var2a? + h?
Reseni: Podle vzorce snadno zjistime, ze ds = 2—+ dt. Tedy momenty
7

setrvacnosti jsou

472

VAr2a2 + B2 [T h2
Iz:/(y2+22)d5— TaT / (a sin t+—t2> dt =
c

2 2
:<a_+h )\/477 a? + h?

2 3

47202 + h2 2T B2
]y:/(gg2+z2)d5: mra” ¥ / (a cos t+pt2) dt =
c v
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2 3

VAr2a2 + h2 27
IZ_/(LU +y%)ds = 7T§—+/ a?dt = a®\/4r2a2 + h2?.
c T 0

2 2
:(a_+h )\/477 a? + h?

33. Jakou silou pritahuje hmota M, ktera je rovhomeérné rozlozend na horni ptl-
kruznici 22 + y? = a2, y > 0, hmotny bod s hmotnosti m v bodé [0;0]?

Reseni: Slozky sily F,, a F,, které piisobi na hmotny bod s hmotnosti m v bodé
[; y] jsou dany kiivkovymi integraly

w)
F, = k:m/ 372 ds
— )2+ (n—-y)?)
F, = k:m/ 77 y) 372 ds
— )2+ (n—-y)?)
kde ds = /(d€)?+ (dn)? a p = p(§,n) je hustota. Protoze je kiivka C zadana

parametrickymi rovnicemi * = acost, y = asint, kde 0 < t < m, je ds = adt.
Proto jsou slozky sily v bodé [0; 0] rovny

T t
Fx:kmp/ acos adt =0
0

CL
™ gsint 2%
Fy:kmp/ aSl: adt = —2
0 a a
2kmM
Protoze M = pra, je F, = 0 a F = =
Ta
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Cviceni 19
PLOSNY INTEGRAL PRVNIHO DRUHU (V R3).
Necht ® : O — R3, kde Q C R2, je po &astech diferencovatelné zobrazeni, tj.
mnozina bodu z (), na které nemusi existovat diferencial je kone¢nym sjednocenim

diferencovatelnych kfivek a bodt.
Vétsinou budeme psat zobrazeni ® ve tvaru

Dy (u,v) =z(u,v) =2, Po(u,v) =y(u,v) =y, P3(u,v)==z2(u,v)==z2, (1)

kde (u,v) € Q.
or 0y 0
- | Ou Ou Ou
Necht je A = @ @ %
Jv Ov Ov

Definice: Po édstech diferencovatelnou plochou v R? (kratce plochou) rozumime
mnozinu S C R3, pro kterou existuje mnozina Q C R? a po ¢astech diferencovatelné
zobrazeni ® : ) — S, takové, Ze zminéna matice A ma hodnost 2 aZ na mnoZinu
bodi, ktera je koneé¢nym sjednocenim diferencovatelnych kfivek a bodi.

Kazdou takovou funkce ® nazyvame parametrizaci S a rovnice (1) nazyvame para-
metrickymi rovnicemi plochy S.

Definice: Necht S je po éastech diferencovatelna plocha v R? a f je funkce defi-
novana na S. Plosngm integrdlem prvniho druhu funkce f pres plochu & nazyvame
Riemannuv integral (pokud existuje)

/ F(@) dS = / f o ®(u, v)|n| dudo
S Q
kde ® : © — S je n¢jakd parametrizace plochy S a [n| = y/det(AAT).

Jestlize spocitame |n| dostaneme

//Sf(x’y’z)dsz//Qf(w(u,v),y(u,v),z(u,v))\/Wdudv,

kde



_Oxdr  Oydy 0z0z
F_8u8v+8u8v+8u8v'

Ve specidlnim piripadé, kdyz je rovnice plochy S dana rovnici

z=z(zy), (z,y) €,

kde z(z,y) je jednozna¢na spojité diferencovatelna funkce, je

//Sf(x,y,z)dS://Gf(x,y,z(x,y))\/1+ (%>2+ (g—;)dedy.

VYZNAM A POUZITI PLOSNEHO INTEGRALU PRVNIHO DRUHU.

Plosny integral / / dS udava obsah S plochy S.

S
Je-li p = p(x,y, z) hustota (hustota nédboje) v bodé [z;y; z| plochy S, pak je celkova
hmotnost (naboj) plochy M = / p(x,y,z)dsS.

Pro souradnice tézisté [xo;yo; z0] této plochy pak plati

1 1 1
e — d = — d —_ — d.
To M/SxpS, Yo M/SypS, 20 M/SZPS,

Pro statické momenty, momenty setrvacnosti a dalsi fyzikalné zajimavé velic¢iny plati
podobné vztahy jako v pripadé prostorovych téles, jen je tfeba nahradit objemovy
integral plosnym integralem prvniho druhu.

1. O kolik se lisi plosné integraly // (22 +y* +2%)dS a // (% 4+ y* + 2%) dS,
S P

kde S je kulova plocha 22 + y? + 2% = a? a P je povrch oktaedru |z| + |y| + z| = a,
ktery je vepsan do této kulové plochy?

Reseni: Nejprve najdeme integral pies kulovou plochu 22 +y? + 22 = a?. K parame-
trizaci této plochy jsou vhodné sférické souradnice x = r cos d cos p, y = r cos fsin ¢
az=rsinf, kde r > 0, —3 <f< g a 0 < ¢ < 27. Pro dosazeni do rovnice kulové

plochy zjistime, Ze r = a. Tedy parametrické rovnice kulové plochy z?+y2+2? = a?

jsoux = acosfcosp,y=acosfsinp az = asinf, kde —g <0< 5 al<p<2m.

Tecné vektory ke kulové plose jsou

Oor Oy 0z . . .
to = (%,%, %) = (—asinfcos p, —asinfsinp, acosf)

[0z Oy 0Oz

t, = (%,%,%> = (—acosfsinp,acosf cos p,0)
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a normalovy vektor v tomto bodé je
n=t,xty= (a2 cos? 6 cos ¢, a® cos? 0sin v, a? sin 6 cos 9) .
7 toho dostaneme, Ze infinitezimalni element plochy je
ds = ‘n‘ dpdf = a%cosfdepdd.

A protoze na kulové plose je 22 + 32 + 22 = a2, dostaneme

27 /2
// (x2+y2+22) dS:a4/ dcp/ cos 0 df = 4ma’ .
S 0 —7/2

Povrch oktaedru se sklada z osmi ploch, jejichz parametrické rovnice jsou tvaru z =
+a — |z| — |y|. Ve viech téchto piipadech je d.S = /3 dzdy. A Protoze integrovana
funkce 22 +v? + 22 nabyva na téchto plochéch stejnych hodnot, je integral pies cely
povrch roven osminasobku integralu pres plochu z =a —x —y, x > 0, y > 0. Tedy

//p(xz“f+22)d5:8\@//0(902+y2+(a—w—y)2)dxdy,

kde oblast €2 je ddna nerovnostmi x +y < a,z >0ay >0,neboli0<y<z—aa
0 <z <a. Tedy

//7)(x2+y2+z2)d528\/§/ dx/ (x2+y2+(a—x—y)2)dy:2\/§a4.
0 0

Tedy // (:1:2 +y? + 22) ds —/ (:1:2 + 2 + 22) ds = (47r — 2\/§)a4.
S P

2. Vypoctéte // 2dS, kde S je ¢ast plochy 22 4 22 = 2az, a > 0, ktera lezi uvnit¥
S

plochy z = /22 4+ y2.

Reseni: Pfi vypoétu plosnych integrald je prvni a asi nejvétsi problém najit para-
metrické rovnice dané plochy. V nasem piipadé se jedna o plochu danou rovnici
12 +22 = 2az. Jako nejsnadnéji se jevi, vyfesit tuto rovnici vzhledem k proménné z,
tj. psat © = £41/2(2a — z). V takovém pripadé ale musime danou plochu rozdélit na
dvé plochy, konkrétné na plochu, kde x = \/2(2a — 2) > 0ax = —/2(2a — z) < 0.
Pro x = 0 bychom ziskali kiivku, jejiz dvourozmérné mira je rovna nule a lze ji tedy
prii integraci zanedbat. Z rovnic, které definuji plochu, navic plyne, ze 0 < z < 2a.
V tomto pripadé mame tedy parametry y a z a parametrické rovnice jsou r =

+/2(2a — 2), y = y a z = z. Derivovani najdeme te¢né vektory t, = (0,1,0)
a—z

at, = i?,O,l . Normalovy vektor je jejich vektorovy soucin, tj.
2(2a — z
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adydz

2(2a — z)

n=t,xt, = 1,0,iL . Proto je dS = }n|dydz =
2(2a — z)

Srovnejte s vyrazem \/1 + (yg)Q + (z:’v)Q dy dz. Proto lze psat
// _// azdydz +// azdydz
S o V2(2a —2) Vz2@Qa—-2)’

kde oblasti 2., resp. Q_ jsou ddny nerovnostmi y/z2 + 3% < z a x = \/2(2a — 2),
resp. © = —y/z(2a — z). Tyto oblasti jsou v roviné yz stejné, a tedy

//_2// azdydz

s o z2(2a—2z2)’

kde oblast (2 je uréena nerovnostmi y? < 22(z—a) a0 < z < 2a, tj. —/22(2 —a) <
Yy < \/2z(z —a) aa < z < 2a. Proto plati

2z(z a)
2a 2a —
//zd5—2a/ dz / ﬁ/ dy—4a\/_/ 1/2 a
2a—z
22(2 a)

z—a

Abychom nasli tento integral, zavedeme novou proménnou vztahem t? = 5 ,
a—2z

2t2 + 1
ze kterého plyne z = 2 :_1 a. Protoze meze (a,2a) pfejdou po substituci na meze
2at dt
(0,+00) a dz = ¢ 5, ziskame
(22 +1)

00 42 2t2 1
//zdS—8a3\/—/ —+)dt:
t2+1)

—8a\/_/ 5 5+ 5| dt.
t +1 (t2+1)"  (22+1)

dz

400
Integraly typu / ——, kde n > 1 Ize najit pomoci integrace per partes.
o (22+1)

Plati totiz
/+°° dz Lo /+°° 22 dz
- = n _—-—- =
o (22+1)" 0 o (224 1)”le

oo dz oo dz
o (2241 o (22+1)
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7 této rovnosti plyne rekurentni vztah

/+°° dz _2n—1/+°° dz
0 (mQ + 1)”“ 2n J, (3:2 + 1)” ’

dx T . . - ,
51 = 5 umoznuje snadno najit integraly
T

+oo
ktery nam spolu se integralem /
0

uvedeného typu.

Protoze
/+°° dt 1 = /+°° dt 3 1 «
_ = - . — a ——a = T ==,
0 <t2+1)2 2 2 0 (t2+1)3 4 2 2

1 = 3 1 =« 7
ds=8av2 (2. 3.2 .0 2 2 T L g8,
//Sz a\/_( 5 9 2+4 5 2) \/§7ra

je

3. Vypoctéte plosny integral prvniho druhu / / (r 4+ y+ 2)dS, kde S je plocha
S

22+ +22=a? 2>0.

Resenid: Parametrické rovnice kulové plochy 2 + 2 + 22 = a? jsou 2 = a cos 6 cos ¢,
y = acosfsiny a z = asinf. Protoze z > 0 je 0 < 0 < g al < ¢ < 2m.
Infinitezimalni element kulové plochy je v téchto soufadnicich dS = a?cos@ (viz
priklad 1). Tedy hledany integrél je

/2 27
//(:L’+y+z)dS:a3/ dH/ (cos B cos p + cos O sin ¢ + sinf) cos f dp =
s 0 0

/2
= 271a’ / sinf cosfdf = wa> .
0

4. Vypoctéte plosny integral prvniho druhu / / (2 +y?)dS, kde S je hranice télesa
5

Vet +y2 <z <1,

Reseni: Hranice daného kuzele se sklada ze dvou ploch S; a S, kde plocha S je
plast kuzele /22 + 32 = z, z < 1, a plocha S je jeho podstava z = 1, 22 +y? < 1.
Proto bude dany integral pfes plochu S souctem integralii pres plochy S; a Ss.

Za parametrické rovnice plochy &1 bychom mohli vzit pfimo vztahy x = x, y =y a
z = /2% + y2. V takovém piipadé bychom mohli vyjadfit element d.S pifimo pomoci

derivaci dS = \/ 1+ (,zgc)2 + (z?;)z dx dy. Jestlize pouzijeme cylindrické soutadnice

T =rcosy, y=rsinp a z = z, dostaneme z rovnice \/x? + y2 = z, ktera definuje
plochu, vztah z = r. Tedy parametrické rovnice plochy &1 jsou x = rcosyp, y =
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rsing az=r,kde 0 < ¢ <27 a0 < r < 1. Musime ale jesté najit dS. Tecny
ve smérech r a ¢ jsou t, = (cosy,sinp, 1) a t, = (—rsing,rcosp,0) a normala
n=t, xt,=(-rcosyp,—rsing,r). Tedy dS = +/2rdrdy a plati

27 1
// (372‘*‘1/2)015:\/5/ dgo/ r3dr:\/—§7r.
S 0 0 2

Plocha &1 ma rovnici z = 1. Jestlize vybereme za parametry plochy soutadnice x a
y, je dS = dxdy. Tedy

/[SQ(x2+y2)dS://§2(x2-I—yQ)dxdy,

kde oblast Q je ddna nerovnostmi 22 + y2 < 1. Posledni integrél lze velmi snadno
najit v polarnich soutadnicich = = r cos ¢, y = rsin . Protoze jakobian zobrazeni
je J = r a oblast ) je ur¢ena nerovnostmi 0 <7 <1 a0 < ¢ < 27, je podle véty o

substituci ) )
// (a:2+y2)dS:/ dgo/ r3dr =1
S 0 0 2
Tedy
// V2 o V24l
= — T+ = = .
S 2 2 2
ds . .
5. Vypoctéte plosny integral prvniho druhu —2, kde S je hranice
s(1+z+y)
Ctyistétnuz+y+2<1, >0,y >0, 2 > 0.
Resend: Hranice ¢tyfsténu se skldda ze &tyr ploch
S1:x2=0, dS = dydz, Q:0<z<l—y,0<y<1
Sy y=0, dS = dxdz, Qb:0<z<l—2,0<x<1
S3: z2=0, dS = dxdy, Qy3: 0<y<l—z,0<zx<1

Si:z2=1—z—y, dS=+3dzdy, Q:0<y<l—2a,0<z<1

Integral pres plochu S lze najit jako soucet integralti pres plochy &1 az Sy. Jestlize
si uvédomime, ze integraly pres plochy S; a S5 jsou stejné a integraly pies plochu
S4 je vV 3—nésobek integralu pres plochu Ss, dostaneme

// // drdz 1+\/—// dxdy
1+a:+y Q, ( 1+:1: q, (1+z+y)?
1—x 1—x
_2/ d:z;/ dz + ( 1+\/_/ dx/
+x+y)

— 2\/5 (V3—1)In2.

156



6. Vypoctéte plosny integral prvniho druhu / |zyz|dS, kde S je ¢ast plochy
S

z::c2+y2,z§1.

Reseni: Protoze je plocha dana jako graf funkce z = 22 4 y?2, je nejjednodussi pouzit

za parametry proménné x a y. Pak je dS = \/1 + (zfv)2 + (zé)z = /1 + 422 + 492.
Tedy
// lzyz|dS = // ’my(ﬁ +y2)‘\/1 + 422 + 4y2 dx dy,
S Q

kde je oblast Q dana nerovnosti z? + y?> < 1. Pro vypocet tohoto integralu je
vyhodné zavést polarni souradnice x = rcos p, y = rsiny, ve kterych je oblast (2
urcena nerovnostmi 0 < r <1 a0 < ¢ < 27. Tedy

27 1
// |xyz|dS:/ dgp/ r5‘cosgasing0|\/l+4r2dr:
S 0 0

/2
:4/ cos psin pdyp - / 21+ 4t dt =
0

0

V5
1 125v/5 —1
= — (x2—1)2902dx:L,

32 420

kde jsme pii vypoctu integralti pouzili substituce 72 =t a 1 + 4t = 2.

ds
7. Vypoctéte plosny integral prvniho druhu / 7 kde S je povrch elipsoidu a h
S
je vzdalenost stfedu elipsoidu od tec¢né roviny k elementu dS na povrchu elipsoidu.

Resenid: Podle pifkladu 26. ze cviceni 13. je vzdélenost bodu [x¢; yo; z0] od roviny
|A:L'0 + Byg+ Czy + D|

[T CE

dané rovnici Ax + By + Cz+ D = 0 dana vztahem d =

& Cz £
bodé [£;m; (] ehpsy s+o5 2 —|— = 1 je rovnice tecné roviny — (v —§)+ (y n)+
a?
Cz (z — ¢) = 0 neboli é T+ b% Y+ £ z — 1 = 0. Protoze stfed tohoto ehpsoidu je
c
2
v pocatku, platl — \/ £ + — + = Elipsoid budeme parametrizovat rovnicemi

&= acos@cosgp, n = bcos@smgp a C = csinf, kde —g <0< g al <y <2m.

Protoze

~

o = (—a cos 0 sin ¢, b cos 6 cos gp,O)
ty = (—a sin # cos ¢, —bsin # sin ¢, c cos 9)

n = (bc cos? 0 cos @, ac cos® 6 sin o, abcos O sin 9)
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je dS = cos 01/b2c? cos? 0 cos? p + a2c? cos? 0sin? p + a2b? sin” 0 dp d6. Po dosazeni
a jednoduchych tupravach dostaneme

w/2 27
// e / d9/ b262cos 6 cos® ¢ + ac? cos? Osin? v + a?b? sin? 9) cosfdp =
abc
—7/2
:3a_bc(bc +a“c +ab):§7rabc ¥+b_2+c_2 .

8. Vypoctéte plosny integral prvniho druhu / / zdS, kde § je plocha zadana para-
S
metrickymi rovnicemi x = ucosv, y = usinv, z=v; 0 <u <a, 0 <v < 27.

Reseni: Plocha je ddna parametricky. Najdeme jeji infinitezimalni element dS.
t, = (cosw,sinwv,0)
t, = (—usinv,ucosv,1)

n=t, xt, = (sinv, —cosv,u)

:‘n‘dudU:\/l—i—u?dudu
2m a
Tedy//zdS:/ vdv/ \/1+u2du:7rz<a\/1+a2+ln(a+ 1+a2)).
s 0 0

9. Vypoctéte plosny integral prvniho druhu / / 22 dS, kde S je ¢ast kuzelové plochy
S
x = rcospsina, y = rsingsina, z = rcosa, kde 0 < r < a,0 < ¢ < 21 a

i
I<a< 5 je konstantni.
Reseni: Najdeme infinitezimalni element plochy dS.

= (cos @ sin a, sin p sin a;, cos )

—rsin@sin a, r cos psin, 0)

= (—rcos y cos asin o, —r sin ¢ cos o sin a, 7 sin? a)
rs

dS = rsinadrdy

Tedy hledany integral je
27
//z dS = cos® a81na/ dgp/ :—a 4 cos® asinar.

10. Vypoctéte plosny integral prvniho druhu // (xy + zz + yz) dS, kde S je cast
S

kuzelové plochy z = /22 + y?2, ktera lezi uvnit¥ plochy z? + y? = 2az.
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Reseni: Protoze je plocha zadana jako graf funkce z = /2 + 92, je

ds = \/1 ) dzdy = v2dzdy.

Tedy hledany integral je
//(acy-l—:vz-l—yz)dS: \/5// (zy + (= +y)V/2? +y?) dzdy,
S Q

kde oblast  je dana nerovnosti 22 + y? < 2ax. Pro vypocet tohoto integralu lze
pouzit polarni souradnice x = r cos ¢, y = rsin ¢. Protoze jakobian transformace Je

J = r a oblast 2 je dana vztahy 0 < r < 2a cos p, ze kterych plyne —5 << = 5

je

s 2a cos ¢
//(.ry—i—:cz—i—yz)dS:\/i dgp/ 73 (cos psin ¢ + cos ¢ + sin ) dr =
S —m/2 0

64
2
=15 V2o

11. Najdéte hmotnost parabolické skofepiny z = %(1’2 +9?), 0 < 2 < 1, jejiz

hustota se méni podle vztahu p = z.

Resend: Hmotnost M skofepiny S je ddna plo$nym integralem prvniho druhu M =

z? + y?
2

/ / pdS, kde p je plosna hustota. Protoze je plocha S zadana rovnici z =
S

je dS = /1 + 22 + y2dz dy. Tedy hmotnost je rovna

2.4 .2
M://x ;y V1+2a2+y?dedy,
Q

kde oblast Q je urcena nerovnosti 2% + y? < 2. Tento integral lze snadno najit v
polarnich soufadnicich x = rcos ¢, y = rsin . Jakobian transformace je J = r a
oblast je dana nerovnostmi 0 < r < v/2, 0 < ¢ < 27. Tedy

1 (27 V2 2
Mzé/ ng/ r3\/1+r2dr:g/ V14 zxdr =
0 0 0

V3 2m
:w/ (t2—1)t2dt:1—5(6\/§+1),
1

kde jsme pii vypoétu integralu pouzili substituce r? =z a 1 + x = ¢2.

12. Najdéte hmotnost polokoule % + y? + 22 = a? z > 0, je-li hustota v bodé

M = [z;y; z] rovna z,
a
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Reseni: Ve sférickych soufadnicich jsou parametrické rovnice dané polokoule x =
Vs
acosfcosy, y =acosfsinp az=asinf, kde 0 < 0 < 5 @ 0 < ¢ < 27. Protoze v

téchto soufadnicich je dS = a?cosfdfdy, je

27 /2
M:// pdS:aQ/ dgo/ cos fsinf df = wa?.
S 0 0

13. Najdéte statické momenty homogenni trojuhelnikové desky z+y+2 = a, x > 0,
y > 0, z > 0 vzhledem k souradnicovym rovinam.

Reseni: Statické momenty homogenni plochy S jsou / / xdS, / / ydS a / / zdS.
S S S

Protoze je naSe plocha S symetricka, jsou vSechny tyto momenty stejné. Rovnice
plochy jsou z = a — z — y, a tedy dS = /3dzdy. Tedy

//Sa;dS:\/E//Qxdxdy,

kde oblast €2 je dana nerovnostmia—z—y >0,z >0ay >0,neboli0 <y <a—x
a 0 < z < a. Tedy hledané momenty jsou

3

\/g/oa dx/oa_xa:dy:\/g/oax(a—x)dxz;w.

14. Vypoctéte moment setrvacnost vzhledem k ose Oz homogenni sférické skofepiny

2% 4+ y? + 22 = a?, 2 > 0, s hustotou py.

Resend: Moment setrvacnosti plochy S vzhledem k ose Oz je dan plosnym integralem

prvniho druhu / / p- (x2 —i—y2) dS, kde p je plosna hustota plochy. V nasem piipadé
S

se jedna o sférickou skofepinu 22 + y? + 22 = a2, z > 0. Parametrické rovnice této

plochy jsou x = acosfcosy, y = acosfsing, z = asinf, kde 0 < 6 < g a

0 < ¢ < 2m. Protoze dS je v tomto piipadé dS = a?cosfdydf, je moment
setrvacnosti roven

27 /2 4
// 00 (:c2 + yz) ds = p0a4/ dgp/ cos®>0df = = wpgat.
s 0 0 3

2 2 2

z
15. Vypoctéte moment setrvacnosti homogenni kuzelové skorepiny — + y_2 2=
a?  a
9 r y z—b
0, 0 < z < b s hustotou py vzhledem k piimce 1=0= o0

Reseni: Rovnice pfimky je y = 0 a z = b a ¢tverec vzdalenosti bodu [x;y; 2] od této
piimky je d? = y? + (2 — b)2. Moment setrvac¢nosti I skofepiny S vzhledem k této
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pfimce je dan plosnym integralem prvniho druhu I = pd?dS. Parametrické
S
rovnice plochy S jsou napiiklad x = arcosp, y = arsinp a z =br, kde 0 <r <1

a 0 < ¢ < 2m. Z parametrického vyjadfeni plochy S plyne
t. = (acosp,asinp,b)
t, = (—arsingp,arcosp,0)

n =t, x t, = (—abrcosp, —abrsinp, a’r)

= |n| drdy = ar\/m&“ dep

Protoze d? = y? + (z — b)? = a?r?sin® ¢ + b(r — 1)2, je moment setrvacénosti
skorepiny

2
]—a\/a2—|—b2/ dgp/ a®r?sin® p4-b%(r—1) )rdr—— (3a®+2b*) Va2 + b2.

16. Najdéte souradnice tézisté ¢asti homogenni plochy z = /22 + y2, kterd lezi
uvniti plochy z2 + y? = ax.

Reseni: Protoze je plocha dana jako graf funkce z = /22 + 32, je

ds = \/1+ (20)° + (2)* dedy = V2dady.

Plosny integral funkce f(z,y, z) pfes tuto plochu S je

//Sf(x,y,Z)dS:ﬂ//gf(:c,y,\/m)dxdy,

kde oblast  je ddna nerovnosti 22 + y? < ax. Tuto oblast lze v polarnich souiad-
nicich, které jsou dany vztahy x = rcos ¢, y = rsin ¢ vyjadrit jako 0 < r < acos ¢

Vs T
a—g <p< 5 Protoze jakobian této transformace je J = r, plati

M:/dS:\/_

acos ¢ a2 /2 2
dgo/ rdr=— cos2<pdg0:ﬂ

\/_ —7/2 2\/§

// S \/_ acos g 7TCL3
xd dgp/ r? cos pdr =
S —m/2 4\/5
/2 a cos ¢
//de:\/i dgo/ r?singpdr =0
S 0

—7r/2

—7/2
w/2 a cos ¢ 42 3
//zdS:\/i dgo/ r2dr = V2
S —m/2 0 9

161



16a

v . Vv e v a
Tedy souradnice tézisté jsou xp = —, yr =0, 20 = —

2 97
17. Najdéte souradnice t6zisté homogenni plochy z = /a2 — 22 —y2, 2> 0,y > 0,
r+y<a.
5« . adxdy
Reseni: Plocha dana grafem funkce z = \/a? — 22 — y2. Tedy dS = .
a — z2 — 2

Plosny integral prvniho druhu funkce f(z,y, z) pfes plochu S je tedy

_ 2_
//fa:y, dS-a//fxy? a7 y)dxdy,
—xQ—y

kde oblast  je dana nerovnostmi 2% +y2 < a?, x+y < a, x > 0 ay > 0, ze kterych
plyne 0 <y < a—zal<z<a. Protoie je dany problém symetricky vzhledem

Vvev

a—x

[[as=a d“”/ m /{“%L =

@ . a—z
=a arcsin dx
0

a—+x

B a a—x ydy B a_ — — a—x _
//Sde—a/O dz ; \/m—a 0[ a2 — x2 y2]0 dr =
:a/ <\/a2—x2—\/2m(a—m)>dx
0

a a—=x a 2
//zdS:a/ dx/ dy:a/ (a—x)dx:a—
S 0 0 0 2

Integraly v druhém vyrazu lze najit integraci per partes nebo substituci. Substituce
xr = asint dava

a /2 T
/ \/@2—x2dx:a2/ cos’tdt = = a?.
0 0 4

a2

Protoze z(a — z) = i (w—

a a
substituci x — =5 sin t, neboli

an 2
5) , lze pro vypocet druhého integralu pouzit

—a
= sint. Po této substituci dostaneme
a

/2

/a\/2m(a—m)dx—a—2 cos?tdt = a2
0 2v/2 /2 42
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a— T

dz integrujeme nejprve per partes. Pro-

a
Abychom nasli integral / arcsin
0 a—+x

a—

a—f—:c)l:_(a—i—x) 2(a — )

a ) a—1 ) a—x a T dz
arcsin dxr = |z arcsin +a =
0 a+zx a-+x], 0 a—T a+<x
“ x dz
0 a—r a+x

Kdyz v tomto integralu zavedeme novou proménnou

/aarcsin a_xdx—2a/oo 2 dt =
0 Va+a ™~ )y (1+2)(1+262)

1 1 T
“/0 (1+t2 1+2t2> zo(va-1)

, /12 o . vl v a a
Po dosazeni pak ziskdme souradnice tézisté xp = yr = ——= a 2p = — (\/5 + 1).
T

2V/2

a

toze derivace (arcsin , je

= t2, dostane

18. Najdéte polarni momenty setrvac¢nosti Io = / / (22 +y? + 2?) dS nasledujicich
S
ploch: a) povrchu krychle max {|z|,|yl,|2|} = a; b) povrchu valce 22 + y? < R?,

0<z<H.

Reseni:

a) Hranice krychle se sklada ze Sesti stén z = +a, y = +a a z = +a. ProtoZe polarni
moment setrvacnosti vsech téchto stén stejny, je roven Sestinasobku polarniho mo-
mentu jedné stény, naptiklad stény z = a, —a < < a, —a < y < a. Protoze je
plocha déna jako graf funkce z = a, je v tomto pripadé dS = dxdy. Tedy plati

I :6/ dx/ (#* + 9y + a®) dy = 40a> .
b) Povrch vélce se sklada ze tii ploch

Si:2=0, r? +9y? < R?
Sy: z=H, 2 + 9% < R?
Sy: 2*+y*=R*, 0<z< H
Prvni dvé plochy jsou dany jako graf funkce z = 0 nebo z = H. Proto je na

téchto plochach dS = dx dy a integrujeme pres oblast €2, ktera je dana nerovnosti
2?2 + y? < R?. Pii integraci pfes kruh jsou vét$inou vyhodné polérni souiadnice
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x=rcosp,y=rsinp, kde) <r < Ra0 < ¢ < 27. Protoze jakobian transformace
jedJ =rje

27 R
Il:// (x2+y2+z2)d52//($2+y2)dxdy:/ d@/ dr = T R
> @ 0 0 2

e e [
Sz Q
2 R T
:/ d¢/ r(r* + H?) dr = o R*(R* + 2H?)
0 0

Plochu &3 lze vyjadrit parametrickymi rovnicemi x = Rcosp, y = Rsinp, z = z,
kde 0 < ¢ <27 a 0 < z < H. Protoze t, = (—Rsing, Rcos,0), t. = (0,0,1) a
n=t,xt,=(Rcosyp, Rsiny,0) je dS = Rdpdz. Tedy

2

27 H
13:// (x2—|—y2—|—z2)dS:R/ dgp/ (R2+z2)dz—37rRH(3R2+H2).
S3 0 0

Tedy Io= I + Lo + Is = 5 R(3R(R+ H)? + H°).

19. Najdéte momenty setrvacnosti trojuhelnikové desky x+y+2 =1,z >0,y > 0,
z > 0 vzhledem k souradnicovym rovinam.

Reseni: Momenty setrvac¢nosti plochy S vzhledem soufadnicovym rovindm z, v,
resp. z jsou dany ploSnymi integraly prvniho druhu I, = / / z2ds, I y = / / y*dsS
S S

al, = / / 22 dS. Protoze je dané plocha symetrickd vzhledem k zaméné promén-
S

nych, je ziejmé, ze I, = I, = I,. Protoze je plocha & déna rovnici 2 = a — x — y,
kde0<y<a—zal<z<a,jedS=+v3dzdya

a a—x 4
]m://deS:\/g/ dx/ dey:a—.
S 0 0 4v/3

20. Jakou silou ptritahuje ¢ast homogenni kuzelové plochy x = rcosp, y = rsinp,
z=1r,0<p <271, 0<b<r<as hustotou pp hmotny bod s hmotnosti m, ktery
je umistén ve vrcholu tohoto kuzele.

Reseni: Slozky sily, kterou pfitahuje plocha S s hustotou p hmotny bod s hmotnosti
m umisténé v pocatku souradnic jsou

-xd
S(I’2+y2+22)
p-ydS
Fy:k:m// 372 "
S (22 +y2 + 22)

Fz:k;m// p 25 ol
s (22 + y? + 22)
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Protoze t, = (cos p,singp, 1) a t, = (—7rsinp,7cos p,0) je dS = +/2rdrdy. Proto
je

1 a 27
sz—k‘mpo/ dr/ COSSOd(sz
b 0

2 r
1 @ 2T sin
Fy:—kmpo/ dr/ dp =0
2 b 0 T
1 a 2m d
F, = —kmpo/ dr/ & :kapolng.
2 b 0 T b

21. Najdéte potencidl homogenni kulové plochy S dané rovnici 22 + 3% + 22 = a?

ds
s hustotou pg v bodé My = [900; Yo; zo}, tj. vypoctéte integral U = // Po , kde
S

r

r=/(z = 20)?+ (y —y0)? + (2 — 20)*.
Resend: Dany problém je symetricky vzhledem k rotacim kolem pocatku. Proto lze
predpokladat, ze bod My = [0; 0; ’I“()}, kde 7o = /2% + y2 + z2. V tomto pripadé je

It
U= .
s /a2 —2zrg + 12

Parametrické rovnice kulové plochy & jsou x = acosfcosy, y = acosfsing a
z = asinf, kde —g << g a0 < ¢ < 27. Protoze dS = a?cosfdf dy, je

/2 27 0d
Ul(rg) = ang/ d9/ cos 0 dy =
a2 Jo \/a® —2argsind + 12

/2

Va2 — 2argsin® + r2
2arg

a
= 2mpo— (Ja+ ro| — Ja — ro) .
To
—m/2

= 277(12,00 [—

2
Tedy pro 7o < a je U(rg) = 4mpoa a pro ro > a je U(rg) = 27Tp0a—.
To

Potencial kulové plochy z2 +132 422 = a? v bodé My = [aco; Y0; ZO] je U(xo, Y0, 20) =
2

47 py min <a, a—), kde ro = /2% + y3 + 22.
To

22. Vypoctéte // f(x,y,2)dS, kde
r4+y+z=t

1—22—y?—22 proa?+y?2+22<1
0 pro 22 +y? + 22 > 1

f(z,y,2) :{
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Resenid: Jedna se o plo$ny integral prvniho druhu

I(t)://st(l—xQ—yz—zQ)dS,

kde plocha &; je déna rovnici x + vy + z = t, kde 2% 4 y? + 22 < 1. Protoze rovnici
plochy lze psat ve tvaru z =t — x — v, je dS = v/3dady. Tedy

I(t) :\/g// (1—2302—2y2—2acy+2mt—|—2yt—t2)dxdy,
Q

kde oblast € je uréena nerovnosti 22 + 2y? + 2zy — 22t — 2yt + t2 < 1. Protoze se
jedna o otocenou elipsu, bylo by mozné najit jeji stied a poloosy a pouzit vhodné
soutadnice. Jind moznost je zapsat tuto nerovnost pomoci souctu dvou mocnin, tj.
ve tvaru

2 —t)? (By—1t)? 33—+
23:2+2y2+2xy—2xt—2yt—|—t2:(x+g ) +(y6 ) < 5
Z této rovnice je vidét, Ze pro [t| > v/3 je tato mnozina prazdna, tj. pro tato t je
I(t) = 0. Je-li |¢| < /3, polozime

3—¢3 3 — 2
T COS —
6 14 18

2(3 —t2) .
+ Trsmgp

2(3 — t2) T =
—g T Teosy

3y—t=+/2(3—12)rsinyp y =

+

%ty —t = rsin ¢

Wl =+ W

3 — 2

3V3

kde 0 <r <1a0< ¢ < 2w Protoze jakobian této transformace je J = rje

pro |t| < /3

312 [ 13— t2 ) s o 2
I(t) = 3 /0 dgo/o 3 (1—T)Tdr—1—8(3—t).

23. Vypoctéte integral F'(t) = // f(z,y,2)dS, kde

$2+y2 +2:2:t2

22 +y? pro z > /2 + 12
0 pro z < \/x? + y?

Reseni: Mame najit plosny integral prvniho druhu

F(t)://st(x2+y2)d5,
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kde S je ¢ast kulové plochy 22 + 32 + 22 = t2, kde z > /22 + y2. KdyZ pouZijeme
parametrické rovnice této plochy ve tvaru x = |t|cosfcosp, y = |t|cosfsing a
z = |t|sin® je dS = t?cosfdf dy a z nerovnosti z > /22 + y2 plyne sinf > cos 0,

T s
boli — < 0 < —. Ted
ne014< <2 eqy

27 71'/2 . 39 71'/2 8_5 2
F(t) =t* / de / cos® 0.do = 2t [Sin@ o ] _8-5V2
0 w/4 3 7 /4 6

24. Vypoctéte integral F(z,y, z,t) = // f(&,n,0)dS, kde S je ménici se kulova
S
plocha (§ —2)* + (n— )’ +((—2)* =" a

1 pro &2 +n2+ (% <a?
f(fﬂl,C) - { 0 pro €2+772+C2 Z a2
Resend: Timto integrdlem poc¢itdme obsah ¢asti kulové plochy se stifedem v bodé
M = [z;y;2] a polomérem |t|, kterd lezi uvnitf koule se stfedem v pocatku a
polomérem a. Z geometrického nazoru je ziejmé, Ze tento integral bude zaviset
pouze na vzdélenosti bodu M od pocatku, tj. na r = \/x2 + y2 + 22. Proto by-
chom za bod M, mohli vzit, podobné jak jsme to udélali v nékterych predchozich
ptipadech, bod My = [0;0;7]. Ale ukdZeme, jak bychom mohli tento integral bez
tohoto predpokladu.
Oznacme e3 = i, kde r = (x,y, z). Je-li 7 = 0, lze jednotkovy vektor es zvolit
libovolné. Necht jsou e; a es jednotkové vektory takové, Zze e; X ex = e3, ey X
e3 = e; a ez X e; = es. V tomto soufadném systému je r = rez. OznaCme
&= (f, 7, Q“). Abychom popsali plochu, ktera je dana rovnici }E—r‘z = t2, zavedeme
nové proménné p,  a ¢ rovnicemi

E=1r-+ejpcosfcosp+eypcosfsinp + espsinb .

Rovnice dané plochy jsou pak p = || a nerovnost &2 + 72 + (% = }5‘2 < a? dava
r? + 2r|t|sinf + t? < a?. Najdeme jeste dS.

ty = —eq|t|sinf cos p — eslt|sin O sin p + es|t| cos ¢
t, = —eq|t|cosfsinp + ez cos b cos p
n=tyxt,= —et? cos? O cos ¢ — eat? cos? Osin p — est? cosHsin b

dS = |n|dfdy = t* cos§ df dyp

Tedy
F(z,y,2) =t // cosf@dfdy,
Q
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kde oblast Q je dana nerovnostmi 0 < ¢ < 27 a r? + 2r|t|sinf + t* < a?, neboli

a2 — 2 _ 42
sinf <
2r|t|
a2 — 2 _ 42
Je-li ot < —1, tj. pro [t| < r —a nebo r + a > |t| je oblast Q prazdna, a
r

tedy F(z,y,z,t) = 0.
a2 — 2 42

Je-li —1 < 2—’“ < 1, tj. pro max(r—a,a—r) <|t|<a+rje—1<sinf <
r
2,2 42
—r“—1 t
a 277:|t| ,atedy F(z,y,2,t) = ﬂy (a—r+1t])(a+7r—t]).
a2 — 12 42
Pro 2—|t| > 1,tj. pro [t| < a—rje —1 <sinf < 1, atedy F(z,y, 2,t) = 4nt2.
r
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Cvicéeni 20
KRIVKOVY INTEGRAL DRUHEHO DRUHU.

Definice: Necht je C po ¢astech diferencovatelna kiivka v R™ a ¢ : {(a,b) — C je jeji
parametrizace. Necht je * = ¢(t), t € (a,b), bod krivky C takovy, ze |¢/(t)| # 0.
Vektor

T=¢(t) = (P1(1), 95(1), ..., (1))
nazyvame teénym vektorem ke kiivce C v bodé & = ¢(t). V krajnich bodech in-
tervalu a v bodech ¢, v nichz neni funkce diferencovatelna uvazujeme jednostranné
derivace (pokud existuji).
Necht v bodé x € C existuje tecny vektor T ke kiivce C. Pak se vektor 19 = %
nazyva jednotkovy tecny vektor ke kiivce C v bodé x.

Definice: Necht je vektorova funkce f(x) definovana na kiivce C s parametrizaci
¢ : (a,b) — C. Pak integral

Lﬂ@wmbzéﬂ@®=A%§M@mwwoﬁ

nazyvame krivkovym integrdalem druhého druhu funkce f(x) po kiivce C.
Pro tento integral se casto pouziva oznaceni

/Cf(w)dS:i/cfi(w)dxi.

Poznamka: Na rozdil od kfivkového integralu prvniho druhu zavisi kifivkovy in-
tegral druhého druhu na orientaci kiivky C, ktera je dana te¢nym vektorem k této
kiivce nebo volbou pocatecniho a koncového bodu kiivky. Pfi opac¢né orientaci
kiivky se zméni znaménko integralu.

Véta. Je-li vektorova funkce f(x) v oblasti (oblast je oteviena souvisld mnozina)
D C R"™ dplnym diferencidlem funkce U(x), tj. v oblasti D existuje diferencovatelna
funkce U(x) takova, ze

Zfi(az) dx; = dU(x),

pak krivkovy integral druhého druhu funkce f(x) po kiivce C, kterd lezi v oblasti D
nezavisi na krivce C, ale zavisi pouze na pocatecnim a koncovém bodé této kiivky
a plati

Aﬂ@®=U@ﬁ—W%L

kde x4, resp. x2, je pocatecni, resp. koncovy, bod krivky C.
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Véta: Je-li D jednoduse souvisla oblast v R", tj. kazdou uzavienou po ¢astech dife-
rencovatelnou krivku Ize ”spojité deformovat na bod”, a funkce f;(x),i=1,...,n,
maji v oblasti D spojité parcialni derivace, je nutna a postacujici podminka pro to,
aby byla funkce f v oblasti D uplnym diferencialem, rovnost

ofi _ 0

v oblasti D pro kazdé i,k =1,2,...,n.
Pro funkci U(x) v oblasti D pak plati

U(z) :/Cf(:c) ds +C,

kde C je libovolna kfivka s koncovym bodem x, xo je pevné zvolenym pocatecnim
bodem a C je libovolna konstanta.

FYZIKALNT VYZNAM KRIVKOVEHO INTEGRALU DRUHEHO DRUHU

V R3 udavé kiivkovy integral druhého druhu funkce f po kiivce C praci silového
pole f po této krivce.

Je-1i vektorové pole sil f(x) v oblasti D Gplnym diferencidlem funkce —U (x), nazyva
se funkce U(x) potencidl vektorového pole f a silové pole f = —grad U se nazjva
konzervativni silove pole.

Pouze v konzervativnich silovych polich plati ve fyzice zakon zachovani mechanické
energie.

1. Vypoctéte kiivkovy integral druhého druhu / xdy — ydz, kde O je pocatek

OA
soufadnic a bod A ma soufadnice [1;2], je-li OA: a) tsecka; b) parabola s vrcholem
v pocatku, jejiz osa je Oy; c) lomena ¢ara skladajici se z tsec¢ky OB na ose Oz a
usecky BA rovnobézné s osou Oy.
Resent:
a) Parametrické rovnice usecky C; jsou z =t, y = 2t, 0 <t < 1. Protoze dz = dt

a dy = 2dt je
1
/xdy—yda::/(%—%)dt:O.
Cy 0

b) Parametrické rovnice paraboly Co jsou z = t, y = 2t2, 0 < t < 1. Protoze
dex = dt a dy =4t dt je

1
2
/xdy—ydx:/ (4t2—2t2)dt:—
Ca 0 3

c) Kiivka C3 se sklada ze dvou useéek s parametrizacemi x = ¢, y =0, 0 < ¢ < 1,
de=dt, dy=0,ax=1,y=2t,0<t <1, de =0, dy = 2tdt. Tedy

1 1
/a:dy—ydx:/ Odt—l-/ 2dt =2.
Cs 0 0
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2. Vypoctéte kiivkovy integral druhého druhu / xdy + ydx, kde O je pocatek

soufadnic a bod A mé soufadnice [1;2], je-li O A: g)Al’lseéka; b) parabola s vrcholem
v pocétku, jejiz osa je Oy; c) lomend ¢ara skladajici se z tsecky OB na ose Oz a
usecky B A rovnobézné s osou Oy.

Reseni:

a) Parametrické rovnice usecky C; jsou z =t, y = 2t, 0 <t < 1. Protoze dz = dt
a dy = 2dt je

1
/xdy+ydx:/(2t+2t)dt:2.
G 0

b) Parametrické rovnice paraboly Co jsou z = t, y = 2t2, 0 < t < 1. Protoze
der = dt a dy = 4t dt je

1
/xdy+ydm:/ (4t2+2t2)dt:2.
Ca 0

c) Kiivka C3 se sklada ze dvou useéek s parametrizacemi x = ¢, y =0, 0 < ¢ < 1,
de=dt, dy=0,ax=1,y=2t,0<t <1, de =0, dy = 2tdt. Tedy

1 1
/xdy+ydm:/ 0dt+/ 2dt =2.
Cs 0 0

Vsimnéte si rozdilu mezi piiklady 1. a 2. V piikladu 1. bylo f, = —y a f, = =.

0 0
Tedy afx =—-1# % Proto v tomto ptipadé zavisel integral na kiivce, ktera
Yy x
spojovala pocatek O s bodem A. Ve druhém piikladu je f, = y a f, = x. Tedy
0 0
afx =1= ﬁ a kfivkovy integral druhého druhu nezavisel na této kiivce.
Yy x

Vypoctete kiivkové integraly druhého druhu podél néasledujicich kfivek oriento-
vanych ve sméru rostouciho parametru:

3. /(m2 —2zy)dx + (y* —2zy)dy C je parabola y =2%; —-1<z<1
C

4. /(w2+y2)dx+(x2—y2)dy C jekiivka y=1—-|1—-2z|; 0<z<2
c

2 2
5. %(w%—y}dx—l—(m—y)dy C je elipsa ;—kz—Q:l
C

probihané proti sméru pohybu hodinovych rucicek

6. /(2a —y)dz +xdy C je oblouk cykloidy
C
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x=a(t—sint), y=a(l —cost) 0<t<27

- j{ (z+y)de — (z—y)dy
e x? +y?

probihana proti sméru pohybu hodinovych rucic¢ek

C je kruznice z? + y? = a®

d d
8. 7{ drt <y ABCDA je obvod ¢tverce s vrcholy
T+l

A=[1,0], B=[0;1], C =[-1;0], D = [0; —1]

ABCD

9. / sinydr +sinzdy AB je tsecka od bodu [0;7] do [m;0]
AB

10. 7{ arctg J dy — dz  OmA je Gast paraboly y = 22 a
x

OmAnO
OnA je useCka y ==

Resent:
3. Za parametr zvolime proménnou x. Protoze dy = 2z dx, je

1 14

/(5152 — 2zy) dz + (y2 —2zy) dy = / (x2 — 223 4 2z (2t — 2:1:3)) dx = BTE
c -1

4. Krivka C se sklada ze dvou hladkych krivek C; a Cy s parametrizacemi:

Ci:y==x, 0<z<1, dy=dzx
Co:y=2—-—2,1<zx<2, dy=-—dx

Proto je

1 2
/($2+92)dw+(w2—y2)dy=/ 2x2dx+/ 2(2—m)2dx:§.
C 0 1

5. Parametrické rovnice dané elipsy jsou * = acosp, y = bsingp, kde 0 < ¢ < 27.
Protoze tecny vektor naptiklad v bodé [0;1], tj. pro m# = g je t = (—1,0), zvolili

jsme parametrizaci spravné. Nebot dz = —asingpdp a dy = beos e dyp, je
Fltndos (@-y)dy=
c
27
= / (—asingp(acosgp + bsin @) + bcos p(acos p — bsincp)) dp=0.
0
6. Protoze dzr = a(1 — cost)dt a dy = asintdt, je
27
/(Qa —y)dz +xdy = a2/ ((1 —cost)? + (t —sint)sint dt = —2ma?.
C 0
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7. Kruznici budeme parametrizovat rovnicemi x = acost, y = asint, kde 0 < t <
27. Protoze dx = —asintdt a dy = acostdt, je

27
dr — (z —y)d
7{ (z+y)de = (@ —y)dy = /(— sint(cost+sint)—cost(cost—sint)) dt = —2m.
x? 4 y?
c 0
Vsimnéte si toho, ze f, = xﬁ—izz a fy = ;f—_:_yg, a tedy plati

0f, _a* 2wy~ _ 0f,

dy (a:2+y2)2 ox

Pfesto neni integral pres kruznici, coz je uzaviena kfivka roven nule. To je zpt-
sobeno tim, Ze uvnitf této kruznice lezi bod [0;0], kde nemaji funkce f spojité
derivace.

8. Obvod daného trojuhelnika se sklada ze ¢tyt tsecek

AB=C;: z=1—-t,y=t; 0<t<1l, dex=-dt, dy= dt
BC=C: x=—t,y=1—-t; 0<t<1, de=-dt, dy=—dt
CD=Cs: xz=t—1,y=—-t; 0<t<1, de=dt, dy=—dt
DA=Cy: x=t,y=t—1; 0<t<1, dx=dt, dy= dt

Tedy

dxr + dy dx + dy dx + dy dr + dy dz + dy
= [ et + + | =0
, [l + 1yl Je, el lyl - Je, [l + 1yl Jey |2l + 1yl Je, |zl + 1yl

BCD

9. Usecku AB lze parametrizovat napiiklad rovnicemi x = 7t a y = 7 — wt, kde
0<t<1. Protoze de =ndt a dy = —7 dt je

1

/sinydx—l—sinxdy:ﬁ/ (sin(ﬂ—wt) —sin7rt> dt =0.
0

AB

10. Bod A najdeme jako feseni soustavy rovnic y = 22 a y = x. Tedy bod A = [1;1].
Uzavriena krivka OmAnQO se sklada ze dvou hladkych kiivek:

OmA=C:z=t,y=1%, 0<t<1l; dz=dt, dy=2tdt
AnO=Cy: z=1—-t,y=1—t, 0<t<1; der=-dt, dy=—dt
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Tedy

1 1
arctg J dy — doz = / (2t arctgt — 1) dt — / (arctg 1— 1) dt =
z 0 0
OmAnO

1 1 1
:—%Jr/o 2tarctgtdt:—%+[(tz—kl)arctgt}o—/o dt:%—l.

Presvédcte se, ze integrované vyrazy jsou tplné diferencidly a pomoci toho spocite-
jte nasledujici integraly
(2,3)
11. / rdy +ydx
(_172)
(3,_4)
12. / rdr +ydy
(0,1)
(2,3)
13. /(w+y)dx+(:v—y)dy
(0,1)
(1,1)
14. / (r —y)(dz — dy)
(1771)
(a,b)

15. / fle+y) - (dz+ dy) f(u) je spojita
(0,0)
(1,2)
dr —zd
16. / Ljy kiivka neprotina osu Oy
x
(2,1)
(6,8)
d d
17. / rerrycy kiivka neprochazi pocatkem
(1,0) Ay
L,0)

(2,y2)
18. / o(z)dx +(y)dy ¢, ¥ jsou spojité

(xl 7y1)
(3,0)

19. / (x* + 4zy®) dz + (62°%y* — 5y?) dy

(_27_1)
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(1,0)
dy —yd
20. / TOZIT Liivka neprotind piimku z =y

(z —y)?
(07_1)
(2,m) )
21. / <1—y—2cosg) d:l:—l—(sing%—gcosg) dy
x x r  x x
(1,m)
kiivka neprotina osu Oy
(a,b)
22. / e”(cosy dx — siny dy)
(0,0)

Reseni: V téchto prikladech musime nejprve ovéfit, ze v oblastech Q plati rovnost
of.,  0f,

oy  Ox
koncovém bodé ktivky, ktera lezi v oblasti (2. Pak mtizeme integrovat po libovolné
kiivce s danym pocatecnim a koncovym bodem, ktera lezi v oblasti €2.

, tj. ze dany integral nezavisi na kfivce, ale pouze na pocatecnim a

Ofr
oy
0

ﬁ. Za kiivku C zvolime pfimku z bodu [—1;2] do bodu [2; 3], jejiz parametrické

ox
rovnice jsou z = —1+4+3t, y =241, 0 <t < 1. Tedy

11. V tomto piipadé je f, =y a f, = z. Tedy v celém R? plati rovnost 1=

(2,3)

1 1
/ xdy-l—ydx:/ (—1+3t+3(2+t)> dt:/ (5+6t)dt =8.
(7172) ° °
e T2 1 Ofs
12. V tomto ptipadé je f, = x a f, = y. Tedy v celém R“ plati rovnost ol 0=
Y

0
%. Za kiivku C zvolime pfimku z bodu [0;1] do bodu [3; —4], jejiz parametrické
x

rovnice jsou z = —3t, y =1 —5¢, 0 <t < 1. Tedy

(3a74)

1 1
xdx+ydy:/ (9t—5(1—5t)>dt:/ (=5 + 34¢) dt = 12.
0 0
(©.1)

13. V tomto piipadé je f = z +y a f, = x — y. Tedy v celém R? plati rovnost

O0fs 0
8f =1= % Za kiivku C zvolime piimku z bodu [0;1] do bodu [2;3], jejiz
Yy x

parametrické rovnice jsou x = 2t, y =14+ 2t, 0 <t < 1. Tedy

(2.3) 1 1

/ (x+y)dx+(x—y)dy:/ (2(1+4t) —2> dt:/ 8tdt =4.

0 0
(0,1)
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14. V tomto piipadé je f =z —y a f, = —x + y. Tedy v celém R? plati rovnost

Ofx 0 .
8f =-1= % Za kiivku C zvolime pfimku z bodu [1; —1] do bodu [1; 1], jejiz
y x

parametrické rovnice jsouz =1,y = -1+ 2¢, 0 <t < 1. Tedy

(. 1
/ (r —y)(dz — dy) :/0 (2—2t)(—2)dt = —2.

(17_1)

15. V tomto piipadé je f, = f(z +y) a f, = f(x + y). Tedy v celém R? plati
Ofs :
rovnost Ofs _ flz+y) = % Za ktivku C zvolime piimku z bodu [0; 0] do bodu
T

dy

[a; b, jejiz parametrické rovnice jsou x = at, y = bt, 0 <t < 1. Tedy

(a,b)

1 a—+b
/f(96+y)-(d£v+ dy)Z/O(a+b)f((a+b)t)dt:/0 fu)du.

(0,0)

Ofz 1 afy

= = = Y g
oy x2 or Y
oblastech Q1 = {(z,y); z > 0} a Q_ = {(z,y); = < 0}. Protoze usecka, které
spojuje body [2;1] a [1;2] lezi celd v 24 a jeji parametrické rovnice jsou z = 2 — ¢,

y=1+t,0<t<1,je

1
16. V tomto pripadé je f, = % a fy, = ——. Rovnost
x x

1,2)
/ydx—xdy_/l -3dt 3
(2 1) x2 - 0 (2—t)2 o 2

£ )

17. V tomto ptipadé je f, = ———— a f, = ——=—. Protoze v oblasti (2,
r /22 + 42 Y /22 + 42
0 — 0
kterd neobsahuje pocatek, tj. bod [0;0], je Ja = i = fy, nezavisi

dy (22 +y2)3/2 Ox
integral na krivce, ktera lezi v ). Ale pokud pocatek lezi v této oblasti, nelze uz
tvrdit, Ze integral na k¥ivce nezéavisi (viz pfiklad 7). Ale kdyz zvolime kiivku C s
parametrickymi rovnicemi xz = x(t), y = y(t), t € (a,b), kde z(a) = 1, y(a) = 0,
z(b) =6 a y(b) =8, je

(6,8) b
/ rdr +ydy z'(t) +y'(t)

Vit t 2 Ja a2 (0) 20

= [VEO 2D = V0 + 20— V@) + ) = 9.

dt =

(1,0)
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Pravé funkce U(z,y) = \/x2 + y? je v oblasti Q = R?\{[0; 0] } potencial vektorového

£ Y
pole f(x,y) = : :
( ) (\/x2+y2 \/xQ—I—yQ
of: 0

18. V tomto ptipadé je f, = ¢(z) a f, = ¥(y). Protoze ai = %

Y x
tento kiivkovy integral prvniho druhu na k¥ivce. Za k¥ivku C zvolime lomenou ¢aru,
ktera se sklada ze dvou tsecek C; a Co s parametrizaci:

= 0, nezavisi

Ciraxz=x,y=y1; o1 <z
Cotw=x2,y=y; N<Y<ys
Kdyz vypocitame dany integral po této kfivce, dostaneme

(‘/E2’y2)

o(x)dz +(y)dy = / p(r)dr + /y2 Y(y)dy .

T1 Y1

Z2

(55173!1)

19. Vektorové pole f(z,y) ma slozky f, = z* + 4ay®, f, = 62%y* — 5y*. Pro-

0 0
toze fa = 122y% = % v celém R2?, lze integrovat pies libovolnou kiivku C,
x

jejiz pocate¢ni bod je [—2; —1] a koncovy bod [3;0]. V tomto piipadé je vyhodné
integrovat pres lomenou caru slozenou ze dvou usecek C; a Co s parametrickymi
rovnicemi:

Cr:x=t,y=-1; —2<t<3
Co: x=3,y=t; —-1<t<0

Pri takové volbé kiivky dostaneme

(3,0)
3 0
(:B4+4xy3) dr+ (6x2y2 —5y4) dy = / (t4—4t) dt+/ (54752—5754) dt = 62.
(=2,-1) - o
20. Protoze pro f, = Y, fy = 5 Plati na mnozinach z # y vztah

of of, o @)

e _ “*7Y y L ,
= = ;—1 1;0] 1 1 k _

Ay (z — y)3 or & body [0; —1] a [1;0] lezi oba v oblasti, kde z —y > 0,

lze integrovat po tseéce x =t, y = —1 + ¢, kde t € (0, 1), kterd neprotina pfimku
x —y = 0. Integrace po této tsecce dava

(1,0) 1
rdy —ydx
/ (v —y)? :/0 =t
(07_1)
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2
21. V tomto pripadé je f, = 1— y_2 cos? a fy =sin £+Q cos Y. Na mno#iné x #0
x x xr x x

Ofe _ 29 v ¥ .y _0fy

plati rovnost =—-= S+ 5 sin= = . Proto integral nezavisi v oblasti
Y x r x x
x > 0 na kfivce, ale pouze na jejim pocatecnim a koncovém bodé. Za kiivku je v
1
tomto pripadé vyhodné zvolit tisecku spojujici oba body s parametrizaci x = e
1 dt
y = 7, kde 3 <t < 1. Protoze dz = — dy = 0 a parametrizace je vybrana
opacné nez orientace zadana, je
(2,m) 5 ) 00
1 — m*t“cosmt
(1—y—2cosg> dx+<sing—|—ycosy) dy:—/ 5 dt =
z x r z 1/2 -t
(1,m)

1
1
:/ (——7r2cos7rt> dt=1+m.
t2
1/2

22. Protoze pro slozky vektorového pole f = (e’“’ cosy, —e* sin y) plati na celém

af. ) of
2 xX x Y
R* vztah 3y = —e”siny = s

bodem [0; 0] a koncovym bodem [a; b]. Jestlize vybereme usecku = = at, y = bt, kde
t € (0,1), dostaneme

, 1ze integrovat po libovolné kiivce s pocatecnim

(a,b) L
1
e’ (cosy dr —siny dy) = / et (a cos bt — bsin bt) dt = [e“t cos bt} 0=
0
(0,0)

=e%cosb—1.

23. Dokazte, ze je-li f(u) spojitd funkce a C po ¢astech hladkd uzaviend kiivka,
pak

ff(:c2+y2)(wdx+ydy)=0-
C

Resend: V tomto p¥ipadé je f, = xf (xz + y2) a fy =yf (x2 + yz). Kdyby byla

Ofx
funkce f(u) diferencovatelnd, platilo by ai =2zyf'(u) = ﬁ Proto by kiivkovy
Y

ox

integral druhého druhu nezavisel na ktivce, a tedy by byl po kazdé uzaviené kiivce
roven nule.

Pokud predpokladame pouze spojitost funkce f(u), lze zvolit parametrizaci jed-
notlivych obloukdt O ve tvaru x = r(t)cosp(t), y = r(t)sinp(t), t € (a,b), kde
r(t) > 0 a ¢(t) jsou diferencovatelné funkce. Pak je dz = (1’ cos — r¢’sing) dt a
dy = (r'sinp + ¢’ cos ) dt. Protoze zdz + ydy = rr’ dt, je integral

/f(x2—|—y2).(:cdaj—|—ydy):/ r’ f(r?) dt = F(B) — F(A),
o a
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kde F(z) = /f(x) dz je primitivni funkce k funkci f(x) a A =r2(a) a B = r2(b).

Jestlize seCteme tyto integraly pies vSechny oblouky, z nichz se sklada krivka C,
dostaneme dokazovany vztah z predpokladu, ze C je uzaviena ktivka.

V nasledujicich piikladech najdéte funkci z, je-li:

24. dz = (2% + 2zy — y?) do + (2® — 2oy — »*) dy
ydr — xzdy

25. dz=
fT 32 2xy + 3y?
2 2 2 _ 2
26. dz:(m + 2zy + 5y°) dz + (2 — 22y + y*) dy
(z +y)°
27. dz=¢€"[eY(r—y+2)+yldr+e”[eY(z —y)+ 1] dy
n+m+1 n+m-+1
28. dz— 2 - 0 -

=— "4 —d
Oxnt1oym T Oxmoy™+1 Y

8n+m+l 1 8n+m+1 1

NCETT

_ 0
Reseni: ProtoZze pro funkci z = z(z,y) je dz = a—zdx + 8_2 dy, mame v téchto
€z Y
0
ptrikladech najit funkci z = z(z,y) ze znalosti jejich derivaci 8_Z a 0_2 Nejprve
T Y

bychom méli tedy provérit, zda feseni vibec muze existovat, tj. zda jsou druhé
smisené parcialni derivace zaménné. Je-li tato podminka splnéna, lze funkci z =
z(x,y) najit integraci uvedenych rovnic nebo pomoci kiivkového integralu druhého
druhu po kfivce s koncovym bodem [z;y] a libovolnym pocéateénim bodem [xo; yo} .

O fu
24. V tomto piikladé je f, = 2% + 22y — y* a f, = ? — 2zy — y?. Protoze ai =
Y
0
% = 2z — 2y, je splnéna podminka pro existenci funkce z = z(z, y).

Prvni moZnost, jak najit funkci z = z(x,y), je Fesit soustavu rovnic

0z
e
0z
a—y:fy:x2—2;cy—y2

7 prvni rovnice plyne, Ze

3

2(x,y) = /fm(:v,y) dz = /(aﬂ2 + 22y — y?) da = % + 2%y — 2y® + o(y)
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kde ¢(y) je libovolna diferencovatelna funkce jedné proménné. Dosazenim do rov-

0z
nice — dava
dy
3

¢ (y) =—v> = p(y) = —% +C,

kde C je libovolna realna konstanta. Tedy

.’L'3 3

z:z(:);,y)ZE—i-ny—ny—%—i-C.

Jind moznost, jak najit funkci z = z(x,y) je vyuzit toho, Ze kiivkovy integral
druhého druhu / (xQ + 22y — y2) dzr + (mQ —2zy — yz) dx nezavisi na kiivce C, ale

pouze na pocatecnim a koncovém bodé kiivky C. Jestlize zvolime za koncovy bod
kiivky C bod [x;y] a za pocate¢ni bod [xo; yo], lze ukdzat, ze funkce

z=z(x,y) = /C(ac2 + 2zy — y2) dx + (ac2 — 2y — y2) dy

ma pozadované vlastnosti. Za kiivku C zvolime lomenou ¢aru slozenou ze dvou
usecek:

Ch:x=t,y=9yy, xvo<t<czx
Corx=x,y=t, y<t<y

Pak je
z y
z(:z:,y):/ (% + 2tyo — y3) t—l—/ x? — 2zt — ?) dt =
o Yo
23 vt a2l ye
:§+9€ y —ay” —3—?+x0y0 xoyo—g
, co f Y -z
25. Snadno lze ukazat, ze funkce f, = 327 — 2ay 1 337 a fy = PSR
0 Ofzx
splinuji podminku af‘r = (9f Proto existuje funkce z = z(z,y), kterad je feSenim
Y Y
soustavy rovnic
0z Y 0z —x
3r? — 2xy + 3y Jy 3r2 — 2zy + 3y

D

Integrace prvni z téchto rovnic dava

z—/ ydz —g/ dz _ ! arctg x_y—l—go(y)
322 — 2xy 4+ 3y? 3 (:c—y/3)2+8y2/9 22 22y '
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Jestlize toto vyjadfeni z = z(x,y) dosadime do druhé rovnice, dostaneme

1 3x —
go'(y):0:>g0(y):C:>z:—arcth—kC,

2v/2 2v2y

kde C' € R je libovolna konstanta.

2 2 5 2 2 2 2
26. Snadno zjistime, ze funkce f, = vt Ay +3 Y a fy = a i —Z i splnuji
5 5 (z +y) (z +y)
podminku 8fx = a—fy, ktera je nutnou podminkou pro existenci funkce z = z(x,y).
Yy x

Tu najdeme jako reseni soustavy rovnic:

0z 2?2 + 2xy + 5y? 0z 22 — 2xy + 1

oe T T @y oy T T @ty

Z prvni rovnice plyne, Ze obecny tvar funkce z = z(z,y) je

2 2 2
Z:/ﬂlj 2wy + 5y dmz/( ! + 4y )dx:
(z+y)3 r+y  (v+y)?

2y2
(z +y)?

=In|z+y| - +o(y),

kde ¢(y) je diferencovatelnd funkce proménné y. Po dosazeni do druhé rovnice
dostaneme

2y
"(Y) =0 = =C=z=z(x,y)=hlr+yl - —+C,
¢ (y) e(y) (z,y) | Yl (€ + )2
kde C' € R je libovolna konstanta.

27. Derivovanim snadno ukézeme, ze funkce f, = e*t¥(z —y +2) + ey a f, =

05, _ 05,
oy or

e Y (z — y) + e spliiuji podminku , kterd je nutna pro existenci funkce

z = z(z,y) takové, zZe

0z . . 0z v .
%:fw:e+y(a:—y+2)+e Y, 8_y:fy:e T(r—y) +e”.

7 prvni rovnice plyne, ze

z(x,y) = /(e”y(x —y+2)+ e$y> dr =e" Y (z —y+ 1)+ ey + o(y),

kde ¢(y) je libovolna diferencovatelnd funkce proménné y. Tu najdeme dosazenim
do druhé z uvedenych rovnic. Z ni plyne

CY)=0=p(y) =C = z=2z2(z,y) =e"Y(@—y+1)+e"y+C,
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kde C € R je libovolna konstanta.
6n+m+1u an+m+1u
28. Je ihned vidét, ze funkce f, = JeFiggm a fy = m———— spliluji podminku

xn+16ym 6xnaym+1
afx _ afy _ 8n+m+2u
oy  Ox  Oxntloym+l’

kterd je nutnd pro existenci hledané funkce z = z(x, y).

2 gntmtly,
Integraci rovnosti — = f, = ————— podle proménné x zjistime, ze funkce
ox oxntloym
" tmy,
z(x,y) ma tvar z(z,y) = Pr + ©(y), kde ¢(y) je diferencovatelnd funkce

0z grtmtly,

S0~ BargumtL dostaneme ¢'(y) = 0, neboli
Y xnoym

proménné y. Po dosazeni do rovnice

n—|—mu

o(y) = C, kde C je libovolné realné konstanta. Tedy z = z(x,y) = Ererwe +C.
Oy
) ) an—‘,—m—i—l 1 an—l—m—l—l 1
29. V tomto prlpade Je fx = W (ln ;) a fy = W (ln ;)

Protoze plati vztah
2 1 2 1 2 _ 2 2 _ .2
8— In - +5’_ I y2+ Y 332:(), (1)
0x? r 0y? r (22 + y2) (22 + 12)
n+m 2 1 2 1
afm—afy: 0 0 In - —1—6— In — =0.
Oy oxr  Oz"Oy™ \ 0x2 r Oy? r
To ale znamen4, Ze existuje funkce z = z(x,y) takova, Ze

n+m-+1 n+m-+1
%:fm —a <1H1)7 %:f 0 (hll)

je

ox - Oxnt2oym—1 r oy v Oxn—1oym+2 r
, . gntm 1 )
Z prvni rovnice plyne, Ze z = z(z,y) = W (111 ;) + o(y), kde ¢(y) je

libovolna diferencovatelna funkce proménné y. Kdyz dosadime do druhé rovnice
a pouzijeme vztah (1), dostaneme ¢'(y) = 0. Tedy ¢(y) = C, kde C je reilna
konstanta. Jestlize si uvédomime, ze plati vztah

9 hq1 o 9 arctg ~
Ox r)  x24+y2 Oy gy ’

8n—|—m 1 an—|—m T
= = — — (In-— = — — X
z = z(x,y) G igym1 ( n r) +C 9Oy (arctg y) +C

lze psat

30. Vypoctéte /(y2 —2%)da+2yzdy — 2% dz, kde C je kiivka . = t, y = 2, 2 = t3,
c

0 <t <1, orientovana ve sméru rostouciho parametru.
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Reseni: Protoze dx = dt, dy = 2tdt a dz = 3t2dt je
1
/(y2 —2%)dz +2yzdy — 2° dz = / <t4 — 1%+ (2t°)2t — t2(3t2)> dt =
C 0

' 6 4 1
:/0 (3t —2t)dt:£.

31. Vypoctéte / ydr+zdy+xdz, kde C je zavit Sroubovice x = acost, y = asint,
c
z=0bt, 0 <t < 27, orientovany ve sméru rostouciho parametru.

Reseni: Protoze dz = —asintdt, dy = acostdt a dz = bdt, je

27
/ydx-l—zdy-l—mdz:/ <—a231n2t+abtcost+abcost> dt = —ma?.
c 0

32. Vypoctéte /(y—z) dz+(z—x) dy+(x—y) dz, kde C je kruznice 22 +y?+22 = a?,
C

ycosa = xsina, 0 < a < 7, kterd se probiha proti sméru hodinovych rucicek,
jestlize se na ni divame se strany kladnych .
Resend: Na rozdil od predchazejicich piikladéi musime nejprve najit parametrické

rovnice ktivky. Jestlize dosadime vztah = = ycotga, do rovnice kulové plochy
2

22 + y? + 22 = a?, dostaneme + 22 = a%. To je rovnice primétu dané

krivky na rovinu Oyz. Protoze pO(SillIé zgdémi ulohy musime obihat tuto krivku proti
sméru hodinovych rucicek, zvolime parametrizaci tohoto primétu ve tvaru y =
asinacost, z = asint, kde 0 < t < 27. Pak je + = acosacost. Protoze dx =
—acosasint, dy = —asinasint a dz = acost, je

2m
/(y—z)dx+(z—m)dy+(w—y)dz:a2/ (—cosasint(sinacost—sint)+
C 0

+ (—sinasint)(sint — cos acost) + cost(cos acost — sin « cos t)> dt =

= 2na’(cos o — sina) .

33. Vypoctéte /y2 dz + 22dy + 22 dz, kde C je ¢ast kiivky 22 + y? + 22 = a2,
c

2?2 +y? = ax, z > 0, a > 0, kterd se probih4 proti sméru hodinovych rucicek, jestlize

se na ni divame z kladné ¢asti (z > a) osy Ox.

Reseni: Nejprve nalezneme parametrické vyjadieni kiivky C. Protoze krivka musi
lezet na kulové plose 22 + y? + 22 = a2, polozime = = acosf cos ¢, y = a cos @ sin

s
az=asinf, kde —m < p < maprotoze z > 0je 0 <0 < 5" Z rovnice 22 +y? = ax
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T T
dostaneme vztah cos @ = cos . Protoze cosf > 0 je —3 <p< 5" V zavislosti na

to je-li p € <0, g), resp. ¢ € (—g,O), je sinf = sin g, resp. sinf = —sin . Tedy
pri takové parametrizaci je kiivka C popsana jako soucet dvou hladkych ktivek

T
Ci: x=uacos’p, y=acospsing, z=asinp; 0<p< 5

dxr = —asin2¢dy, dy =acos2¢pdy, dz =acospdy

T
Co: x=uacos’yp, y=acospsing, z=—asing; —3 <p<0;

dr = —asin2¢dy, dy =acos2pdy, dz = —acospdp

Protoze te¢na k priimétu na rovinu Oyz odpovidajici této parametrizaci v bodé y =
s
0, z = a, ktery odpovida hodnoté parametru ¢ = 5 je (—1,0), je tato parametrizace

ve shodé s pozadovanou parametrizaci. Tedy
/2
/ yide + 22 dy + 22dz = a® / (— cos? ¢ sin? ¢ sin 2¢ + sin? ¢ cos 2¢ + cos® (,0) dp+
(¢ 0

0
+a? / (— cos? ¢ sin? ¢ sin 2¢ + sin? ¢ cos 2¢ — cos® go) dp =
—7/2

/2
:2a3/ sin2cpcos2godg0:—%a3,
0

kde jsme pfi vypoctu integralu pouzili toho, ze funkce cos ¢ je suda a funkce sin ¢
licha.

34. Vypoctéte /(y2 — 2%)dx + (2% — 2?) dy + (2% — y?) dz, kde C je hranice ¢asti

c
kulové plochy 22 + 42+ 22 =1, 2 >0, y > 0, 2 > 0, kterd se probiha tak, ze vné&jsi
strana plochy je vlevo.

Resend: Dan4 kiivka se sklad4 ze tii hladkych kiivek:

Cr: =0, y=cost, z=sint; ogtgg;
dr =0, dy = —sintdt, dz = costdt

Cy: y=0, z=cost, x =sint; ()Stgg;
dy =0, dz = —sintdt, dx = costdt

C.: z=0, z=cost, y =sint; ()gtgg;

dz =0, dr = —sintdt, dy = costdt

Proto je
/2
/(y2 —22)dz+ (2 —2?)dy + (2 —y?) dz = —3/ (cos®t +sin®t) dt = —4.
c 0
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Najdéte nasledujici kiivkové integraly uplnych diferencial

(2,3—4)

35. / zdz+y?dy — 22 dz
(1,1,1)
(6,1,1)

36. / yzdxr + rzdy + zy dz
(1,2,3)

(z2,y2,22)

37 / rdr +ydy + zdz
) /22 + 2 + 22
i tyi+as=a®, s +ys+25=0>a>0,b>0
(z2,y2,22)
38. / p(z)dz +¢(y)dy + x(2)dz ¢, ¥, x spojité

(Il Y1 721)

(ml »Y1 »21)

(z2,Y2,22)
39. / fle+y+2z)(de+ dy+ dz) f spojita

(xlayl»zl)

(z2ay2722)

40. / f (\/ 2 +y? + 22> (rdz +ydy + 2dz) f spojita

(wl Y1 7z1)

Resend: V uvedenych piikladech se musime nejprve piesvédcit, ze dané integraly
nezavisi na kfivce C, ale pouze na jejim pocatecnim a konecném bodé, tj. musime
overit vztahy

Ofy 0f_o 9 Ol _o Of Ofy _

= = — =0. 2
0z 0Oy o dx 0z 9y Ox 2)

Jsou-li tyto relace splnény najdeme potencial nebo budeme integrovat po vhodné
zvolené kiivce s danym pocatecnim a konecnym bodem.

35. Snadno zjistime, Ze funkce f, =z, f, = y? a f, = —2° spliiuji vztahy (2). Tedy
kiivkovy integral druhého druhu nezavisi na kiivce. Pro vypocet zvolime lomenou
¢aru, ktera se sklada ze tii tisecek:

Cr:xz=t,y=1,2=1; te(l,2)
Cy =2, y=t,z2=1; te(l,3)
C3:x=1,y=3,z=—t; te(—1,4)



Pak je
(2a37—4)

2 3 4
7
xdx+y2dy—z3dz:/ tdt+/ t2dt—/ (_t)g(_dt):_S?’_E‘
1 1 ~1
(1,1,1)

36. Snadno se pfesvédcime, ze funkce f, = yz, f, = xz a f. = xy vyhovuji rovnici
(2). Existuje tedy funkce U(z,y, 2z) takova, ze f = grad U, tj. funkce, pro kterou

plati
oU oUu oUu
%_fx—yzy 6—y—fy—l’27 a—fz—wy-

Z prvni rovnice plyne, ze funkce U(x,y,z) = zyz + ¢(y, 2), kde ¢(y, z) je difer-
encovatelnd funkce proménnych y a z. Kdyz dosadime tento tvar funkce U(x,y, 2)
do druhé rovnice, dostaneme G_(P = 0, ze které plyne, Ze funkce ¢(y, z) nezavisi
na proménné y, tj. 7e 9y, z) = ¥(z) a U(w,y,2) = wyz + (2). Dosazeni do treti
rovnice dava ¢’'(z) = 0, tj. ¥(z) = C, kde C je libovolna redlna konstanta. Tedy
U(zx,y,z) = zyz + C. Hledany integral tedy je
(6,1,1)
yzdr +zzdy + 2zydz = U(6,1,1) — U(1,2,3) = 0.

(1,2,3)

37. V tomto pripadé je

fo= —— fy=—— fo= ——
YRR N - RN = R

Derivovanim zjistime, Ze rovnice (2) plati v celém R* mimo bod [0; 0; 0]. Proto dany
integral zavisi pouze na pocateénim a koncovém bodé kiivky C. Necht jsou z = z(t),
y=1y(t), z= z(t), kde t € (t1,t2), parametrické rovnice kiivky C. Pak je

(xz,yz,zg)

rdr+ydy +zdz B2 gyt 2 g —

Va2 +y? + 22 ey Va2 +y? + 22

to

= [VEO T +20)] =3+ + B\l i+ d=b—a.

t1

(z1,y1,y1)

38. Protoze funkce f, = ¢(x), f, = ¥(y) a f. = x(2) vyhovuji rovnicim (2),
nezavisi na kfivce C. V tomto pripadé je za kfivku vybrat lomenou ¢aru

Ci:zx=2,y=y1, 2=21; 21 <2< 29
Co:x=20,y=y,2=21; Y1 JY <1
C3:x2=o2,y=%y2, 2=2; 21 <2< 2
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Integraci po této kiivce dostaneme

(z2,y2,22)

p(z) dz + P(y) dz + x(2) dz = /

1

- o(x)dr + /:2 Y(y)dy + /: x(z)dz.

(Il ay1721)

39. Funkee f, = f, = f. = f(z + y + z) spliuji vztah (2). Proto hledany integral
zavisi pouze na poc¢ateénim a koncovém bodé kiivky C. Necht jsou x = z(t), y = y(t)
az=z(t), kde t € (t1,t2), parametrické rovnice kiivky C. Hledany integral tedy je

(z2,Y2,22)
flz+y+2) - (de+ dy+ dz) =

(9C17y1,Z1)

r2+yz2+z2

:/tzf(:c(t)+y(t)+z(t)) () +y )+ 2 (0)dEt = / f(u)du,
! z1+y1+z1

kde jsme v poslednim integralu pouzili substituci v = x(t) + y(y) + z(¢).
40. Nyni je f, = zf(r), fy = yf(r) a f. = z2f(r), kde r = /22 + y2 + 22. Je-li

funkce f(r) diferencovatelnd, plati

of. _9ofy _ _yz '(r) Ofe _ Of:
Oy 0z r 0z Ox

of _afm__ﬁ /
a_g_a_y_ T‘f(r),

= —%f/('f’),

a tedy dany integral nezavisi na kfivce, po které integrujeme, ale pouze na je-
jim pocéatecnim a koncovém bodé. Neni-li funkce f(r) diferencovatelnd, ale pouze
spojita, najdeme dany integral pfimo. Necht je x = r(t) - cosO(t) - cosp(t), y =
r(t) - cosO(t) - sinp(t) a z = r(t) - sinf(t), kde t € (t1,t2), parametrizace kiivky C.
Derivovanim dostaneme

dz = (1’ cos 0 cos p — 18 sinf cos p — ¢’ cosOsin ) dt

dy = (r’ cos@sinp — r6’ sinfsin ¢ + ry’ cosf cos p) dt

dz = ('sin6 + rf’ cos ) dt

rdx +ydy + zdz = rr' dt.

Tedy pro takto parametrizovanou krivku C plati

/f(\/m)~(xdx+ydy+zdz):/m?“?“/f(r) dt:/rzrf(r)drv
c

ty 1

kde jsme oznacili r; = /23 +y? + 22, 1o = /23 +y35 + 25 a pouzili substituci
r=r(t).
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Najdéte funkci u, jestlize

41. du = (2% — 2yz)dx + (v* — 222) dy + (2% — 2zy) dz
1

42. du=(1-"+2)de+ (T+ L) ay- P
y oz z 2 22

(x+y—2)de+ (x4+y—2)dy+ (x+y+2)dz
22 +y? + 22 + 2zy

43. du =

Resenid: V nésledujicich ptikladech je zadano
du = fydz + f,dy + f.dz.
Protoze diferenciél funkce v = u(x,y, 2) je

ou ou ou
du—%dx—i—a—ydy%—&dz,

je nasim tkolem najit funkci u = u(x,y, z), pro kterou plati

ou ou ou
_:fxa 8_y:fy7 __fz' (3)

0z

Ze zamény smisenych parcialnich derivaci plyne, Zze nutné podminka existence reseni
této soustavy rovnic jsou vztahy (2) z pfedchozi série ptikladia. Jsou-li tyto vztahy
splnény, lze funkci v = wu(x,y, z) najit jako Feseni vySe uvedené soustavy nebo
integraci du = f,dz + f,dy + f.dz po libovolné kiivce s pevnym pocitecnim
bodem [azo;yo; zo} a koncovym bodem [z;y; z].

41. V tomto pifpadé je f, = 2? — 2yz, f, = y®> — 22z a f, = 22 — 2zy. Snadno
se presvédéime, Ze tyto funkce spliiuji podminky (2). Mizeme tedy fesit soustavu
rovnic

ou
ou
8—y:fy:y2—2x2’
ou
a:fzzzz—2ajy

Integrujeme-li prvni rovnici podle proménné z, zjistime, ze funkce u(z,y, z) ma tvar

u= % —2zyz+¢(y, ), kde p(y, 2) je diferencovatelna funkce pouze dvou promén-

nych y a z. Jestlize dosadime toto vyjadfeni funkce u(z,y,z) do druhé rovnice,
3

0
dostaneme 8_5 = 12, ze které plyne, Ze p(y,2) = % + ¥(z), kde funkce ¥(z) je
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34,3
diferencovatelnd funkce jedné proménné z. Tedy u(z,y, z) = *y

—2xyz+1(2).
Toto vyjadfeni funkce u(x,y, z) dosadime do tfeti rovnice soustavy a dostaneme

d
d—w = 22, ze které plyne, 7e ¥(z) = % + C, kde C je libovolna realna konstanta.
z

3.1 .34 .3
1
42. Funkce f, = 1 — — + g, fy = Ty % a f, = _ac_g; spliiuji vztahy (2).
y oz z z
Jestlize integrujeme prvni rovnici v soustavé (3) podle proménné z, zjistime, Ze
u(z,y,z) =x — Ty ©(y, z). Kdyz dosadime toto vyjadfeni do druhé rovnice
y oz

— 2xyz.

v (3), dostaneme 3_90 =0, tedy o(y, 2) = ¥(2) au(x,y,2) =z — T,y +(2). Ze
Y Y z

tfeti rovnice soustavy (3) plyne ¢'(z) = 0, tj. ¥(z) = C, kde C je libovolné reélna
konstanta. Tedy u(z,y, z) = = — Lo
y oz

rT+y—=z _ rT+y+z
22 +y? + 22 + 2xy’ J2 = x2 +y? + 22 + 2zy
se snadno presvédéime, Ze jsou splnény podminky (2). MiZeme tedy hledat feSeni
soustavy (3). Nejprve integrujeme tfeti rovnici této soustavy podle proménné z.
Tak dostaneme

u(z z)—/ r+y+z dz—/ zdz +/ (r+y)dz
Y2 = (x+y)24+22 " ) (z+y)?+ 22 (x+7y)2 422

1
=3 In((z + y)? + 22) + arctg %—l—y + o(z,y),

43. Derivovanim funkci f, = f, =

kde (z,y) je libovolnd diferencovatelna funkce proménnych x a y. Tu najdeme,
kdyz dosadime toto vyjadfeni funkce u(z,y,z) do prvnich dvou rovnic soustavy
0
(3). Ze druhé rovnice plyne 8_g0 =0, ¢ili p(z,y) = ¢ (z). Jestlize dosadime do prvni
)
rovnice soustavy (3), dostaneme v¢’(z) = 0 neboli ¥(z) = C, kde C je libovolna
realna konstanta. Tedy

U(l‘,%z):ln\/$2+y2+z2+2my+arctg%+C.
rTy

44. Najdéte praci, kterou vykona gravitacni sila, jestlize se bod o hmotnosti m
premisti z bodu [z1;y1; 21] do bodu [z2;ys; 22]; 0sa Oz smétfuje vertikdlné nahoru.

Reseni: Sila, ktera ptisobi na hmotny bod s hmotnosti m, Ktery se nachazi v bodé
[x;y; 2] je F = (0,0,—mg). Tedy prace, kterou vykona sila pfi jeho pfemisténi z
bodu [m;yl;zl} do bodu |:,T2;’y2;22:| po kiivce C je

W:/F'ds:—mg/dz.
C (¢
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Protoze hodnota tohoto integralu zavisi pouze na pocatecnim a koncovém bodu
krivky C, je v nasem ptipadé¢ W = mg (zl — z2).

45. Najdéte praci elastické sily smeérujici k pocatku soutadnic, jejiz velikost je
umeérna vzdalenosti hmotného bodu od pocatku soutradnic, jestlize se hmotny bod

2

pohybuje proti sméru hodinovych rucicek po kladné ¢tvrtiné elipsy — + 32—2 = 1.
a

Reseni: Podle zadani je sila F, kterd ptisobi na hmotny bod v bodé [z;¥; 2] rovna
F = —kr = —k(x,y,2), kde k je konstanta. Tedy prace W, kterou vykoname,
jestlize pfemistime hmotny bod po kfivce C, je dana kiivkovym integralem druhého
druhu

W:/F-ds:—k’/mdx—kydy—kzdz.
C Cc

Parametrické rovnice dané kiivky jsou x = acost, y = bsint, 2 =0, kde 0 <t <

b | 3

Tedy hledana prace je

/2
W =— / (—a2costsint+bzsintcos)dt:g(az—bQ).
0

k

46. Najdéte praci gravitacni sily F' = —, r = /2? +y? + 22, kterd piisobi na
r

hmotny bod s hmotnosti 1, ktery se pfemisti z bodu [x1;y1; 21] do bodu [z2; y2; 22].

Reseni: Sila, kterd ptisobi na hmotny bod s jednotkovou hmotnosti v bodé r =

r,y,2) je F=—k i. Ptremistime-li bod po kfivce C, vykoname praci
3
,
d d d
Wz/f-ds:—k/x Ly yHg/;.
C C (a:2 +y2 + 22)

Necht jsou z = z(t), y = y(t) a z = z(t), t1 < t < t9, parametrické rovnice kiivky

C. Pak je
W_ ]{: to xx/+yy/+zz/
T 2 4 .24 ,2)3/2
b (224 y2 + 22)

Jestlize v tomto integralu pouZijeme substituci r = \/x2(t) + y2(t) + 22(t), dosta-
neme

kde 11 = /22 +y? + 22 ary = /23 + y3 + 23.

47. Necht v, = v,(z,y) a vy, = vy(x,y) jsou slozky rychlosti v(z,y) stacionarniho
toku kapaliny. Urcete mnozstvi kapaliny AM, které vytece za jednotku ¢asu uza-
vienou hranici C plochy S, tj. rozdil mezi mnozstvim vtékajici a vytékajici kapaliny.
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Jakou rovnici splnuji funkce v, a vy, je-li kapalina nestlacitelnd a v oblasti S nejsou
zdroje?

Resend: Mnozstvi kapaliny dM, které protoce infinitezimalni ¢asti kiivky ds v bodé
[x;y], je dM = |v} cos ads, kde « je thel, ktery svird vektor rychlosti kapaliny v
s jednotkovou normalou ke kiivce C v bodé [z;y]. Pfitom normdla musi mifit ven
z oblasti S. Jsou-li x = z(t), y = y(t), t € (t1,t2), parametrické rovnice kiivky C,
je te¢ny vektor k této kiivece t = (2/,4'). Tedy normalovy vektor n = (y',—a).
(Napriklad z nacrtku se lze presvédcit, ze tento vektor ma spravny smér, tj. mifi
ven z oblasti S.) Tedy

v-n vy — vy’
vCcosa = =

@)+ )

Protoze ds = (m’)2 + (y’)2 dt, je dM = (vpy’ — vya') dt, a tedy

to
AM:/dM:/ (Umy’—ny’)dt:jgvxdy—vydx.
C t1 C

Je-li kapalina nestlacitelnd a v oblasti S nejsou zdroje, musi byt AM = 0 pro
kazdou oblast S, a tedy i kazdou uzavienou kiivku C. Tedy pro kazdou uzavienou
kiivku musi platit

fvxdy—vydxzo.
C

Ale to je mozné pouze v pripadé, ze je vektorové pole (—vy, vm) konzervativni. Tedy
musi platit

=— =0.
ox dy or + oy
ov o
V takovém piipadé existuje funkce ¥(z,y) takova, ze 5 = WA G, =
x Y
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Cviceni 21
PLOSNY INTEGRAL DRUHEHO DRUHU (Vv R3).

Definice: Diferencovatelné plocha S C R? se nazyva orientovand, jestlize je na ni
dano spojité vektorové pole jednotkovych normal.

Pro omezenou uzavienou plochu S s hranici 0S se zavadi pojem souhlasné oriento-
vané hranice priblizné takto:

Necht je S omezena orientovanda diferencovatelnd plocha s norméalou n a 9S jeji
hranice. Necht b je teény vektor k plose S v bodé jeji hranice, ktery mifi dovnitf
plochy S. Hranice 95 plochy S se nazyva souhlasné orientovand s plochou S, jestlize
je orientovana tecnym vektorem 7 tak, ze jednotkové vektory 7, b a m v tomto
poradi tvori kladné orientovany souradnicovy systém.

Plochy &1 a 83 se spolec¢nou hranici C se nazyvaji souhlasné orientované, jestlize
hranice C souhlasna s plochou &7 je opac¢na k orientaci této hranice souhlasné s
plochou &s.

Definice: Po castech diferencovatelna plocha S se nazyva orientovatelnd, jestlize
existuje orientace vSech jejich diferencovatelnych ¢asti, které jsou navzajem souh-
lasné.

Definice: Necht S je po ¢astech diferencovatelna orientovatelnéd plocha s orientaci
zadanou vektorovym polem jednotkovych vektorin a F' = (Fw, F,, Fz) je vektorové
pole na §. Pak integral

//S(F-n)dS://SFdS:

://(deyA dz + Fydz A do + F, dx A dy):
S

= // (Fx dydz + F,dzdx + F, dxdy)
S
nazyvame plosnym integrdlem druhého druhu vektorového pole F' pres plochu S.

Poznamka: Plo$ny integral druhého druhu zavisi na orientaci plochy S. Pfi zméné orientace se
zméni znaménko integralu.

Je-li plocha S dana parametrickymi rovnicemi
x=x(u,v), y=yu,v), z=2z(u,v); (u,v)e€Q,

pak je

//SFdS = //Q (Fx (z(u,v),y(u,v)z(u,v)) ggg: f];+
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D(z,x D(x,
+ Fy(z(u, v), y(u, v)z(u,v)) Dgu Ui + F. (x(u,v), y(u, v)z(u, v)) Dgu Z;)dudv,
kde
oy 0z 0z Ox
D(y,z) _ du  du D(z,x) _ du  du
Do) det @ % D) det % 6_1' ,
ov Ov o o ov  Ov
£ Y
D(z,y) _ du  du
Dl v) det a_x @
ov Ov

FYZIKALNI VYZNAM plosného integralu druhého druhu je tok vektorového pole F'
plochou § (ve sméru normaly n).

1. Vypoctéte plosny integral druhého druhu / / (rdydz + ydzdx + zdx dy), kde
S

S je vn&j&l strana kulové plochy x2 + 2 + 22 = a?.

Resenid: Parametrické rovnice kulové plochy jsou x = a cos cos p, y = a cos  sin ¢,
z = asinf, kde —g <0< g a 0 < ¢ < 27. Rovnice tefen k soufadnicovym
kiivkdm a normaéla jsou

tyg = (—a sin § cos ¢, —asin @ sin p, a cos 9)

t, = (—a cos 6sin ¢, a cos 0 cos p, 0)

2 2

n=1tyxt,= (—a cos? 0 cos p, —a” cos? 0 sin ¢, —a? cos@sin«?) .

Protoze tato normdla v bodé [1;0;0] je (—1,0,0), jednd se o opa¢nou normélu.
Vektorova funkce F' = (x,y,z) = (a cos 6 cos p, a cos B sin p, a sin 9). Tedy —F -n =
a3 cosf a

2
/(mdydz—l—ydzdx—i—zdmdy) :a3/ dgo/ cos0df = 4ra®.
S 0 —7/2

2. Vypoctéte plosny integral druhého druhu // f(z)dydz+g(y) dz dz+h(z) dz dy,
S

kde f(z), g(y) a h(z) jsou spojité funkce a S je vnéjsi strana povrchu hranolu
0<zx<a,0<y<bho0<z<e

Reseni: Povrch hranolu se sklada ze Sesti stén. Jejich parametrické rovnice jsou

S1:x=0,y=y,z=2; ye€(0,b), z€(0,¢); =(—100)
S x=a,y=y,z=2; ye(0,b), z€(0,c); = (1,0,0)
Ss:rx=x,y=0,2=2; xz€(0,a), z€(0,¢); = (0,—-1,0)
Si:x=x,y=b,z=2; wx€(0,a), z€(0,c); (0,1,0)
Ss:x=z,y=y, 2=0; z€(0,a), yec(0,b); = (0,0,-1)
S¢: x=x,y=y,z=c; x€{0,a),yec(0,b); (001)



Tedy dany integral je

//f )ydydz + g(y) dz dz + h(z dmdy_// (0)) dy dz-+

// dxdz+// )) dz dy =

(f(a) = f(0))bc + (g(b) — g(0))ac + (h(c) — h(0))ab =
_ (f(a) —f(0)  9() —9(0)  Alc) = h(O)) e

a b c

3. Vypoététe plosny integral druhého druhu // (y—2)dydz+(z—z)dzdz+ (z —
s

y) dz dy, kde S je vnéjsi strana kuzelové plochy 2% + ¢y = 22, 0 < 2 < h.

Resend: Parametrické rovnice dané plochy jsou x = rcosyp, y = rsinp, z = r, kde
0<r<ha(<p<2r. Tetny k souradnicovym krivkam a normala jsou

t, (cos P, sin @, 1)
t, = (—rsingp,rcosp,0)
n=t, xt, (—T cos @, —r singp,r) .

ProtoZe se mé jednat o vnéjsi stranu kuzelové plochy x? + y? = 22 a z > 0, musi

byt treti slozka normaly n3z < 0. Zvolili jsme tedy opacnou orientaci. Protoze
F=(y-zz-—zr—y) = (r(singp —1),r7(1 —cosy),r(cosp — singp))

je —F -n = 2r%(sinp — cos ). Tedy

h 27
// (y—z)dydz+(z—x)dzdz+(x—y) drdy :/ dr/ r2(singp—cosp)dp = 0.
S 0 0

4. Vypoctéte plosny integral druhého druhu / / ( dydz +

2 yz z2
S je vnéjsi strana ehps01du —|— =1.

b2
Reseni: Parametrické rovnice ehpsmdu jsou x = acosfcosyp, y =bcosBhsinp, z =

dzdx N d:l:'dy)7 kde
y z

7'(' 7'('
csin @, kde —3 <0< 5 2 0 < ¢ < 2m. Tecné vektory ve sméru souradnicovych os

a normala jsou

tyg = (—a sin @ cos ¢, —bsin # sin ¢, c cos 0)
t, = (—a cos 6sin ¢, b cos 6 cos 90,0)

n=t,XxXty= (bc cos? 0 cos p, ac cos> 0 sin o, ab cos O sin 9) .
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Protoze normala ve vrcholech mifi od stredu elipsoidu, je vnéjsi. Integrovana vek-
torova funkce je

po (111 1 1 1
~\az'y z) \acos@cosyp bcoshsing’ csinh

b b 1 1 1
F.n:<§+%+%>c059=<?+b—2+c—2)a500089-

Tedy hledany plosny integral je

dud dzd de d 1 1 1 27 /2
//<y2+ = xy):(—2+—2+—2>a56/ d@/ cos 6 df =
S T Y z a b C 0 —7/2
1

1 1

5. Vypoctéte plosny integral druhého druhu / / 2?dydz+y? dzdz+ 2? dz dy, kde
S
S je vnéjsi strana kulové plochy (z — a)? + (y — b)? + (2 — ¢)? = R

Reseni: ProtoZe se jedna o kulovou plochu se stfedem v bodé [a; b; ¢] a polomérem
R, je jedna z jejich parametrizaci * = a + Rcosfcosp, y = b+ Rcosfsinp,

z=c+ Rsinf, kde —3 <0< g a 0 < ¢ < 27. Najdeme rovnice te¢en a normalu

k této plose.

ty = (—R sin # cos ¢, — R sin 0 sin ¢, R cos 0)
t, = (—R cos 6sin ¢, R cos 6 cos @,0)

n=t,XxXty= (R2 cos? 6 cos ¢, R? cos® fsin o, R? cos @ sin 9) .
Snadno se lze pfesvédcit, ze tato normala je vnéjsi. Vektorova funkce F' je

F = (:ch,yQ,zQ) = ((a+RCOSOCOS<,0)2, (b+Rcos€sing0)2, (c+Rsin9)2>

F.n=R? (a2 cos? @ cos p + b% cos? Osin ¢ + ¢ cos O sin 9)+
+ 2R3 (a cos® 0 cos® ¢ + bcos® 0 sin? p + ¢ cos 6 sin’ 9) +
+R* (0034 0 cos® ¢ + cos §sin® o + cos 0 sin® 0) .
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Pomeérné snadno najdeme integraly

2m 2m 2m 2m
/ cosgodgp:/ singodgpz/ cos?’godgo:/ sin® pdyp =0
0 0 0 0
27 2T
/ cos? pdyp = / sin®pdp =
0 0

/2 /2
/ cos@sin&d@z/ cosfsin®0dl =0

—7/2 —7/2

7T/2 4 7T/2 2
/ cos®0do = -, / cosfsin®0df = = .

—7/2 3 —7/2 3

S jejich pouzitim pak zjistime, ze

// 2?dydz +y?dzde + 22 dedy = §7TR3(CL+b—|—C).
S
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Cvicdeni 22
GREENOVA VETA.

Véta: Necht je C po c¢astech diferencovatelnd prosté kiivka v R2, kterd je hranici
konec¢né jednoduse souvislé oblasti S. Necht je kiivka C orientovana tak, ze oblast
S lezi pfi pohybu po kiivce vlevo. Necht jsou funkce P(z,y) a Q(z,y) spojité
diferencovatelné v oblasti Q D S. Pak plati Greenova véta

7{ P(z,y)dr + Q(x,y) dy—// (@_8_1;) dr dy .

Pomoci Greenovy véty lze naptiklad uréit obsah S rovinného obrazce, ktery je
ohranicen prostou po ¢astech diferencovatelnou kiivkou C, ze vztahu

1
S:j{xdy:—j{ydx:—j{(xdy—ydm),
c c 2 Je

a pod.

1. Pomoci Greenovy véty prevedte kiivkovy integral

I:j{\/xQ—kdex—I—y(xy—f—ln(:r%— w2+y2)>dy,
C

kde C je hranice konecné oblasti S.

Reseni: V tomto piipadé je P = /22 +y%2 a Q = y(ggy + ln(x + /2 +y2)>.
Derivace téchto funkci jsou

oP Yy 0Q 2 Y

—_— =, — = 4+ — .
y Vit 0 U E g

Podle Greenovy véty tedy plati
I_// (— — —> dxdy:// y?dady.
oy S

Pomoci Greenovy véty vypoctéte nasledujici integraly

2. facyQ dy — z%ydx  C je kruznice z* + y? = a®
C

22 o2
3. fé(ﬂc—l—y)dw—(w— y) dy CJeellpsa—+b2:1
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4. % e”((1 = cosy)dz — (y — siny) dy)
c
C je kladné orientovana hranice oblasti
O<z<m,0<y<sinx

5. 74 exp(—(z* — y*))(cos 2zy dz + sin 2zy dy)

2+y2=R2
Reseni:

2. V tomto ptipadé je P = —x%y a Q = zy? a S je kruh 22 + y? < a2. Tedy podle
Greenovy véty je

?{xyZdy—x%/dx = // (x2 —|—y2) dxdy.
C S

Posledni integral snadno najdeme, kdyz pouzijeme polarni souradnice x = r cos ¢,
y = rsine. Protoze jakobidn substituce je J = r a dany kruh je v téchto sourad-
nicich popsan nerovnostmi 0 < r < a a 0 < ¢ < 27, je

2m a
j{ngdy—xzydx:/ dgp/ r3dr =gt
c 0 0 2

0Q 0P

3. Protoze P=zx+ya @ =—-x+vy, je — — — = —2, a tedy
or Oy
f(w%—y)dw—(x—y)dy:— // drdy = —2mab,
c Q
2 42
protoze € je elipsa 2 + =i 1.
0 oP
4. V tomto piikladu je P = e®(1 — cosy) a @ = —e"(y — siny). Tedy a—Q a5y =
€ Y

—ye”. Tedy podle Greenovy véty

7{36‘”((1 —cosy)dz — (y —siny) dy) = —//dewdxdy,

kde oblast 2 je dana nerovnostmi 0 < y < sinx a 0 < z < 7. Posledni integral
podle Fubiniovy véty je

fe‘r((l—cosy)dx—(y—siny)dy) :—/ dx/ ye dy =
c 0 0

1 /7 1 /7 1—¢€"
:—5/0 exsinQ.rd:c:—Z/O ex(l—COSQ.T): 5e ,
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Protoze

s T s
/ e cos2xdx = [ex cos 290} + 2 / e*sin2zdx =
0 0 0

:e”—1+2[e‘”sin2x} —4/ e’ cos2xdx =
0 0

:e”—1—4/ e cos2xdx.
0

oQ — 8_P = 0. Tedy

5. Protoze P = e—%" %" cos 2zy a Q = e~ " sin 2xy, je
ox oy

podle Greenovy véty je

j{ e~ Y (cos 2zxy dx + sin 2xy dy) =0.
(¢

6. O kolik se vzajemné lisi integraly I; = / (x +y)de — (xz —y)’dy a I, =
AmB
/ (x +y)*dzr — (z — y)*>dy, kde AmB je tisecka spojujici body A = [1;1] a

AnB
B = [2;6] a AnB je parabola s vertikalni osou, ktera prochazi body A, B a poc¢atkem

souradnic.

Reseni: Usecka AmB mé rovnici y = 5z — 4 a parabola AmB rovnici y = 222 — .
Rozdil integralti je
I~ I =/ (z +y)*da — (I—y)Qdy—/ (z+y)*dz — (z —y)*dy =
AmB AnB

:f<x+y>2dx—<x—y>2dy,
C

kde C je uzaviena kiivka slozend z tsecky AmB a paraboly BnA, kterd je opacné
orientovand nez parabola AnB. Podle Greenovy véty je (kiivka C je zadporné orien-
tovana)

00 oP
I -1 i(m—i—y) dz—(z—y)° dy //Q(ax Gy) dz dy 4//Qxdxdy,

kde € je oblast dana nerovnostmi 222 —z <y <b5r —4 a1l <z < 2. Tedy
2 5x—4
1 2x2—x
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7. Vypoctéte kiivkovy integral / (e"siny — ky) dz+(e” cosy — k) dy, kde AmO

AmO
je horni polokruznice x? + y? = ax orientovana od bodu A = [a;0] do bodu O =

[0;0].
Navod: Kfivku AmO doplitte na uzavienou tseckou OA na ose Ozx.
Reseni: Protoze osa Oz mé rovnici y = 0 je integral / (egc siny — ky) dzr +

OA
(ex cosy — k) dy pres tsecku OA roven nule. Tedy kfivka C slozena z polokruznice

AmO a tsecky OA je uzaviena. Podle Greenovy véty je
/ (em siny — k:y) dr + (em cosy — k:) dy =
AmO

:j{(ef‘siny—ky)dx—i—(ezcosy—k;)dyzf/kzdxdy:%k,‘aQ,
c

Q

1
protoze oblast () je polokruznice s polomérem 3

8. Vypoctéte kiivkovy integral / (p(y)e® —ky) dz+ (¢ (y)e” — k) dy, kde ¢(y) a
AmB

¢ (y) jsou spojité funkce a AmB je libovolna kiivka, kterd spojuje body A = [x1;y1]

a B = [x2; 2], ktera je spolu s tise¢kou BA hranici oblasti AmBA s danou plochou

e

Reseni: 7 Greenovy véty plyne

/ (p(y)e® — ky) dz + (¢ (y)e® — k) dy—

AmB
0 oP
— /(go(y)e‘”—ky)dx—l—( "(y)e” — dy—// (—Q——y) dzdy,
AB
kde P = p(y)e® —ky a Q = ¢'(y)e® — k a Q je oblast omezené kfivkou AmB a
oP

useckou BA. Protoze — — — =k, je
or 0Oy

/A N (e(y)e® — ky) dz + (¢ (y)e” — k) dy =

/AB (p(y)e” — ky) dz + (¢ (y)e* — k) dy + k//ﬂ dody
/@

y)e® — ky) dz + (¢'(y)e” — k) dy + kS .
B
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Necht mé pfimka AB rovnici x = ay + b. Pak je

/ (p(y)e” — ky) da + (¢ (y)e* — k) dy =
AB

Y2
ka

= /y2 (e“y+b (¢’ (y) + ap(y)) — k — kay> dy = {eaﬁb@(y) —ky— =y =

=e“¢@ﬂ—f“w@0—sz—w)—SQM+90@2—ﬁ)-

9. Urcete dvakrat diferencovatelné funkce P(z,y) a Q(z,y) tak, aby kfivkovy inte-
gral I = j{ P(x+a,y+ f)dz + Q(z + o,y + B) dy pro kazdou uzavienou kiivku C

c
nezavisel na konstantach o a f.

Reseni: Podle Greenovy véty je pro kazdou uzavienou plochu S

I(a,ﬁ)://s (g—§(m+a,y+ﬁ) —g—i(x—ka,y—i—ﬁ)) drdy.

Aby hodnota nezavisela na hodnotédch a a (3, ale jenom na kfivce C, musi byt
integrand konstantni, tj. musi platit

0Q oP
—(x + «a, —— (x4 «, =k,
ge &ty +f) = 5o (ztay+f)
kde k je konstanta. Zvolime-li « = 3 = 0, zjistime, ze funkce P(z,y) a Q(x,y) musi
spliovat rovnici

oQ oP B
%(fﬁay) - 8—y($7y) =k.
Tato rovnice ma reSeni
ou ou
Q(xvy)_kx-i_a_ya P(I,y)—%7

kde k je konstanta a u(x,y) libovolné diferencovatelnd funkce.

10. Jakou podminku musi spliiovat diferencovatelna funkce F(x,y), aby kfivkovy
integral / F(z,y) - (ydx + x dy) nezavisel na integracni cesté&?
AmB

Reseni: Integral / Pdzx + @ dy nezévisi na integracni cesté prave tehdy, kdyz pro
c

kazdou uzavienou krivku C plati 7{ Pdx 4+ Qdy = 0. Z Greenovy véty plyne, zZe
C
pro kazdou oblast {2 musi platit

L) o
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Tuto podminku lze splnit pouze v tom ptipadé, kdyz pro kazdé x a y plati rovnost

0Q 9P _

or Oy
V nasem ptipadé je P(z,y) = yF(z,y) a Q(z,y) = xF(x,y). Tedy musi byt

8(xF)_8(yF)_ r o =
oz oy~ e uky = 0= Flz.y) = f(2y),

kde f(u) je libovolné diferencovatelna funkce jedné proménné.

rdy —ydx

5—> kde C je prostd uzavrena kladné orientovana

11. Vypoctéte [ = f 5
c Tty

krivka, kterd neprochazi pocatkem souradnic.

Navod: Uvazujte dva ptipady: a) pocatek je vné k¥ivky; b) pocéatek je uvnit¥ kiivky.

0
aQx,y) = sz—}—yQ Protoze —Q =

Reseni: V tomto piipadé je P(x,y) = )
x

oP —x? 4 42
— = —y2’ plyne z Greenovy véty, ze pro kazdou prostou jednoduchou
dy (22 + y?)

uzavienou kiivku C, uvniti které nelezi pocatek souradnic

%xdy—ydaz
—2,2 — 0
c Tty

Jestlize pocatek lezi uvniti kiivky C, nelze jiz Greenovu vétu pouzit, protoze funkce
P(z,y) a Q(z,y) nejsou diferencovatelné v bodé [0;0]. V tomto ptipadé lze pos-
tupovat tak, Ze zvolime kladné orientovanou kruznici C; se stfedem v pocatku a
malym polomérem ¢, tj. 2% + y? = &2 tak, aby leZela cel4 v oblasti  ohranic¢ené
krivkou C. Protoze kiivka C neprochézi pocatkem, je to vzdy mozné. Tuto kruznici
spojime s kiivkou C prostou kfivkou Cs, ktera neprotina kiivku C ani kruznici C;.
Pak oblast, jejiz kladné orientovana hranice je tvorena k¥ivkou X slozenou z ktivek
C + Co — C1 — Cy neobsahuje pocatek, a tedy

rdy—yder [ zdy-—ydx rdy —ydx
2 2 2 5 T 2 2
K Tty c Tty c, T°tY

rdy —ydx rdy —ydx
- T2 4.2 —2.2 — 0
C: €T —l—y Co xT +y

/xdy—ydx_/ rdy —ydx
¢ w2y Jo, 2Ty

Integral pres kruznici 22 + 32 = 2, tj. x = ccos, y = esinyp, 0 < ¢ < 27, je

d . d 27
/%:/ dp = 27
¢, Tty 0
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Pomoci krivkovych integralti vypoctéte obsahy mnozin omezené nasledujicimi kiiv-
kami:

12. Elipsou x = acost, y =bsint; 0<t < 2m.

13. Asteroidou = = acos?’t, Yy = bsin3t; 0<t<2m.

14. Parabolou (z +%)? = ax aosou Ox; a>0.

15. Smyckou Descartova listu 2> + y> = 3azy; a > 0; Poloste y = ta.

16. Lemniskatou (22 + %)% = a?(2® — 9?); Poloste y = ztgop.
Reseni: Z Greenovy véty plyne, ze obsah S oblasti £ omezené kiivkou C je roven

Sz%(awdy—bydm), kde a+b=1.
c

12. Obsah S elipsy najdeme jako integral ]{xdy, kde C je elipsa © = acosp,
c
y=bsiny a0 < ¢ < 27m. Protoze dy = bcospdyp, je

2
S:j[xdy:ab/ cos® pdy = mab.
c 0

13. Obsah S oblasti omezené danou asteroidou je

2T 2m
S = j{ rxdy = 3ab/ cos* psin? ¢ dy = 3ab/ (cos4 ¢ — cos® gp) dp = gwab.
c 0 0

14. Protoze integral / ydz pres tGsecku y = 0, 0 < =z < a je roven nule, 1ze
Ci

obsah S najit pomoci integralu S = — 7{ ydx, kde kiivka C se sklada z tisecky C; a

c
paraboly Co dané rovnici (z + y)? = ax, kterou probihdme od bodu [a; 0] do bodu
[0; 0]. Rovnice dané paraboly lze psat ve tvaru y = \/ax — x, a tedy

2

S:—/ xdy:/ (\/ﬁ—x)dx:a—.
Ca 0 6

15. Parametrické rovnice c¢asti Descartova listu, ktery omezuje oblast €2, jsou x =
3at 3at?

153 Yy = 153 0 <t < oo. Obsah S oblasti {2 najdeme pomoci kfivkového

. , 3 3at(2 —t3) .
integralu S = ¢ xdy. Protoze dy = ————~dt, je
c (1+1¢3)
o) t2 2 _ t3 o) 3 — 3
Szj{xdy=9a2/ (—S)dt:3a2/ —3xd:c:—a2,
c o (1+13) 1z 2
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kde jsme p¥i vypoctu integralu pouzili substituci x = 1 + 3.
16. Rovnice uvedené lemniskaty jsou & = a cos ¢p/cos2¢p a y = asin ¢/cos 2¢, kde

€<7r7r>u 37 om Protos
—— = —,— |. Protoze
14 41 14 z

sin  sin 2¢ cos 3
dy = cos cos2p — — L — " Jdp =0 ——
Y a(ocp o8y \/cos2go> a\/cos2<p 7
je

/4 5m/4
S:aQ/ cosgpcos3<,0dcp+a2/ cos pcosJpdp =
—7/4 3mw/4

/4
= a? / (cos 4¢ + cos 2g0) dp =a?.
—7/4

17. Epicykloida je kiivka, kterou opisuje bod kruznice s polomérem r, kterd se
vali bez prokluzovani po nehybné kruznici s polomérem R a lezi vné této kruznice.
Predpokladejte, ze R = nr, kde n > 1 je celé, a najdéte obsah epicykloidy.

Reseni: Predpokladejme, Ze nehybna kruznice mé stfed v pocatku, tj. jeji rovnice
je 22 + y?> = R2. Necht je kruznice na pocatku pohybu dotykaji v bodé M =
[R,0], tj. stied druhé kruznice je v bodé [R + r;0]. Oznac¢me ¢ thel, ktery svira
polopfimka z pocatku do stfedu mensi kruznice s osou Ox a « thel, o ktery se pfi
tom otocila mensi kruznice. Protoze se po sobé tyto kruznice vali bez prokluzovani,
plati rovnost ra = Ry neboli a = np. Stfed mensi kruznice je v tomto okamziku
v bodé [(R+r)cosg; (R+r)sing] = [r(n+1)cosg;r(n + 1)sin¢|. Oznacime-li
[ orientovany tuhel, ktery svird spojnice stfedu valici se kruznice s uvazovanym
bodem M s kladnym smérem osy x, jsou soutadnice bodu M dany vztahy x =
(n+1)rcosp+rcosfBay=(n+1)rsinp+rsin . Protoze pro thly ¢, a a (3 plati
rovnost a + ¢ — § = 7, jsou soufadnice bodu M

x=(n+1)rcosp —rcos(n+1)p, y=Mm+1)rsinp—rsin(n+1)¢p. (1)

Rovnice epicykloidy je v téchto souradnicich dana vztahy (1), kde 0 < ¢ < 2. Podle
Greenovy véty lze tedy najit obsah S oblasti omezené touto cykloidou integralem

S = j{xdy =r?(n+1) /((n + 1) cos p — cos(n + 1)¢) (cos p — cos(n + 1)¢) dp =
c 0

= (n+1)(n+2)nr?.

24. Hypocykloida je krivka, kterou opisuje bod kruznice s polomérem r, ktera se vali
bez prokluzovani po nehybné kruznici s polomérem R a lezi uvniti této kruznice.
Ptredpokladejte, ze R = nr, kde n > 2 je celé, a najdéte obsah hypocykloidy.
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Reseni: Pfedpokladejme, Ze nehybna kruznice mé stied v podéatku, tj. jeji rovnice
je #2 + y2 = R?. Necht je kruznice na pocéatku pohybu dotykaji v bodé M =
[R,0], tj. stfed druhé kruznice je v bodé [R — r;0]. Ozna¢me ¢ thel, ktery svirad
poloprimka z poc¢atku do stfedu mensi kruznice s osou Ox a « thel, o ktery se pfi
tom otocila mensi kruznice. Protoze se po sobé tyto kruznice vali bez prokluzovani,
plati rovnost ra = Ry neboli a = np. Stied mensi kruznice je v tomto okamziku
v bodé [(R —r)cosg; (R —r)sing] = [r(n — 1) cosg;r(n — 1)sin¢|. Oznacime-li
[ orientovany tuhel, ktery svira spojnice stfedu valici se kruznice s uvazovanym
bodem M s kladnym smérem osy x, jsou soutadnice bodu M dany vztahy x =
(n—1)rcosp+rcosfBay=(n—1)rsinp+rsin . Protoze pro thly ¢, a a (3 plati
rovnost ¢ — 8 = «, jsou soufadnice bodu M

x=(n-—1)rcosp+rcos(n—1)p, y=(n—1)rsing —rsin(n—1)p. (1)

Rovnice hypocykloidy je v téchto soufadnicich déna vztahy (1), kde 0 < ¢ <
2m. Podle Greenovy véty lze tedy najit obsah S oblasti omezené touto cykloidou
integralem

S = j{mdy =r*(n—1) /((n — 1) cos ¢ + cos(n — 1)) (cos p — cos(n — 1)p) dp =
c 0
=(n—1)(n—2)mr?.

19. Vypoététe plochu &asti valcové plochy z2 4+ 2 = ax, kterd lezi uvniti plochy
22 +y? 422 =a’

Reseni: Protoze se jedna o ¢ast valcové plochy, 1ze po jejim rozvinutim do roviny
najit obsah této plochy pomoci Greenovy véty. Plochu rozvineme do roviny Oxz.
Pro jednoduchost se omezime na ¢ast plochy, pro kterou je x > 0 a z > 0. Celkovy
obsah plochy pak bude ¢tyfnasobkem obsahu této plochy. Bod na kruznici, jehoz
vzdalenost po oblouku je s, pfejde po rozvinuti do bodu na ose Oz, jehoz x—ova
soufadnice je s. Protoze se jedna o kruznici 22 + y? = ax, tj. kruznici se stfedem

v bodé [g; 0] a polomérem %’ je délka oblouku od pocatku do bodu na kruznici

se soufadnicemi [z;y] rovna s = ggo, kde ¢ je thel mezi poloptfimkou spojujici

bod kruznice a polopfimkou, ktera spojuje stfed kruznice s pocatkem. Proto je

a—2x a a—2x
, a tedy s = 3 arccos

@ = arccos . Vysku z plochy v bodé [z;y]

a
urc¢ime z rovnic 22 + y? + 22 = a? a 2% + y? = ax, ze kterych plyne 2z = \/a(a — ).
Rozvinuta ¢ast plochy je tedy omezena kiivkami z = 0 a s = 0 a kfivkou C zadanou

S . . a a— 2z
parametrickymi rovnicemi s = 5 arccos , 2 =/ala—1x), kde 0 < z < a.
a

Protoze je integral / zds po libovolné tisecce na ose Os nebo Oz roven nule, lze
C
obsah plochy najit jako integral

e adz ¢ dz
S:4/zd8:4/ \/aa—x—:2a3/2/ — = 4a2.
c 0 ( )2 r(a —x) 0 VT

205



20. Dokazte, ze objem télesa vytvoreného rotaci kolem osy Ox vnitiku prosté uza-

viené kiivky C, kterd lezi v poloroviné y > 0, je V = —ﬂ]{ y? da.
C

Resend: Objem télesa, které vynika rotaci oblast €, kterd lezi v poloroviné y > 0

kolem osy Oz, je V = 27 / / ydxz dy. Protoze je oblast € lezi uvnitt kiivky C,
Q

—27rj{y2dx:7r//ydxdyzv.
(¢ Q

21. Ukazte, ze je-li C uzaviena ktivka a [ libovolny smér, pak j{ l-nds=0,kden

plyne z Greenovy véty

C
je vnéjsi normala ke ktivce C.
Reseni: Necht jsou parametrické rovnice kfivky C dény rovnicemi z = z(t) a

y = y(t), kde t € (a,b). Pak je te¢ny vektor k této kiivce 7 = (2/(¢),y/(t)). Pred-
pokladejme, ze tento tecny vektor urcuje kladnou orientaci kiivky. To znamena, ze
pri pohybu po kfivce ve sméru vektoru 7 zlistava vnitiek kiivky po levé strane.
Vektor normaly je pak tmérny vektoru n ~ (y'(t), —'(t)). Normala n je vnéjsi
pravé tehdy, kdyz ma jeji vektorovy souéin s te¢nou 7 kladnou tteti (a tedy v rovi-

y — & s
né jedinou) slozku. Proto je jednotkovéa vnéjsi normala n = (y - ) =. Nebot
()" + (v)

infinitezimalni element ds délky kiivky je ds = (:1:’)2 + (y')2 dt, je dany integral

roven
y — Iy
l nds = 2 dt = l dy —

Podle Greenovy véty je tento integral roven nule.

22. Najdéte hodnotu integralu [ = j{ (xnw + yny) ds, kde C je prosta uzaviena
c

krivka, ktera je hranici konecné oblasti S a n = (nx, ny) je vnéjsi normala k této
krivce.

Reseni: Stejné jako v predchozi tloze 1ze uvedeny integral zapsat pomoci k¥ivkového
integralu druhého druhu a pouzit Greenovu vétu. Takto dostaneme

I:j{(xnm%—yny)ds:%xdy—ydx:2// drdy =25,
C c S

kde S je obsah oblasti S.
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1
23. Najdéte d(ggn g % F - nds, kde S je obsah plochy s hranici C, ktera obiha
—0 C

bod [zo; yo], d(S) je prumér oblasti S, n je jednotkovy vektor vnéjsi normaly k C a
F(z,y) je vektor spojité diferencovatelny v S + C.

Reseni: Ozna¢me F, a F, slozky vektorového pole F. Stejné jako v piedchozich
dvou pripadech zjistime, zZe

fF-nds:j{dey—Fydx:// (8Fw+%) drdy .
c C s\ Ox Oy

Protoze je vektorové pole F' spojité diferencovatelné, plyne z vety o stfedni hodnoté
integralniho poctu, ze existuje bod [¢; 7] € S takovy, zZe

or, 0
]iF-ndSZ <a—i(§,n)+ai;(£,n)> S.

w_"_aFy s
—— SpO]ita, ]J€

Protoze je funkce

, 1 _OF, OF,
d(glgriOE]iF-ndS = o (z0,90) + a—y(%»yo)-
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Cviceni 23

GAUSSOVA A STOKESOVA VETA

Véta. (Gaussova) Necht S je po ¢astech diferencovatelna plocha, ktera je hranici
omezené oblasti V a F = (Fy, F,, F.) je spojité diferencovatelné vektorové pole v
oblasti Q2 D VU S. Pak plati

//F-ndS:///diVFdxdydz,
S %

kde m je jednotkovy vektor vnéjsi normaly k plose S a

OF,  OF, OF,
or 0z 0z

divF =

Véta. (Stokesova) Necht S je po ¢astech diferencovatelnd orientovatelna plocha s
hraniciC anecht F = (Fy, F,, F,) je vektorové pole, které je spojité diferencovatelné
v oblasti 2 D S UC. Pak plati

%Fds:// rot FdS,
c S

kde orientace ktivky C je souhlasna s orientaci plochy S a vektorové pole rot F' je
dano rovnici

N <an  9F, 0F, OF. 9F, apgc) |

oy 0z 0Oz ox ~ Ox oy

Pomoci Gaussovy véty prevedte nasledujici plosné integraly, kde S je hladka hranice
konec¢ného objemu V a cos «, cos 3 a cos~y jsou smérové kosiny vnéjsi normaly n k
plose &

1. //x3dydz+y3dzdx+23dxdy
S

2. //yzdydz—l—xzdzdm-i—mydxdy
S

3.

// xcosa+ycosﬁ+zcosyds
S

Va2t + 22
ou ou ou
4. //S (£c0s0+6—ycosﬁ+%cosv) ds
OR 0Q OP OR 0Q 0P
. //S [(3_y E) cosoH—(% 8_x) cosﬁ—k(% 8_y> cosv] ds
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Reseni:
1. V tomto piipadé je F, = 23, F, = y3 a F, = 23. Tedy

oF, N OF, N oF,
ox dy 0z

div F = :3(:C2+y2—|—z2)

a podle Gaussovy véty je

// x3dydz+y3dzdx—|—z3dxdy:/// div Fdzxdydz =
S 1%
:3///($2+y2+22)dxdydz.
%

2. Protoze F, = yz, Fy = 2z, F, = xy, je div F = 0. Tedy z Gaussovy véty plyne

// yzdydz—l—xzdzdx+:cydxdy:/// div Fdrdydz =0.
S 1%

(x7 y? Z)

/x2+y2+22‘

3. Jedna se o plosny integral druhého druhu / / FdS, kde F =
S

Protoze
or, 0 x B y? + 22
Or  Ox \ /a2t y2+22) (m2+y2+22)3/2
OF, 0 y B x? + 22
oy Oy \ /22 + 2 + 22 (a2 + 12 + z2)3/2
or, 0 z B 22 4 g2
9z 0z \ /o2t y2+22) (x2+y2+22)3/2
- 2 . ]
jediv F = . Podle Gaussovy véty tedy plati

V2 4+ y? + 22

// xcosa+ycosﬁ—|—zcos*yd8_2/// drdydz
s Va? +y? + 22 v /22 +y? 22

4. V uvedeném ptipadeé jde o integral / / grad udS. Podle Gaussovy véty proto je
S

// (%cosa+@cosﬁ+%cosv> dS:/// div(gradu)dxdydz:
s \ Oz dy 0z )

= // Audrdydz,
1%
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0? 0? 0?
kde Au = 8;; + (9;; + 821; je Laplacetduv operdtor.

5. Jedna se o plosny integral druhého druhu / / FdS, kde F, = @ — 8—Q
S

Ay 0z’
OP OR 0 oP
= _ 99 —. (Tuto vektorovou funkci F' lze psat také jako

- _ 2 =
0z  Ox’ ox Oy

F =rot A, kde A = (P,Q, R)). Ze zdmény smiSenych parcidlnich derivaci plyne,

ze div F' = 0. Tedy podle Gaussovy véty je

OR 0Q oP OR 0Q 0P B
//SKa—y‘a)“’”*(W%)C"S“(%‘a—y)“’”}dS‘O'

6. Ukazte, ze je-li S uzaviena prosta plocha a I libovolny konstantni smér, pak
// n -1dS =0, kde n je vnéjsi jednotkova normaéla k plose S.
S

Ey

Reseni: Je-lil = (lx, Ly, lz) vyjadreni vektoru I ve slozkach, jedna se o plosny integral

druhého druhu / / 1 dS ptes uzavienou plochu S. Protoze je vektor I konstantni,

S
jedivl =0, a tedy
//n-ldSz///divldacdydz:O.
S 1%

1
7. Dokazte, ze objem télesa omezeného plochou § je roven V = 3 / / (zcosa +
S

ycos 3+ zcosvy)dS, kde cosa, cos 3, cosvy jsou smérové kosiny vnéjsi jednotkové
normaly k plose S.

Reseni: Protoze n = (cos «, cos (3, cos ’y) , jde o integral // F.dS,kde F = (z,y, 2).
S
Protoze div F' = 3, je podle Gaussovy véty

//(mcosa—kycosﬁ—l—zcosy)dS:3/// drdydz =3V.
S %

8. Dokazte, ze objem kuZele omezeného hladkou kuzelovou plochou f (E, Q) =0
z z

1
a rovinou Ax + By + Cz+ D = 0 je roven V = 3 SH, kde S je obsah podstavy
kuzele, ktery lezi v dané roviné a H je jeho vyska.
Reseni: Podle vysledku piikladu 7 lze najit objem télesa omezeného plochou S

1
pomoci vztahu V = 3 // rdS, kde r = (x,y,2). V tomto pfipadé se plocha S
S
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sklada ze dvou casti: S; plasté kuzele f (E, Q) = 0 a Sy ¢asti roviny Az + By +

z' z
Cz+D=0.
Normala k plose &7 je rovnobézna s vektorem

1 1 T Y
mi~gradf = (D55 - S 0),

kde fi, resp. f3, jsou parcialni derivace funkce f(u,v) podle prvni, resp. druhé

proménné. V tomto ptipadé je ale r - ny = 0, a tedy // rdS =0.
S
(A, B,C)

VA2 + B2+ (0%

Jednotkova normala k roviné Ax + By + Cz+ D = 0 je ny =

Proto je

Ax+ By +Cz —-DdS —-DS
A VA2 + B2+ C? g VA2+ B24+C? A%+ B2+ (?

S

, 3 . . D]
Dokazovany vztah plyne z toho, ze podle prikladu 13/26 je =H
Y Py pociep /26 VA% + B? 4+ C?
vzdalenost bodu [0;0], tj. vrcholu kuzele, od roviny Sa, a tedy vyska kuzele.

9. Urcete objem télesa omezeného plochami z = +ca x = acosu cosv+bsinusinv,
Yy = acosusinv + bsinucosv, z = csin u.

Reseni: Pfi vypoctu objemu V télesa V pouzijeme vysledku piikladu 7, tj. vztahu
3V = // rdS, kde S je kladné orientovana hranice télesa V a r = (z,y, z). Dané
S

téleso je omezené tiemi plochami, podstavami S4 a plastém S,. Pro tyto plochy je

Si: x=rsinv, y=rcosv, z=c; 0<r<b,0<v<2m

S_:x=rsinv, y=rcosv, z=—c; 0<r<b,0<v<2r

Sp: x=acosucosv +bsinusinv, y =acosvsinv + bsinucosv, z = asinu,

kde—g<u<g,0<v<27r.

Jednotkové normaly k plocham Si jsou ny = (0,0,+1) (orientace je volena tak,
aby normala mifila ven z télesa V). Tedy integraly pies tyto plochy jsou

// rdS = // zdzdy = // cdzdy = wb3c

$+ .’L‘2+y2gb2 $2+y2§b2
// rdS = — // zdxdy = // cdzdy = mb?c
S- 22492 <b2 22492 < b2
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Na plasti jsou tecné vektory a normala

asinucosv + bcosusinv, —asinusinv + bcosucosv,ccosu)

tu = (—
t, (—a cosusinv + bsinu cos v, acosu cosv — bsinusin v, O)
n==t,

X t, = (—accos2 1 cos v + bc cos u sin u cos v,

— accos® usinv + be cos usinu cos v, —(a® + b*) cos usin u + 2ab cos v sin v)

Protoze v bodé v = v = 0 je norméla n = (—1,0,0), mifi tato normala dovnitf
télesa V. Proto musime pfi vypoctu pouzit opacné orientovanou normalu. Tedy

/2 27
// rdS:—/ du/ r-ndv =
Sp —m/2 0

/2 27
= / du/ (azc cos u — 2abesin u cos v sin v) dv = 4rd’c.
—7/2 0

Tedy objem daného télesa je
1
V= / / rdS =
3JJs

10. Najdéte objem télesa omezeného plochou z = ucosv, y = usinv, z = —u +
acosv, u > 0,arovinamiz =0a z=20; a>0.

(27rb2c + 47m26) = g 7rc(2a2 + b2) )

W

Reseni: Objem daného V télesa V lze najit pomoci plogného integralu druhého

druhu pfes hranici S télesa V
1
V== / / rdS,
3JJs

kde r = (z,y, z). Téleso C je omezeno dvéma rovinami (jsou-li to plochy)

S;:x=0; n=(1,0,0); r-n=0;

S.: 2=0; n=(0,0,1); r-n=0.

Tedy integraly ptes tyto plochy jsou rovny nule a
1
V= / / rdS,
3JJ/s,

kde plocha S, je dana parametrickymi rovnicemi x = uwcosv, y = usinv a z =
—u + acosv, kde ucosv > 0, —u + acosv > 0. Z téchto nerovnosti plyne, zZe
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T ™ . o
0<u<acosv a —3 <o < 5 Protoze tecné vektory k souradnicovym kiivkam a

normala jsou

t, = (cosv,sinv, —1)
t, = (—usinv,ucosv, —asinv)
n=t, xt, = (ucosv — asin’ v, usinv + acosvsinv, u)

T - = aucosv

Tedy objem télesa je
1 /2 acosv 1 /2 2
:—/ dv/ aucosvdv:—a3/ cosvdv = = a3.
3 —m/2 0 6 —m/2 9

11. Najdéte objem télesa omezeného anuloidem x = (b + acosy)cosp, y = (b +
acosy)sing, z =asiny, 0 < a <b.

Reseni: Objem V télesa V), které je ohrani¢eno plochou S lze najit pomoci plogného
integralu druhého druhu ze vztahu 3V = // rdS, kde r = (x,y, z). Protoze

S
anuloid je omezen plochou z = (b+acos ) cos ¢, y = (b+acos)sin p, z = asin ¥,
kde 0 < ¥ < 2m a 0 < ¢ < 2m, jsou tecné vektory k soufadnicovym krivkam a
normala k plose dana vztahy

ty, = (—(b+acost)sing, (b+ acost)) cos ¢, 0)

ty = ( asin v cos , —asmzﬁsmgp,acosw)

n = (a(b+ acosy) cost cos g, a(b + acos ) cossin p, a(b+ acos ) siny))
r-n=a(b+acosy)(a+ bcos)

7 téchto vztaht dostaneme

SV://rdS /%d@/27T (b+ acostp)(a+ beostp) dy = 67%a®

Tedy objem daného anuloidu je V = 272a?b.

12. Pomoci Gaussovy véty vypoctéte plosny integral / / 2?dydz + y*dzdx +
S
22 dx dy, kde S je vnéjsi strana hranice krychle 0 <z <a,0<y <a, 0< 2z <a.
Reseni: Podle Gaussovy véty je // FdS = /// div F dx dydz, kde V je téleso,
S 1%

jehoz hranice je S. V naSem piipadé je F' = (a;z,yz,zQ) a téleso V je krychle
0<zr<a 0<y<a,0<z<a. Protoze divF =2(x+y+ 2), je

// xQdydz+y2dzdx—|—22dmdy:2///(x+y—|—z)d:cdydz:3a4.
S v
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13. Pomoci Gaussovy véty vypoctéte plosny integral / / 2 dydz + y? dzdz +
S
22 dzdy, kde S je vnéjsi strana kulové plochy z2 + y2 + 22 = a2.

Reseni: Podle Gaussovy véty je // FdS = /// div F dx dydz, kde V je téleso,
S %

jehoz hranice je §. V nasem ptipadé je F = (x3,y3,z3) a té&leso V je koule 22 +
y? + 2% < a®. Protoze div F = 3(2% 4+ y* + 2?), je

// deydz+y3dzdx—|—23dxdy:3///(x2+y2+22)dxdydz.
S 1%

Pro vypocet tohoto integralu je vyhodné zavést sférické souradnice x = r cos 6 cos ¢,

y =rcosfsiny, z =rsinf, kde 0 < r < a, —g <0< g a0 < ¢ < 2m. Protoze

jakobian zobrazeni je J = 72 cosf je
27 7T/2 a 12
//wgdydz+y3dzdx+z3dxdy:3/ dgp/ d@/ rtcos@dr = = 7a®.
S 0 —7/2 0 d

14. Pomoci Gaussovy véty vypoctéte plosny integral

//(33—y+z)dydz+(y—z+x)dzdx+(z—x+y)d:z:dy,
S

kde S je vnéjsi strana plochy |t —y+z|+ |y —z+ x|+ |z —x+y| = 1.
Resend: Dany integral je vlastné plosny integral druhého druhu / / FdS, kde F =
S
(r—y+2,y—2z+z,2—x+y). Protoze div F = 3, je podle Gaussovy véty
//(x—y-l—z)dydz—i—(y—z—f—x)dzdm-i-(z—x+y)dxdy:3/// dzdydz,
S v

kde téleso V je urceno nerovnosti |z —y + 2|+ |y — 2+ z| + |z —x +y| < 1. Pro
vypocet tohoto integralu je vyhodné zavést nové proménné vztahy u = x — y + z,
v=y—z+xaw=z—x+y. Protoze v téchto novych soufadnicich je téleso V
uréeno nerovnostmi |u| + |v| + |w| < 1 a jakobidn J zobrazeni spliluje vztah

Up Uy Uy 1 -1 1
Jt=det | v, vy v, | =det 1 1 -1 =4,
Wy Wy Wy -1 1 1

je

//(x—y+z)dydz—|—(y—z+x)dzdx—i—(z—x—i—y)d:r;dy:2/// dudvdw.
S

1%
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Protoze téleso se sklada z osmi stejnych casti, které jsou stejné jako téleso u+v+w <
Lu>0,v>0aw>0,tj.0<w<l—-u—v,0<v<l—ual<u<lje

1—u

1 1—u
//(w—y+z) dydz+(y—z+z) dzdz+(z—z+y) dedy = G/du / dv /
s 0 0 0

dw=1

15. Vypoctéte // (22 cos a + 4% cos B+ 2% cosy) dS, kde S je ¢ast kuzelové plochy
S

224+ 42 =22,0< 2z< hacosa, cos3, cosy jsou smérové kosiny vnéjsi normaly k
této plose.

Reseni: Jedna se vlastné o plosny integral druhého druhu / / FdS, kde F =
S

(x2,y2,22). Abychom mohli pouzit Gaussovu vétu, uzavieme téleso plochou Sy,
ktera je dana vztahem z = h, 22 + y?> < h?. Pak je

//FdS+// FdS:/// div Fdxdydz.
S S 1%

Protoze div F' = 2(x + y + z) a normala k roviné S; je n = (0,0,1), je
// FdS:2///(:B+y+z)dxdydz— // h?dzdy.
S v $2+y2§h2

kde V je kuzel 22 + 2 < 22, 0 < z < h. Protoze v poslednim integralu integrujeme
konstantu h? pies kruh s polomérem h, je tento integral roven wh*. Objemovy
integral ptres kuzel V najdeme prechodem k cylindrickym soutradnicim z = r cos ¢,
y = rsing, z = z. Téleso je pak urcené nerovnostmi 0 < r < z < h, 0 < ¢ < 27.
Protoze jakobian zobrazeni je J = r, dostaneme

h z 27
2///(.r+y+2)dxdydz:2/ dz/ dr/ r(rcosgp+rsingp+z) dyp = gh4‘
% 0 0 )

Tedy // (2 cosa + y? cos B + 22 cosy) dS = _g Bt
S

16. Téleso V je zcela ponoreno do kapaliny. Pomoci Pascalova zakona dokazte, ze
vztlakova sila kapaliny se rovna vaze kapaliny v objemu télesa a miri vertikalné
vzhuru; Archimediv zdkon.

Reseni: Soustavu soufadnic vybereme tak, Ze hladina kapaliny je v roviné z = 0 a
osa Oz mifi vzhiru ven z kapaliny. Oznacime-li p hustotu kapaliny a g gravitacni
zrychleni, plyne z Pascalova zakona, ze infinitezimalni sila, kterou kapalina ptisobi

vz

na téleso v bodé [x; y; 2] je rovna dF = zpgn dS, kde n je vnéjsi jednotkova normala
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k hranici S télesa V. Celkova sila tedy je F' = / / zpgn dS. Pro slozky sily tedy
S

Fm://pgnmdS://fwdS
S S
Fy://pgnde://fde
S S
£~ [[ pgn.as = [[ s.as
S S
kde f, = (pgz,0,0), fy= (O,pgz,O) af, = (0,0,pgz). Podle Gaussovy véty proto
je
sz//fwdS:///divfmdxdydz:O
S v
Fy://fde:///divfydxdydz:O
S %
FZ://deS:/// divfzdxdydz:///pgda:dydz:Vpg:Mg,
S % v

kde M = Vp je hmotnost kapaliny v télese V.

plati

17. Pomoci Stokesovy véty vypoctéte kiivkovy integral ]{ ydor+zdy+axdz, kde C
c

je kruznice x2 +1y% +2% = a?, r+y+2 = 0, kterd se probih4 proti sméru hodinovych
rucicek, kdyz se na ni divame z kladné strany osy Ox.

Resend: Podle Stokesovy véty plati f fds = / / rot fdS, kde S je orientovana
C S
plocha se souhlasné orientovanou hranici C. V nasem piipadé je f = (y,z2,z), a
tedy rot f = (—1,—1,—1). Za plochu S lze volit napiiklad kruh =z + y + 2z = 0,
22 4y% 422 < a?. Jestlize budeme plochu S popisovat parametry z a y, je 2 = —z—v,
2

22yl +22 = +ay+y? < 2 Protoze tetné vektory k soutadnicovym kiivkam
jsou t, = (1,0,—-1) a t, = (0,1,—1), je norméla n = t, x t, = (1,1,1). Protoze
kiivka C je orientovana tak, ze pri pohledu z kladné strany osy Ox ji probihame
proti sméru pohybu hodinovych rucicek, udéava norméalovy vektor n = (1,1,1)
orientaci plochy S souhlasnou s orientaci kiivky C, protoze jeho prvni slozka je
kladna. Protoze

2 2 A §
'+ ay+y :(at+§) + -y <

2
bude vyhodné zavést nové souradnice vztahy x + g = % cospay= \/; arsin @,
kde 0 <r<1la0<e<2m Tedy
cosp  sin gp) or Oy
x =ar — - =
( V2 V6 or Or 2

5 — J =det or oy | =
y:\/;arsingo % Do
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Proto je

27 1 2
j{ydx+zdy+xdz:—3/ dgo/ ﬂdr:—\/gmf.
c 0 0o V3

18. Vypoctéte integral / (2 —yz)dr + (y* — x2)dy + (2* — 2y) dz, po &asti

AmB
Sroubovice x = acosp, y = asinp, z = o ¢ s pocatecnim bodem A = [a;0;0] a
0
koncovym bodem B = [a;0; h].
Reseni: Mame najit kfivkovy integral druhého druhu fds, kde f = (a;2 —

AmB
yz,y? — vz,2% — xy). Protoze je funkce f spojité diferencovatelna v celém R? a

rot f = 0, je integral 7{ f ds = 0 pro kazdou uzavienou kiivku C. Jestlize uzavieme
C
kiivku AmB tseckou BA z bodu B do bodu A, dostaneme uzavienou kiivku C.
Proto je / fds+ fds = 0. Parametrické rovnice této tusecky jsou =z = a,
AmB

BA
y=0az=t 0<t<h. Protoze se jedna o tsecku z bodu A do bodu B, je

h 3

h
/ (x2—yz)d:c+(y2—xz)dy+(z2—xy)dz:/ t?dt = —.
AmB 0 3

19. Necht C je uzaviena kiivka, kterd lezi v roviné x cos a+y cos 3+ zcosy—p = 0,
cos v, cos 3, cosy jsou smérové kosiny normdly roviny, a ohranicujici plochu S.
Najdéte
dx dy dz
j{ det | cosa cosf3 cosvy | ,
c

x Yy z
kde hranice C je kladné orientovana.

Reseni: Jedna se o kiivkovy integral druhého druhu j{ fds, kde f = (z cos 3 —
c
1Y COS 7Y, T COS Y — Z COS (, Iy COS (¥ — X COS 6) = n x r. Podle Stokesovy véty je 7{ fds=
c

/ / rot fdS, kde plocha S a krivka C jsou souhlasné orientované, tj. plocha S je
S

orientovand pomoci jednotkové normély n = (cos a, cos (3, cosy). Protoze rot f =
2(cos a, cos B, cosy) = 2n, je

dz dy dz )
fdet cosa cosf3 cosvy ://n-rotde:// Q‘n} ds =25,
c - y . S s

217



kde S je obsah plochy S.

20. Pomoci Stokesovy véty vypoctéte integral 7{(3/ +z2)dz+(z+2)dy+ (z+y)dz,
c
kde C je elipsa = asin®t, y = 2asintcost, z = acos®t, 0 < t < 7, orientovana ve

sméru rostouciho parametru t.
Resenid: Jedn4 se o kfivkovy integral druhého druhu j{ fds, kde f = (y+ 2,2+
c

x,z +y). ProtoZe je vektorové pole f spojité diferencovatelné a rot f = 0, je podle
Stokesovy véty

7£@+2)d$+(z+x)dy+(x+y)dz://Srotde:O.

21. Pomoci Stokesovy véty vypoctéte integral i(y —z)dz+(z—x)dy+ (z —y) dz,
kde C je elipsa 22 +y? = a?, §+ % =1;a >0, h > 0, ktera se probiha proti sméru
hodinovych rucicek, kdyz se na ni divame z kladné strany osy Ox.

Reseni: Dané kiivka je prise¢ikem roviny z + % =1 a valce 22 4+ y? = a?. Protoze
je vektorova funkce f = (y — 2,z — x, x —ay) spojitad na celém R? a jeji rotace je
rot f = (—2,—2,—2) je podle Stokesovy véty

ji(y—z)dx—l-(Z—x)dy+(a:—y)dz://Srotde.

kde S je orientovanad plocha souhlasné orientovand s jeji hranici C. Za plochu &

h
Ize zvolit rovinu z = h — — x, kde 22 + y? < a?. Protoze te¢né vektory jsou t, =
a
h h
(1, 0, ——), t, = (0,1,0) a pfislusnd normalan =t, x t, = (—7 0, 1) je souhlasné
a a

orientovand s kiivkou C, protoze jeji prvni slozka je kladna, je

jli(y—z)dx+(z—x)dy+(x—y)dz: —2 // (g+1) dedy = —2ma(h +a).

x2+y2<a?

22. Pomoci Stokesovy véty vypoctéte integral %(y2 +22) de+ (22 + 22) dy + (2 +

c
y2)dz, kde C je kiivka 22 + 942 + 22 = 2Rz, 2> +9y?> = 2rz, 0 <r < R, z > 0,
orientovana tak, ze vnéjsi strana mensi ¢asti kulové plochy z2 4+ y? + 22 = 2Rz
ohranicenda touto kiivkou je vlevo.

Reseni: Protoze vektorova funkce f = (y2 + 22,224 22,22 + y2) je spojité diferen-

covatelna na celém R? a kiivka C je uzaviena, lze pouzit Stokesovu vétu f fds=
C
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/ / rot f£dS, kde S je libovolné plocha, jejiz hranice C je s ni souhlasné oriento-
S

vana a rot f = 2(y — 2,2 —T,T — y). Za plochu S lze naptiklad zvolit ¢ast sféry
2?2 + y? + 2?2 = 2Rz, pro kterou je 22 + y? < 2rz a z > 0. Jestlize zvolime za

parametry plochy proménné x a y, je rovnice plochy z = \/2Rz — 22 — y2. Te¢né

R—
vektory k této plose jsou t, = (1,0, —x), t, = (O, 1, —g>, a tedy prislusna
z z

xr—R
normalan =t, xt, = , g, 1) . Protoze tteti slozka této normaly je kladna,

z z
je souhlasné orientovana s kfivkou C. Proto plati

j{(y2 + 2 de + (22 + 22) dy + (22 +9%)dz =
c

N // 2 <1_\/2Rx—y:1:2_y2) dxdy:27rR7“2,

2+y2<2rx

protoze integracni oblast je ptfes kruh s polomérem r, ktery je symetricky vzhledem

k ose Ox a funkce i je lichd v proménné y.
V2Rx — 22 — 2

23. Pomoci Stokesovy véty vypoctéte integral 7{(3/2 — 2 da + (22 —2?) dy + (2® —
y2) dz, kde C je prinik povrchu krychle 0 < x gca, 0<y<a,0<z<asrovinou
T+y+z= ;a, ktera se probiha proti sméru hodinovych rucicek, kdyz se na ni
divame z kladné strany osy Oz.

Reseni: Protoze vektorova funkce f = (y2 —22,22—x2 22 —y2) ma spojité parcidlni
derivace a krivka C je uzavrena, lze pro vypocet integralu pouzit Stokesovu vétu

/ fds = / / rot fdS, kde S je libovolna plocha, kterda méa orientaci shodnou s
(¢ S

orientaci jeji hranice C. Za plochu S lze vybrat naptiklad ¢ast roviny z+y+2 = 3%
kterd lezi uvnit¥ krychle. Protoze rot f = —2(y + 2,2 + z,x + y) a ¢ast roviny

S muizeme zapsat pomoci vztaht z = §a—x—y, 0<zrz<a,0<y<aa

3
0< 20T~y < a,n = (1,1,1) udava orientaci souhlasnou s kfivkou C, je

j{(y2—z2) do+(2%—2?) dy+(2*—y*) dz = —4 //(x+y+z) dzdy = —6a // dzdy.
c S S
Posledni integral je vlastné obsah oblasti daného nerovnostmi 0 < z < a,0 <y < a

1 3 3
ag <xty < 3 a?, tj. 1 a?. Tedy ]{(yQ—ZQ)dx-l—(zQ—xQ) dy+(z®—y?*)dz = —= a®.
c
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24. Pomoci Stokesovy véty vypoctéte integral 7{ y?22 do + 2222 dy + 2%y? dz, kde

c
C je uzaviend krivka x = acost, y = acos2t, z = acos 3t orientovana ve sméru
rostouciho parametru t.

Reseni: Protoze funkce z(t), y(t) a z(t) jsou periodické s periodou 2, probih4
t interval délky 2m. Protoze soufadnice y a z lze jednoznac¢né vyjadrit pomoci
proménné x ve tvaru

212 — a? x(4sc2 — 3a2)
y=—", 22—27
a a

neomezuje uzaviend kfivka C plochu s nenulovym obsahem. Napiiklad, je-li 0 <
t < 2m, probihd od bodu [1;1;1] pro t = 0 do bodu [—1;1; —1] po jisté kiivce C; a
pak od bodu [—1;1;—1] do bodu [1;1; 1] po stejné, ale opacné orientované kiivce.

Proto je j{ y2 22 de + 2222 dy + 2%y*dz = 0.
C
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Cviéeni 24
ZAKLADY TEORIE POLE

1. GRADIENT. Necht u(r) = u(x,y, 2z), kde r = zi + yj + zk, je spojité diferenco-
vatelné skalarni pole. Gradientem tohoto pole se nazyva vektor

radu—%’i—k@'—l—@k
& - Ox Oy 0z’
neboli kratce grad u = Vu, kde
.00
V=10 Ty TR

Gradient pole u v daném bodé [z;y; z] ma smér normdly k hladiné u(x,y,z) = C,
kterd prochézi timto bodem. Tento vektor udava pro kazdy bod velikost

| d|— @2_{_%2_}_@2
gradul = or oy 0z

a smér nejvetsi rychlosti zmény funkce w.
Derivace pole u v nékterém sméru £ = (cos «, cos 3, cos ) je rovna

ou ou ou

u
5% =gradu-£ = e cosa—}—a—y COSﬁ—}—% Cos 7.

2. DIVERGENCE A ROTACE POLE. Je-li
a(r) = a.(r,y,2)t + ay(v,y,2)j +a(z,y,2)k

spojité diferencovatelné vektorove pole, pak se skalar

da,  Oa, Oa,
+ 2L+

diva=V-a=
va = or dy 0z
nazyva divergence vektorového pole a(r).
Vektor
i j k
rota =V xa=det | — 9 9
or 0Oy 0z

ag  ay a,
se nazyva rotace vektorového pole a(r).

3. ToK VEKTORU PLOCHOU. Necht je dano vektorové pole a(r) v oblasti Q. Tok
vektoru danou plochou S, ktera lezi v oblasti 2 a kterd je charakterizovana jed-
notkovym norméalovym vektorem n = (cos «, cos (3, cosy), je dan integralem

// andS://(axcosoﬁ—aycosﬁ—l—azcosv)dS://adS,
S S S
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kde a,, = a-n je projekce vektoru do sméru norméaly. Gaussova véta ve vektorovém
vyjadfeni ma tvar

// andS://adS:/// divadxrdydz,
S S %

kde S je plocha, ktera je hranici objemu V a n je jednotkovy vektor vnéjsi normaly
k plose S.

4. CIRKULACE VEKTORU. Necht C je kiivka a a(r) je vektorové pole. Prdice pole a
po krivce C se nazyva cislo

/adr:/amdx+aydy+azdz.
c c

Je-li kivka C uzaviena, nazyva se tento integral cirkulace vektoru a po ktivce C.
Vektorovy tvar Stokesovy véty ma tvar

j{adr://S(rota)dS://S(rota)ndS,

kde C je uzaviena kiivka, ktera je hranici plochy S, pficemz smér normaly n k plose
S je treba vybrat tak, aby pro pozorovatele, ktery stoji na plose S hlavou ve sméru
normaly, obihala kfivka C proti sméru hodinovych rucicek.

5. POTENCIALNI POLE. Vektorové pole a(r), které je gradientem néjakého skalar-
niho pole u, tj.
gradu = a,

se nazyva potencidlni a skaldrni pole u se nazyva potencidalem tohoto pole.
Je-li funkce u potencial vektorového pole a, je

/ABadr =u(B) —u(A).

Specialné je cirkulace vektoru a rovna nule.
Nutna a postacujici podminka pro to, aby pole a dané v jednoduse souvislé oblasti
bylo potencidlni, je rot a = 0.

1. Najdéte velikost a smér gradientu pole v = 2% + 2y? + 322 + 2y + 3z — 2y — 62
v bodech: a) [0;0;0]; b) [1;1;1] a c) [2;0;1]. V jakém bodé je gradient roven nule?

Reseni: V obecném bodé [x;v; 2] je

gradu = (%’%’%) =R2r+y+3,x+4y—2,62—6).
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Tedy (n je jednotkovy vektor ve sméru gradientu v daném bodé)

1
grad «(0,0,0) = (3,—-2,—6), ]gradu(0,0,0)‘ =7, n= (3,—2,—6)
1
gradu(1,1,1) = (6,3,0), lgradu(1,1,1)| =3v5, n= NG (2,1,0)
gradu(2,0,1) = (7,0,0), |grad u(2,0,1)| =7, n = (1,0,0)

Gradient je roven nule v bodé€, kde jsou splnény rovnice

2r+y+3=0
r+4y—2=0<4<=a=-2,y=2=1.
6z—6=0

2. Necht u = zy — 22. Najdéte velikost a smér gradu v bodé [—9;12;10]. Kolik je

. u v /.
derivace — ve sméru osy uhlu xOy?

o

Regeni: V obecném bodé [x;y; 2] je

= (y,z,—22).

(3u ou 8u)
gradu =

dx’ 9y’ 9z

V bodé M = [-9,12,10] je grad u(M) = (12, -9, —20). Jeho velikost |grad u(M)| =
M 1

graduM) 1 1y g o).

lgradu(M)| 25

1
Protoze osa thlu Oy je £ = 7 (1,1,0), je %(M) =L -grad(M) = %

/144 + 81 + 400 = 25 a smér

3. V jakych bodech prostoru je gradient pole u = 23 + 3 + 2% — 3zyz: a) kolmy na
osu Oz; b) rovnobézny s osou Oz; c) roven nule?

Regeni: V obecném bodé [x;y; 2] je

ou Ou Ou

grad u = (a—, 0 8_) = (32% — 3yz,3y* — 322,322 — 3xy).
x’ Oy’ 0z

a) Aby byl tento vektor kolmy na osu Oz, musi byt jeho tfeti slozka rovna nule, tj.
2% = xy.

b) Aby byl tento vektor rovnobézny s osou Oz, musi byt nulové jeho prvni dvé
slozky, tj. 2 = yz a y? = xz. Z této soustavy plyne, z = y = 0, z libovolné nebo
r=y==z.

c) Aby byl tento vektor nulovy, musi platit 22 = yz, y> = zz a 22 = ay, tj.
rT=y=2z.
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4. Je dano skalarni pole u = ln— kde r = \/(x—a)?+(y—b)2+(2—¢)2. V
r’

jakych bodech prostoru Oxyz plati rovnost | grad u| = 17

Regend: V obecném bodé [x;y; 2] je

ou Ou au)__l

%’3_3;’5 —(:Iz—a,y—b,z—c).

gradu = ( 2

1
Tedy pro hledané body musi platit ‘grad u| =—-=1.
r

5. Najdéte hladiny skaldrniho pole u = /22 + y2 + (2 + 8)%24+ /2% + y% + (2 — 8)%.
Najdéte hladinu, ktera prochézi bodem [9; 12; 28]. Kolik je max u v oblasti 22 +y2 +
22 < 367

Reseni: Hladiny konstantni Grovné jsou plochy, na kterych je u = konst. V daném
ptipadé je to mnozina v8ech bodi, které maji od bodi [0; 0; —8] a [0; 0; 8] konstantni
soucet vzdalenosti, a tedy rota¢ni elipsoidy s ohnisky [0;0; —8] a [0;0; 8]. Abychom
nasli rovnici tohoto elipsoidu pro konstantni u, umocnime vztah

u— 2 +y2 + (2 +8)2 =22 +y2 + (2 —8)2.
Po tpravach pak ziskdme rovnost
4u® (2® + y?) + 4(u® — 256) 2% = u?(u® — 256) .

Tedy pro u < 16 je to prazdna mnozina, pro u = 16 dostaneme tsecku z bodu

[0; 0; —8] do bodu [0;0;8] a pro u > 16 jsou to rotacéni elipsoidy
4@ +y?) 4
u? — 256 u?

V bodé P = [9;12;28] je u(P) = 64, a tedy hladina konstantni trovné je rotacéni
elipsoid

22 4 o2 .\ 2
960 1024
Funkce u(z,y,z) = /22 + y? + (z +8)2 + /22 +y2 + (2 — 8)? je na kompaktni

mnoziné M = { r,y,2) ER; 22 +y +22 < 36} spojita. Nabyva tem tedy maxima.
To muze byt ve vnitinich bodech mnoziny M, tj. v bodech, kde z2 + y? + 22 < 36,
nebo na hranici této mnoziny, tj. v bodech, kde x2? + y? + 22 = 36.

Ve vnitinim bodé, kde nabyva maxima musi platit

T T

ul, = =0
Va2 +y2 + (2 + 8)2 \/:1:2+y + (2 — 8)2
u, = + =0 Y
V22 + (282 al+ P+ (-8 T _g<.<6
zZ+8 z—8

:\
I
o

+
\/x2+y +(z+8)2 22+ 12+ (2 —8)2
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V téchto bodech je hodnota funkce u = 16.
V bodé na hranici je funkce u(z,y,z) = /100 4+ 16z + /100 — 16z = F(z), kde
—6 < z < 6. Tato funkce muze nabyvat extrém v bodech, kde je

8 8

= — =0<+=2=0
JI00 £ 162 /100 — 162 :

F'(z)

nebo v bodech z = £6. V bodech, kde z = 0 je u = 20 a v bodech z = £6 je u = 16.
Tedy funkce nabyva na dané mnoziné maxima . = 20 na kruznici z2 + y? = 36,
z=20

6. Najdéte tihel ¢ mezi gradienty pole u = v bodech [1;2;2] a [—3;1;0].

.’172 +y2 _|_22
Reseni: V obecném bodé [xz;y; 2] je
ad Ju Ou Ou y? + 22 — 22 —2zy —2xz
radu=|——,—,— | = :
g oz’ Oy’ 0z (22 + 32 + 22)2" (22 + y2 + 22)2 (22 + 2 + 22)2
1
Gradient grad u(1,2,2) = a1 (7,—4,—4) je tedy tmérny vektoru nq = (7, -4, —4)
a gradu(—3,1,0) = 100 (—8,6,0) je tmérny vektoru ny = (—4, 3,0). Kosinus thlu
© mezi vektory nq a ns je
1 - N2 8
COSp = — " = ——.
[maf - [na| 9
z

7. Necht je dano skalarni pole u = . Sestrojte ekvipotencidly a plochy

N R
konstantni velikosti gradientu pole. Najdéte inf u, sup u, inf | grad u| a sup | grad u|
v oblasti 1 < 2z < 2.

Reseni: Ekvipotencidlni plochy jsou uréeny rovnici u(z,y, 2) = C' = konst. Protoze
|z| < v/22 4+ y? + 22, jsou to pro |C| > 1 préazdné mnoziny. Pro C' = +1, je ekvipo-
tencidla dana rovnici z = +/22 + y2 + 22. Tedy pro C = 1 je to polopfimka
xr =y =0az >0apro(C = —1 poloptimka x = y = 0 a z < 0. Je-li
|C| < 1 jsou ekvipotencidly feSeni rovnice z = C'y/22 + y2 + 22, tj. kuzelové plochy
C?(22+9y*) = (1-0CH2% 2> 0proC >0az < 0 pro C < 0. A koneéné pro
C' = 0 dostaneme rovinu z = 0 bez bodu [0;0; 0].

Tedy infu = —1 na polopfimce x = y = 0, z < 0 a supu = 1 na polopiimce
r=y=0,2z>0.

Gradient pole u(z,y, z) je

gradu = < Tz L — 2 4y )
(@2 + 92 +22)"% (22492 4+ 22" (22492 +22)°°
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a tedy jeho velikost

V2 4 y?
22 +y?+ 22
Gradient je tedy konstantni na plochach, které jsou dany rovnici

/2 2
Y = (' = konst.

24+ 92 +22

}gradu{ =

Pro C' < 0 jsou to prézdné mnoziny. Pro C = 0 dostaneme 22 + y?> = 0, a tedy
pfimku z = y = 0 bez bodu [0;0;0]. Pro C' > 0 dostaneme rota¢ni plochy dané

rovnici /22 +y? = C(:c2 + 3% + 22). Tyto plochy vznikaji rotaci kruznice y = 0,

1 1
(91: — %) + 22 = 12 bez bodu [0; 0; 0] kolem osy Oz, a tedy jsou to anuloidy.
Protoze v bodech x = y = 0 je ’gradu‘ =0, je zlejmé, zZe inf‘grad u! = 0. Abychom

urcili supremum, budeme zkoumat na mnoziné r > 0, 1 < z < 2 funkci f(r,2) =

22— 2 —2rz

—_— —m / = —-——
P2 22 (r2 + 22)2 I (r2 + 22)2

0 nebo pro z = 1 nebo z = 2. V prvnim piipadé je jediné feseni r = z = 0, ale tento
bod je vnéjsi bod nasi mnoziny, a tedy musime jej z dalsich tvah Vylouéit. Pro z =1,

. Jeji extrémy jsou bud v bodech, kde f/ =

1— 2
hleddme extrémy funkce Fi(r) = f(r,1) = s = ﬁ =
pro r = 1. Pro z = 2 dostaneme funkci F»(r) = f(r,2) = ﬁ Jeji derivace

T
4 — 2
F) = ﬁ 0 pro r = 2. Protoze hm Fy(r) = Tgﬂ_noo Fi(r) =0pro k =1, 2,
1
zjistime, Ze na dané mnoziné je sup|grad u| = 3"

8. S presnosti do nekone¢né malych velic¢in vyssich fad najdéte vzdalenost v bodé
[0; Yo; 20] mezi dvéma nekoneéné blizkymi hladinami u(x,y, 2) = ¢ a u(z,y,z) =
¢+ Ac, kde u(zg, yo, 20) = c.

Reseni: Protoze vektor norméaly n v bodé xo = [mo; Yo; zo] , ktery lezi na plose dané
rovnici u(z,y,z) = ¢ je tmérny vektoru grad u(zo, yo, 20), 1ze do veli¢in druhého
fadu predpokladat, ze bod @ = [z;y; z], ktery lezi na plose u(z,y, 2z) = ¢+ Ac mé
soutadnice x = xg+1tn, kde t je parametr. Proto plati u(az) = u(:no—i—tn) =c+Ac.
Ale opét do velicin druhého radu je

u(xo +tn) ~ u(wo) + tgradu(wo) - n=c+ 15‘gradu(:1:0‘2 =c+ Ac.

Ac !Ac‘
Tedy t = — = a|e— 2| = — 1=
o {gradu(mo)‘z * ‘az m0| |gradu(mo)‘

9. Necht u = u(z,y,2) a v = v(z,y, z) jsou spojité diferencovatelné funkce a c je
realna konstanta. Dokazte vzorce:
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a) grad(u + ¢) = grad u;

b) grad(cu) = cgrad u;

c) grad(u + v) = grad u + grad v;

d v) = vgrad u + u grad v;

e) (u?) = 2u grad u;

f) grad(f(u)) = f'(u) grad u.

Reseni: Uvedené vztahy plynou piimo z definice gradientu. UkaZeme pouze posledni
vztah. Podle véty o derivaci slozené funkce

df Ou df Ou df Ou

gradf(u(x,y,z)) = (@ ’ %7@ ' 3_3/’ @ ' %) = f,(u) gradu.

1
10. Vypoctéte: a) gradr; b) gradr?; ¢) grad —, kde r = ‘r! ar=uxt+yj+zk=
r

(%, y,2).
Regeni: Protoze r = \/x? + y? + 22 je

gradr = < , Y , : =T
Va2 +y2 +22 a2+ g2+ 22 a2 +y? + 22 r

1
Podobné nebo podle vysledkt tlohy 9. je gradr? = 2r a grad — = ——7;.
r r

11. Najdéte grad f(r), kde r = /22 + 32 + 22.

Reseni: PFimym vypocétem nebo podle vysledki tloh 9. a 10. je

grad f(r) = ['(r) -

r
r

12. Najdéte grad(c-r), kde ¢ je konstantni vektor a r je radius—vektor od pocatku
soufadnic.

Reseni: Necht je konstantni vektor ¢ = (cl, Ca, 03). Pak c-r = cix+coy+c3z. Tedy

grad(c-r) = (01,02,03) =c.

13. Najdéte grad |c x 7|2, kde ¢ je konstantni vektor.
Reseni: Necht je konstantni vektor ¢ = (cl, Co, 63). Pak je vektor ¢ x r = (02z —
C3Y,C3T — C12,C1Y — czx) a !c X ’I“‘Q = ‘0‘2‘r|2 — (c . 'r')2. Tedy podle vysledki
predchézejicich cviceni je
2 2
grad|c X r| = 2!0‘ T — 2(c-r)c.
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14. Necht jsou v = u(z,y,2) a v = v(z,y,2) spojité diferencovatelné funkce.
0 0

Dokazte vztah grad f(u,v) = of grad u + of gradv.
ou ov

Reseni: Podle véty o derivaci slozené funkce je

of _of ou 0f o
or Ou Ox Ov O
of _0f ou  of o
Jy Ou 0Oy Ov Oy
of _of ou  of o
0z Ou 0z Ov 0z

15. Dokazte vztah V2(uv) = uV2(v) +vV2(u)+2VuVo, kde V = zé% —|—j(%+k%
0? 02 0?
2 = =
AVI=VY =gt st g

Reseni: Pro druhé derivace souc¢inu uv plati

0%uv 0

0x2 Oz
a podobné vztahy pro derivace podle proménnych y a z. Kdyz si uvédomite, ze
Vu = ul i+ uyj + u k a skalarni sou¢in Vu - Vv = ujv;, + uy v, + u,v, dostanete
jejich sectenim uvedeny vztah.

/ r\ / /W, /
<vu$ + uvw) = VU, + 2U, v, + UV,

16. Dokazte, ze je-li funkce U = U(z,y, z) diferencovatelnd v konvexni oblasti (2
a |gradU| < M, kde M je konstanta, pak pro kazdé dva body A, B v  plati
|[U(A) —U(B)| < Mp(A, B), kde p(A, B) je vzdalenost mezi body A a B.

Resenid: Necht jsou A = [xA;yA;zA} a B = [:I;B;yB;zB} soutradnice bodt A a B.
Protoze je €2 konvexni oblast lezi v ni celd tisecka z bodu A do bodu B, tj. tisecka
vy =xa+ (2 —za)t, yo = ya + (ys —ya)t, 2t = za + (2 — za)t, t € (0,1).
Uvazujme funkei F(t) = U (24, y1, 2 ). Protoze je funkce U(z,y, z) diferencovatelnd
v oblasti 2, je funkce F'(t) diferencovatelna pro ¢ € (0,1) a plati pro ni Lagrangeova
véta o stfedni hodnoté, tj. existuje 7 € (0, 1) takové, ze F'(1) — F'(0) = F'(7). Navic
je F(0)=U(A) a F(1) =U(B) a

F(r) = G (@n) - (o — 2a) + @) - (v~ va) +

=gradU(z;,yr,2;) - (xp — Ta).

(z;) - (zB — ZA) =

Tedy existuje bod x, € 2 takovy, ze
U(B) - U(A) =gradU(z.) - (xp —xa) .
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Protoze pro kazdé vektory je {a . b‘ < ‘a} . ‘b{ a na {2 plati podle predpokladu
grad U (z)| < M, je

|U(B) —U(A)| < |grad U|-|wy, — xa| < Mp(A, B).

17. Pro funkci U = U(x, y, z) vyjadiete grad U: a) v polarnich souradnicich; b) ve
sférickych souradnicich.
Reseni: Jedna se v podstaté o pievod vektorového diferencidlniho operatoru

oUu oUu oUu
radU = —e, + —e€,+ —e,, 1
& or * oy Y 0z ~ (1)
kde e, e, a e, jsou jednotkové vektory ve sméru soufadnicovych os, do polarnich,
resp. sférickych soutradnic.
a) Polarni soufadnice jsou definovany vztahy x = rcosy, y = rsing, z = z. Ve
cvi¢eni 7/5. jsme nasli, Ze plati

ou oU oU sin g

— = — cosp — —

ox or dp r @)
oU _oU L 0U cosg

oy  Or 7 dp r

Tedy po dosazeni do (1) dostaneme

gradU = (8_U cos p — 8_U Smgp) e, + (6—U sin ¢ + 6—U —COSSO) ey, + 6—Uez =
r z

or dp r or Op 0
o T rode ¥ 0z
kde e, = e, cosp +e,sinp a e, = —e, siny + e, cos ¢ jsou jednotkové vektory ve

sméru souradnicovych os Or a Op v bodé [r; ©; z}

b) Sférické souradnice ziskame z polarnich pokud zavedeme r = pcosf a z = psin 6.
Podobné jako pfi pfechodu od soutadnic (z,y) k soufadnicim (r, @) v roviné (viz
cviceni 7/5.) plati

oU _ou ., oUsing
or  Op a0 p

ou oU . OU cos@
= — sin .

o o T8
Dosazenim do (2) dostaneme
ou U OU sinfcosp OU singp

= 8_p cosffcosp — — — — —

Oz 00 p dp pcost
ou oU ) OU sinfsiny 0OU cosyp
8—y:6—pcos€smgo—ﬁ—p %pcos@
ou oU oU cos 6

5 8_p sin 6 + 20
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Kdyz dosadime do (1), dostaneme

gradU = (
+

0 .
osecosgp—ﬁ—Usm cosp OU smgo) N

dp

_ OU sinfising  OU cosyp

0 it A W

( cos ) sin 89 P + Dy pcos@) €y
oU cos 6 o _
90 =

—_e _{_laUe _{_;6_(]6
~9p P p ow o pcosf Op ¥

—_— s1n9

kde

e, = e cosbcosyp+ e, cosfsiny + e, sinf
ey = —e,sinflcosp — e, coslsiny + e, cost

€, = —€;siny+ e,;cosy

jsou jednotkové vektory ve sméru souradnicovych os v bodé [,0; 0; go}.

2 2 2
18. Najdéte derivaci pole u = — + ?2—2 + Z—2 v daném bodé M = [x;y; z] ve sméru
a

radius—vektoru r tohoto bodu. V jakém pripadé je tato derivace rovna velikosti
gradientu?

. r

Reseni: Jednotkovy vektor ve sméru vektoru r = (z,y,2) je n = —, kde r =
2 y2 52 "

V@2 +y? + 22, Protoze mé funkce u = u(z,y,2) = — + 5 b2 — spojité derivace

vSech 1adu, je derivace této funkce ve sméru n rovna

2 (22 y? 22 2u
u;:n-gradu:;<—+b2+ ):7

Protoze pro kazdé dva vektory a a b plati rovnost a-b = {a‘ . ‘b| praveé tehdy, kdyz
jsou vektory a a b linearné zavislé. Protoze |n| = 1, plati rovnost ‘gradu . n} =
’grad u‘ prave tehdy, kdyz jsou vektory grad u a n lineadrné zavislé, tj. kdyz existuje
¢islo X takové, ze grad u = An. Z této rovnosti dostaneme, ze musi existovat A tak,
aby

Y

z
b—zz)\y a — = Az,

o2
tj. kdyz a = b = c.

1
19. Najdéte derivaci pole u = —, kde r = /22 + y? + 22, ve sméru
r
£ = (cosa, cos 3,cos7y) .
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V jakém sméru je tato derivace rovna nule?

_ 1 1
Reseni: Protoze grad — = —— (=,y, 2), je derivace ve sméru £ rovna
r r
1 L-r
/
up =€ -grad — = ———.
£ g r r3

Tedy derivace je rovna nule ve sméru, kde £-r = 0, tj. ve sméru, kde je r kolmé na

L.

20. Najdéte derivaci pole u = u(z,y, z) ve sméru gradientu pole v = v(z,y,2). V
jakém bodé je tato derivace rovna nule?

grad v

Reseni: Jednotkovy vektor ve sméru gradv je n = Tedy derivace funkce

|gradv|
u(zx,y, z) ve sméru n je

grad u - grad v

I _
U, =n-gradu ‘gradv‘

Tato derivace je rovna nule v bodé, ve kterém je grad v - gradv = 0, tj. v bodé, ve
kterém jsou vektory grad u a grad v navzajem kolmé.

z

21. Napiste v soutadnicich vektorové pole a = ¢ x grad u, kde uv = arctg

ac=1+7+k.

Resenid: Gradient vektorového pole u je

/ u/)_( —Tz —Yz \/x2+y2>
z) )

Y’ r2\/m2+y2’r2\/x2—|—y2’ r

gradu = (ul, u

kde 72 = 22 + y? + 22. Vektorovy soucin tohoto vektoru s vektorem ¢ = (1,1,1) je

c x gradu = x2+y2+y27—9€2—92—$27(x—y)z)~

1
SN

22. Najdéte silokfivky vektorového pole a = xi + yj + 2zk.

Reseni: Silokiivky vektorového pole a jsou kiivky, které jsou v kazdém svém bodé
maji tecny vektor a. Tedy jestlize je z = z(t), y = y(t) a z = z(t) parametricka
rovnice silokfivky, musi byt 2’ = a,, ¥ = ay a 2’ = a., kde a = (ax,ay,az). A%
nasem pripadé musi tedy platit

=z z(t) = Cpe’ f
=kix
y, =y e y(t) = Cyet e Y kl 2
z = kox

2 =2z z(t) = C,e? 2
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kde ki a ko jsou konstanty.

23. Primym vypoctem dokazte, ze divergence vektoru a nezavisi na vybéru orto-
gonalni soustavy soutadnic.

Reseni: Necht jsou ay, a by, k = 1, 2, 3, souradnice vektoru a ve dvou ortogonalnich
3

soustavach souradnic. Pak plati b, = ZA’”’CL’”’ kde Ag, jsou prvky ortogonalni
=1
" 3 3
matice A, tj. plati AAT = ATA =T, neboli Y " ApiAp = Y A Apy = 0, kde
r=1 r=1

dix = 0 pro i # k a §;; = 1. Ozna¢me zy, k = 1, 2, 3, soufadnice bodu « v prvnim
3

a Yy ve druhém souradném systému. Pak je yi = Z Aprx,. Z ortogonality matice

r=1
3
A plyne, ze xj, = ZArkyr. Tedy
r=1
3 3 3 3 3 3

Oby, oa, oa, oa,

Y A TA s 57“3_ -
Z Oy Z Z Z kr ik o, Z O, or,
k=1 k=1r=1s=1 r,s=1 r=1

24. Necht a je spojité diferencovatelné vektorové pole. Dokazte, ze diva(M) =

1
d(ggn v / / an dS, kde S je uzaviend plocha, ktera ohranic¢uje objem V, v jehoz
—0
S

vnitiku je bod M, n je vnéjsi normala k plose S, d(S) je pramér plochy S.
Reseni: Podle Gaussovy véty je // andS = /// divadV. Z véty o stredni
S 1%
hodnoté plyne, ze uvnitt plochy S existuje bod & takovy, zZe / / / divadV =
%

1
V -div a(€). Tedy uvnitt plochy S existuje bod & takovy, ze v []sandS = diva(€.
A protoze je funkce div A(x) spojita, je d(}sign 0div a(§) =diva(M).

—xt+yj + zk

Va2 +y?
piiblizné rovna tok II vektoru a nekoneéné malou kulovou plochou (z — 3)? + (y —
4)2 + (2 —5)2 =27

Reseni: Divergence vektorového pole a = (al,, ay, az) v bodé [z;y; 2] je

25. Najdéte divergenci pole a = v bodé M = [3;4;5]. Kolik se

diva — oa, +8ay+8az L y? N 72 N 1 B
v - aaj‘ 8y 32 o (x2+y2)3/2 (x2—|—y2)3/2 \/m —
22
= —(12 +y2>3/2 .
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18
Tedy div a(3, 4., 5) = 55
Podle vysledku cviceni 24. lze tok nekoneéné malou uzavienou plochou S priblizné
vyjadfit jako V diva(M), kde V je objem oblasti omezené plochou S a bod M lezi
uvnit¥ oblasti V. V nasem pfipadé je oblast V koule se stfedem v bodé M = [3;4; 5]

s polomérem ¢. Tedy Il ~ —— 7e3.

125

26. Necht je ddno vektorové pole w = (w;,wy,w;). Najdéte div(rot w).

Ow, Owy Owy Ow, Owy awm)

Reseni: Protoze vektorové pole rotw = < — — —

oy 0z Oz Ox Oz oy

je

d'(otw)—g awz_% _'_2 awx_(‘?wz +g %_&uw _0
AL Oz \ Oy 0z oy \ 0z oy 0z \ Oz oy )

27. Dokazte, ze

a) div(a + b) = diva + div b;

b) div(uc) = cgrad u, kde ¢ je konstantni vektor a u je skalarni pole;

c) div(ua) = a - grad u + udiv a.

Reseni: Vztahy plynou piimo z definice divergence a derivaci souctu, resp. soucinu
funkci. Napriklad je-li a = (am,ay, az) je

oua, 0O dua,
div(ua) = gg + gZy + gz =
Ou Ou ou " (8% da,  Oa,

8m+8y+8z

) =a-gradu+udiva.

28. Najdéte div(grad u).
Ou Ou Ou

Reseni: Podle definice je grad u = (8_36’ a—y, 9

>, a tedy

?u  O%u 62u_

Ox? * Oy? * 072

div(gradu) = Au,

0? 0? 0?
Ox? + Oy? * 022

kde A =

se nazyva Laplacetiv operdtor.

29. Vypoctéte: a) divr; b) divz, kde r = (z,y,2) ar = |'r‘ =22+ 1y + 22
r
Reseni: 5 )
1
Podle definice divergence je divr = 3. A protoze — (E) -~ je div r_
ox \r r 73 r
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30. Najdéte div(grad f(r)), kde r = \/z2 + y? + 22. Kdy je div(grad f(r)) = 07
Regeni: Protoze grad f(r) = f'(r) r je naptiklad podle piikladu 27c) a 29
T

div (grad f(r)) = grad £/(r) - =+ F/(r)div D = )+ 2 ().

2
Rovnost div(grad f(r)) = f”(r) + . f'(r) = 0 plati pro f(r) = c1 + CT—Q, kde ¢ a ¢y

jsou konstanty.

31. Vypoctéte div(f(r)c), kde ¢ je konstantni vektor.

Reseni: 7 definice nebo 27b) dostaneme div(f(r)c) = re 1 (r).
T

32. Najdéte div ( f (r)r). Kdy je divergence tohoto pole rovna nule?

Reseni: Vektorové pole je v tomto pripadé f(r)r = (xf(r),yf(r),zf(r)). Pro-
O 2
toze %(T) =f+ T f'(r) a podobné pro ostatni derivace, dostaneme sec¢tenim
x r
div(f(r)r) = rf'(r) + 3f(r). Tento vyraz je roven nule pro f(r) = %, kde ¢ je
r

libovolna konstanta.

33. Najdéte: a) div(ugradu); b) div(ugradv).

Reseni: Podle vysledkii piikladu 27c) a 28 je:
a) div (u grad u) = gradu - grad u + uAu a div (u grad v) = grad u - grad v + uAw.

34. Kapalina v prostoru rotuje kolem osy Oz proti sméru hodinovych rucicek s
konstantni tthlovou rychlosti w. Najdéte divergenci vektoru rychlosti v a vektor
zrychleni w v bod€ [z;y; z] v dany okamzik.

Reseni: Soutadnice bodu kapaliny v ¢ase t jsou x = rcoswt, y = rsinwt a z =,

kde r a z jsou konstanty. Proto jsou slozky jeji rychlosti v, = —rwsinwt = —wy,
vy = rwcoswt = wx a v, = 0. Tedy divw = 0. Slozky zrychleni kapaliny jsou w, =
—w?r coswt = —w?z, w, = —wW?rsinwt = —w?y a w, = 0. Tedy divw = —2w?.

35. Najdéte divergenci gravitacniho pole, ktery tvori konecny systém pritahujicich
hmotnych bodi.

Reseni: Gravitacni pole v bodé r = (x,y, ) tvofené n hmotnymi body s hmotnostmi
m;, které se nachéazeji v bodech r; = (xi, Yis zi), je

n m;\r —7r;
F:—kZ—(Tg ) :
=1 ?
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kde r; = \/(x — ;)% + (y — ;)% + (2 — 2;)?. Protoze plati

g(x—xz) :i_g(x—xi)Z

3
ox 3 T T

a podobné vztahy pro derivace podle y a z, dostaneme po secteni, ze mimo bodu
r; je div F = 0.

36. Najdéte vyraz pro divergenci rovinného vektoru a = a(r, ¢) v polarnich soutrad-
nicich 7 a .

Reseni: Polarni soufadnice jsou definovany vztahy o = 7 cos ¢ a iy = rsin ¢. Nejprve
musime vyjadrit rovinny vektor a v bazi, ktera odpovida polarnim souradnicim, tj.
zapsat a = a,e,+a,e,, kde e, a e, jsou jednotkové vektory ve smérech prislusnych
kiivocarych soutradnicovych os. Protoze

ox ox )
E:COSQO, E:SIDQO,
ox . ox
%:—rsmgo, %:TCOS@,

jsou tyto jednotkové vektory

€, = €,;Cos Y+ e, siny €; = €.CO8 Y — €, S8inY
<

€, = —€5SINY + €, Cos P €y = €, 851N Y + €, Cos Y
Ze vztahu
a = ayey + ayey = arer +a,e, = (ar COS Y — A, SIN 90) e, + (ar sin ¢ + a,, cos 90) €y
plyne rovnost

(z = ArCOSQP — ALSINY, ay = a,SINY + A, COS Y.

Protoze 8_ = COS 8f Sm%p 8f af — sin 3f COSgo 8f
or 8T r 89@ 8 87‘ r 890 , Je
. _aax aay B
diva = o + oy
0 sinp 0

=cosyp —(a,cosp —a,sinp a, COS (P — a,sin )+
a psing) - ( sing)

r&p

cosp O

0
+ sinp — or (arsmgo—i-a(pcosgo) +

Ao
:aar+l%+%—l r 8a"9
87“

(a,, sin ¢ + a, cos <p) =

or r Oy r r
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37. Vyjadrete diva(x,y, z) v ortogonalnich kiivoc¢arych souradnicich u, v, w, je-
stlize x = f(u,v,w), y = g(u,v,w), z = h(u,v,w). Jako specidlni pfipad napiste
div a v cylindrickych a sférickych soutradnicich.

Navod: Zkoumejte tok vektoru @ nekone¢né malym hranolem omezenym rovinami u = konst,
v = konst a w = konst.

Reseni: Pouzijeme vztahu pro divergenci z prikladu 24. Oblast V je omezena Sesti
plochami:

Su_: u=wug = konst; vo < v < v+ Av, wy < w < wy+ Aw
Sy, u=ug+Au=konst; v9<v<vy+Av, wy <w < wp + Aw
S,_ : v =wy = konst; ug < u < ug+ Au, wy < w < wy+ Aw
Sy, v =1p + Av = konst; ug < u < ug+ Au, wy < w < wo + Aw
Sw_ : w=wy = konst; ug <u<ug+ Au, vg <v < vy + Av
Sp, : w=wo+ Aw =konst; ug <u<uy+ Au, wg <v < vy + Av

Jestlize oznadime

U:\/f’ 2+ , 2+(h2)2
V=) <h'>
W= (1) + (9)° + (h0,)°

plyne z ortogonality soufadnic pro infinitezimalni elementy ploch

Su_ : dS = —n, VW (ug,v,w)dvdw
Sy, + dS =n, VW (ug + Au,v,w)dvdw
Sy dS = -—n,UW(u,vp,w)dudw
Sy, ¢ dS =n,UW (u,v9 + Av,w) dudw
Sp_ + dS = —n, UV (u,v,wy) dudv
Sw, + dS =n, UV (u,v,wo + Aw) dudv

Protoze a - n, = a,, a-n, = a, a a-n, = a,, je tok II touto plochou &

vo+Av wo+Aw

1= / / <auVW(u0 + Au,v,w) — auVW(uo,v, w)) dv dw—+
Vo wo
uo+Au wo+Aw
+ / / (aUUW(u, vo + Av, w) - avUW(u,vo, w)) du dw+
uo wo
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uo+Au vg+Av
+ / / <awUV(u,U,wo+Aw) —awUV(u,v,wo)> dudv ~

- da, VW n da,UW n 0a, UV AuAvAw .
ou ov ow

Objem télesa V = /// dz dy dz najdeme pomoci substituce x = f(u,v,w), y =
1%
g(u,v,w) a z = h(u,v,w), kde ug < u < ug + Au, v9 < v < vy + Av, wy <

w < wo + Aw. Protoze jsou soutadnice u, v a w ortogonalni, je jakobian substituce
J=UVW. Tedy

uo+Au vo+Av vo+Av
V:/// dxdydz:/ / / UVW dudvdw ~
v wo Vo Yo

~ UVWAuAvAW .

Tedy podle vysledku prikladu 24 je

diva =

1 Oa, VW n Oa,UW n 0a, , UV
UVW ou ov ow '

Ve specidlnim pripadé cylindrickych souradnic x = rcosy, y = rsing, z = z je
(u=r,v=p,w=2),U=1,V=r W =1, atedy

diva — 1 (6’(mr) N day +raaz> ‘

r or dy 0z

Ve pripadé sférickych soutadnic x = rcosfcosp, y = rcosfsiny, z = rsinf je
(u=r,v=0,w=9),U=1,V=r, W =rcosb, a tedy

1 <5’ (af,,r2 Cos 9) 8(@9 cos 9) Jay, )

r2 cos T tr

or 90 D

diva =

38. Dokazte, ze

a) rot(a + b) = rot a + rot b;

b) rot(ua) = urota + gradu x a.

Regeni: a) je disledkem linearity derivace a b) vztahu pro derivaci sou¢inu. Napiik-
lad pro treti slozku dostaneme

ox oy

ox oy

Qg

Jua,  Ouay B Oa, Oag n @ o @
or Y Oy

coz je treti slozka vektorového pole urota + grad u x a.
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39. Najdéte: a) rotr; b) rot(f(r)r).

Reseni: P¥imo podle definice rotace ziskdme vztah rot r = 0. Jestlize v piipadé b)
pouzijeme vysledku prikladu 38 dostaneme

rot(f(r)r) = f(r)rotr + grad f(r) x r =0,

protoze rotr = 0 a grad f(r) = f'(r) r
r

40. Najdéte velikost a smér rot a v bodé [1;2; —2], jestlize a = L Ej + 2k,
z T y

_ 1 1 1
Reseni: Podle definice rotace dostaneme rot a = _r -, Y -, _E2 ).
y2  x 22y a2 oz

) 5! v 141
Tedy rota(l,2,-2) = <_Z_l’_1’§>' Pak je |r0ta(1,2,—2)‘ =2 smérové

kosiny tohoto vektoru jsou cosa = — , cos = —

5
v 141
41. Necht ¢ je konstantni vektor. Najdéte: a) rot(cf(r)); b) rot(e x f(r)r).

Reseni:

rXec

a) P¥imo z definice snadno zjistime, Ze rot(cf(r)) = f'(r) .

b) Vektor ¢ x f(r)r ma slozky ¢ x f(r)r = f(r)(coz — c3y, c3z — c12, 1y — o).
Tedy napriklad prvni slozka vektoru rot(c x f(r)r) je

(,% ((cly — @:L‘)f(?“)) — % ((Cg:E — cy;)f(r)) =

= 2c1f(r) + crf'(r) — % (crz + coy + c32) f/(r).

Podobné najdeme dalsi slozky a zjistime, ze

T(C"I‘

fi(ry=2f(r)c+ () <c7’2 —r(c-r)) .

r T

rot(cx f(r)r) =2cf(r)+erf'(r)—

42. Dokazte, ze div(a x b) = brot a — arot b.

Reseni: Protoze a x b = (aybz —azby,a,by — azb,,a.by — aybm), je

div(a x b) :a(aybza; a:by) I a(asza; azb.) N 8(axbya; aybs) _

B Oda, Oay Oay Oa, Oda,  Oay
_bm(c‘?y 8z)+by<8z 8x)+bz(8m 8y>+
T\ 0z oy Y\ ox 0z “\ Oy or )

=brota — arotb.
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43. Najdéte: a) rot(gradu); b) div(rot a).
Reseni: Pfimo z definice operator@i pomoci derivaci zjistime, Ze rot (grad u) =0a
div (rot a) =0.

44. Kapalina v prostoru rotuje kolem osy £ = (coscq,cos3,cosv) s konstantni
thlovou rychlosti w. Najdéte rotaci vektoru rychlosti v v bodé [z;y; 2] v daném
Case.

Reseni: V piikladé bude vyhodnéjsi zvolit soufadny systém, ve kterém za jednu
soufadnou osu zvolime osu rotace £. Necht e¢, e, a e = £ jsou jednotkové orto-
gonalni vektory takové, Ze e¢ X e, = e¢. Jsou-li e,, e, a e, jednotkové vektory ve
sméru souradnych os Ox, Oy a Oz lze psat polohovy vektor bodu r v obou téchto
souradnych systémech jako

r =xe, +ye, + ze, = {e¢ +ne, + Cec .

Protoze bod rotuje kolem osy £ = e, s konstantni tthlovou rychlosti w, je jeho pohyb
z hlediska souradného systému O¢n(¢ vyjadien rovnicemi

r(t) = rcoswteg + rsinwte, + Cec,

kde r, w a ¢ jsou konstanty. Rychlost pak je

dr(t) _
v = T = —rwsinwte¢ + rw coswte, = —wne¢ + wie, .

Vztah mezi soufadnicemi rychlosti v obou souradnych systémech dostaneme ze
vztahu
V=08, +vyey +ve, = —wneg +wle, .

Jestlize oznacime

Ape=Aco=€p-€, Apy=Aps=e€z €, Ayc=Ac,=e; e,
Aye=Acy=ey-e, Ayp=A,,=e, €, A,c=Ac,=e, e,

je
E=aAs e +yAye+2A.¢, Vg = —wnAg e +wWEAL

nN=xAzn+yAy,+2zA.,, vy = —wnAy ¢ +wEAy g,
C = xA$>C + yAy7< + ZAz7< ’ UZ = _CUTIAZ7£ + ngZfW *

Podle definice je rotace vektoru v v souradném systému Ozyz rovna
Ov, Oy ov,  Ov, Ovy,  Oug
tv = e LR [ - —"e..
vy <8y 8z>e +(8z 0z € T ox 0Oy ©

239




Jestlize pouzijeme vyse uvedené vyjadfeni slozek vektorti v a vztahy mezi sourad-
nicemi &, n, ¢ a x, y, z, dostaneme

rot v =2w(Ay A, — AynAse)es +2w(ApnAse — A eA. ) ey+
+ 2w (Ax,fAy,n — Aw’nAy’g)ez .

A kdyz kone¢né dosadime vyjadreni vektortu

e, = A$7§e5 + Axmen + A%CQC
ey = Aycec + Ay e+ Ay cec
e:=A.cec+ A pen + Az cec,

ziskame vztah
rotv = ZW((Ay,EAzm - Ay,nAz,ﬁ)Ax,C + (Am,nAz,f - Al’,iAzm)Ay,C""

+ (AmyéAym - Aw,nAy»é)Az,C>eC =

Avg Az Aug
= 2w det Ayé Ay,n Ay7g eC:2w£,

Ae A, A.¢

protoze podle definice vektori e, e, a e¢ je uvedeny determinant roven jedné.

45. Najdéte vyjadfeni rotace rovinného vektoru a = a(r,¢) v polarnich sourad-
nicich r a .

Reseni: Protoze se jednd o rovinné vektorové pole a, méa jeho rotace rot a nenulovou

o . . day  Day
pouze treti slozku, ktera se rovnad w = —= —

ox oy

jednotkovy vektor ve sméru osy Oz. Operator mame transformovat do soutradnic
danych vztahy x = rcos ¢, y = rsing. Jsou-li e, a e, jednotkové vektory ve sméru
soufadnych os Ox a Oy (vektor e, se neméni) a e, a e, jednotkové vektory ve
smeéru prislusnych souradnych kiivek, je

. Tedy rota = we,, kde e, je

e, =cospe; +sinpe, e, =cospe, —sinpe,
€, = —sinpe,; + cospe, ey =sinpe, +cospe,

7 toho plyne, Ze pro souradnice vektoru a plati

a = aze, + ayey = are, + aye, =

= (ar COS Y — Ay, SIn go) e, + (ar sin ¢ + a,, cos gp) ey

neboli
Gz = QpCOSP — ApSINY, Gy = ApSINY + Ay, COS Y.
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Protoze pro libovolnou funkci f plati

g—co 8f singpﬁ %—sin 8f coscpﬁ
ar ¥ r 0o’ Oy 87“ r Op’
je
0 ) sinp 0
W =Cos Y ar (ar sin ¢ + a, cos gp) . - (ar sin ¢ + a,, cos go)
cosp 0

0
—singza&(arcosgo—a@singo) - %<arcoscp—a¢sing0> =

_0Oa, 1 0da, L e _ 1 (0(rayp) Oa,
or oo )

or r 0p r r

Tedy v polarnich souradnicich je rotace rovinného vektoru a rovna

1 (0(ra,) Oa,
rota—r( or 8@)ez

46. Vyjadrete rot a(z, y, z): a) v cylindrickych soufadnicich; b) ve sférickych sourad-
nicich.

Reseni:

a) Cylindrické soufadnice jsou definovany vztahy x = rcosep, y = rp a z = z.
Jednotkové vektory ve sméru souradnych kfivek jsou proto

e, =cospe; +sinpe, e, =cospe, —sinpe,
e, = —sinpe, +cospe, < e, =sinpe, +cosye,
€, =€, €, =€,

kde e,, e, a e, jsou jednotkové vektory ve sméru soufadnych os Oz, Oy a Oz.
Proto souradnice vektoru a v soutadnici xyz a ryz plati

a = aze,; +ayey +ae, = a,e,. + ay €, + aze, =
(ar COS  — A Sin cp) e, + (ar sin ¢ + a, cos gp) e, +aze;.

Tedy
Az = G COSP — ApSINY, Gy = a,SINPY+a,Co8¢Y, a;=a,.

Rotace vektoru a v souradnicich zyz je definovana jako

rota = 6%—% e. + %_% e, + %_aam o
Bl ’ 0z oy ) oxr oy )

dy 0z
Protoze pro kazdou funkci f plati vztahy
of af singoﬂ 8f 8f cosgpﬂ af of

—— — COS = SlIl

Ox o r 9o’ Oy 37" r 0o’ 0z 0z’
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je

¢ . Oa, n cos p Oa, . oa, Oa,, n
rota = | sin —singp — —cosp —— | e
?or r Oy ¥ oz L *

da, . Oay, Oda, sinp Oda,
+ (cosgpa smgog CoS Y or + r g ey,+

da, 1 0a, a, B
+(W—; aﬁ?)‘fz—

B laaz_% e+ %_aaz . +1 8(7“%,)_3@7“ .
\r e 0z ) " oz or ) ¥ r or oo ) °°

b) Pro sférické soutradnice definované vztahy = = rcosfcosp, y = rcosfsiny a
z =rsinf je

e, =costlcospe, +cosbfsinpe, +sinfe,
ep = —sinflcospe, —sinfsinpe, + cosbe,

e, = —sinpe, +cospe,,
ze kterych plyne

e, = cosflcospe, —sinfcospey —sinpe,
e, = cosfsinpe, —sinfsinpeg +cospe,

e, =sinfe, + cosf ey
Pro vektor a tedy plati

a =aze, + ayey + a,e, = are, + ageg + a,€e, =
:(ar cos 0 cos ¢ — ag sin b cos ¢ — a, sin go)el,—f—
+ (ar cos 0 sin ¢ — ag sin 0 sin ¢ + a,, cos go) e,+

+ (ar sin @ + ag cos 0) e,.
Tedy souradnice vektoru a plati

@z = Gy cOS 0 cos p — agsinb cosp — a, sinp
ay = a, cos 0 sin ¢ — ag sin 0 sin ¢ + a,, cos

a, = a,sinf + ag cosf

V souradnicich zyz je vektor

rota = 6%—% e, + 8%_% e, + %—a% e
~\ oy oz ) * 0z ox )" Ox oy ) °°
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7 transformacnich vztahi lze odvodit, Ze pro parcialni derivace plati

U _ osfeosp 0f _sinfcosp Of  sing Of
ox T COSTeOsY g, r 00  rcosf Oy
O _ osfsing Of _ sinfsing 0f  cosp Of
5’y_COS MY By r 00  rcosf Oy
of . ,0f cost Of
R T

Jestlize dosadime do vyrazu pro rotaci, dostaneme

1 da, . L
rota = (SinSO(% _10a +%> —SInﬁcoSSl?(aa(p - da )+

ar r 00 r dr  rcosf Oy
cosy (dag day,
+ . (890 Ccos 20 ))ew—l—

+<_C08@<%—laar+%>—Sin&sin@(aaw— = 8ar>+

or r 00 r or  rcosf Oy

sing (0ag_ 999
+ . (690 cos 20 ))ey-i—
Oa, 1 Oa, sinf [ Oag da, ay
+<COSH(8T rcos 6 8@)+rc039(8g0 cosf 89>+rcosﬁ =

A jestlize dosadime za jednotkové vektory e, e, a e, jejich vyjadieni pomoci
jednotkovych vektort e,, eg a e,, dostaneme

1 Odag  O(ay, cosh) 1 (O(ray) 1 Oa,
r cos 0 ( Oy 00 et ot

1 (Oa, O(rap)
+F<ae or )%'

rota =

or cosf Op

47. Najdéte tok vektoru r = (z,y, z): a) boéni sténou kuzele z2+y? < 22,0 < 2 < h;
b) zakladnou tohoto kuzele.

Resent:

a) Bocni sténa kuzele mé rovnici F(z,y,2) = 22 + y? — 22 = 0. Normala k takto
implicitné definované plose je imérna vektoru grad F' = (2z,2y, —2z). Protoze r -
grad F' = 222 + 2y% — 222 = 0, je tok vektoru r touto plochou roven nule. Kapalina
tece podél dané plochy.
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b) Zakladna daného kuZele ma rovnici z = h. 22 + y? < h?. Jestlize zvolime za
parametry proménné z a y, je vektor jednotkové normaly k této plose n(0,0,1).
Tedy r - n = h a tok touto plochou je

//rdS: // hdzdy = wh3.
S

22 +y2<h?2

48. Najdéte tok vektoru a = yzi + x2j + zyk: a) boéni sténou valce 22 + 3% < a2,
0 < z < h; b) celym povrchem tohoto vélce.

Resend: Tok II vektoru F plochou S je ddn plo$nym integralem druhého druhu
II= // FdS. V nasem ptipadé je vektorové pole F = (yz,zz, xy).

S
a) Bo¢ni sténa daného valce ma rovnici 22 + y? = a?, 0 < z < h. Zvolme jeji

parametrizaci * = acosy, z = asing, z = 2z, kde 0 < ¢ < 27 a 0 < z < h. Tecné
vektory k souradnicovym kfivkam a normalovy vektor jsou

t, = (—asing,acosp,0
t.=(0,0,1)
n=t, xt, = (acosp,asinyp,0).

Protoze F - n = 2a?z cos ¢ sin ¢ = a?

sin 2¢, je
h 27
H:// yzdydz+xzdzdx+xydxdy:a2/ dz/ zsin2pdp =0.
S 0 0

b) Je-li S cely povrch vélce V, lze pouzit Gaussovu vétu. Podle ni je

H:// yzdydz—l—xzdzdx—{—xydxdy:/// div Fdrdydz =0,
S %

protoze div F' = 0.

49. Najdéte tok radius—vektoru r plochou z =1 — /22 + 42, 0 < 2 < 1.

Reseni: Tok II vektoru r = (z,y, 2) plochou S je dan plosnym integralem druhého

druhu II = / / rdS. Za parametry plochy zvolime proménné = a y. Protoze 0 <
S

z=1— /22 +9y%2 < 1, je 22 + y? < 1. Te¢né vektory k soufadnicovym osam a
normala jsou

t, = 1,0’_—3j
Va2 + y?
t, = 0,17_—3/
V2 + y?
z Y
n=t,xt,= , , 1
) (\/xQ—i_yQ \/x2+y2 >
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Protoze na plose S je r-n = /22 + y2 + 2z = 1, je tok roven

II= // dedy =7.

z2+y2<1

50. Najdéte tok vektoru a = x2i+y2j+22k kladnym oktantem sféry x?+y2+22 = 1,
z>0,y>0,2z2>0.

Reseni: Tok II vektoru a = (xz, Y2, 22) plochou S je dan plosnym integralem

H://adS://xQdydz—l—dezdx—i-szxdy.
S S

Dané plocha § mé parametrické rovnice z = cosf cos ¢, y = cosfsiny, z = sinf,
T s
kde 0 < 0 < 5 al<p< 5" Rovnice te¢nych vektort k souradnicovym kiivkam a

normala k dané plose tedy jsou

t, = (— cos 0 sin ¢, cos 0 cos 4,0,())
ro = (— sin € cos ¢, — sin # sin @, cos 9)

n= (c052 6 cos p, cos? § sin ¢, cos 0 sin 9) .

Tedy tok II danou plochou § je

/2 /2
H:/ dgo/ a-ndf =
0 0
3

/2 /2
= / dgo/ (cos4 6(cos® ¢ + sin® ) + sin® 6 cos 9) dg = 3™
0 0

51. Najdéte tok vektoru a = yz + 23 + xk povrchem ctyfsténu, ktery je omezen
rovinami t +y+ 2z =a,x =0,y =0, 2 = 0; a > 0. Vysledek provérte pouzitim
Gaussovy véty.

Resenid: Povrch étyisténu je slozen ze &ty ploch:

S, x=0; 0<y+z<a; n=(-100)
Sy: y=0; 0<z+z<a; n=(0,-1,0)
S.: z2=0; O<z+y<a; m=(0,0,—1)
Ss: z=a—z—y; 0<z+4+y<a; n=(1,1,1)

Proto je tok vektoru a celym povrchem roven

é/adS:— // ydydz— // zdedz— // zdz dy+ // adrdy =0.

0<y+z<a O0<zx+z<a 0<z+y<a 0<z+y<a
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Kdybychom pouzili Gaussovu vétu, dostali bychom, protoze diva = 0

//adS:/// divadrdydz =0,
S 1%

kde V je ¢tytstétn z +y+ 2 <a, x>0,y >0, 2 > 0.

52. Najdéte tok vektoru a = z3i + y3j + 23k kulovou plochou 22 + 32 + 22 = z.

Reseni: Podle Gaussovy véty je

//adS:/// divadxdydz:?)///(x2+y2+22)dxdydz,
S \% \%

kde oblast V je ddna nerovnosti x2 + 32 + 22 < x. Jestlize zavedeme nové souradnice
vztahy x = rsinf, y = rcosfcosp a z = rcosfsinyp, dostaneme nerovnice 0 <

r<sinf, 0 <0 < g a 0 < ¢ < 27. ProtoZe jakobidn substituce je J = 72 cosd, je

tok danou plochou roven

27 /2 sin 6 6 /2 T
//adS:3/ dgp/ d9/ 7°4c089dr:—7r/ sin® f cos 0df = — .
S 0 0 0 5 Jo o
53. Dokazte, ze tok vektoru a plochou § danou rovnici r = r(u,v), (u,v) € Q, je

roven P P
T T
//SandS—//Q {a,%,%} d'U/d'U,

kde a,, = an a n je jednotkovy vektor normaly k plose S a

ay ag as
[a;b;c} :a~(b><c) =det | by by b3
C1 C2 C3

je objem rovnobéznosténu s hranami a, b a c.

- or or
Reseni: Vektory t, = —, resp. t, = 90 jsou tecné vektory k souradnicovym osam.
v

ou
t, X t,
Tedy jednotkova normaéla je n = — . Tedy
t, x v
ty xt,  [a;ryty]
ap =@ - =
[t x to|  [tu x t,

A protoze dS = ‘tu X tU| du dv, je

/[ga”dsz/fs[a;tu;tv} dudo.
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54. Najdéte tok vektoru @ = m —, kde m je konstanta uzavienou plochou S, v
T

jejimz vnitiku lezi pocatek souradnic.

Resenid: Tok II vektoru a plochou S najdeme pomoci plosného integralu druhého

druhu IT = // adS. Protoze a = m 373 (z,y,2) je
s (22 +y2 + 22)
oa da Oa
d. prm— z y y prm—
Ve o + dy + dy
B —222 + y2 + 22 — 2y2 + 22 x4 y2 — 222 B
(@2 + 92+ 2277 (22492 +22)"7 (a2 4y 4 22)"

Tedy pokud pocatek nelezi uvniti uzaviené plochy S, plyne z Gaussovy véty, ze tok
IT takovou plochou je roven nule. Je-li poc¢atek uvniti plochy S, oznac¢me S, kladné
orientovanou kulovou plochu se stfedem v pocatku a polomérem e, ktera lezi cela
uvnit? plochy S. Protoze uvniti télesa omezeného plochou § a S; je diva = 0, je

//SadS—//SEadS:0<:>//SadS://SEadS.

Pro vypocet // a dS pouzijeme parametrizaci x = € cosf cos p, y = £ cos 6 sin g,
S

€

z =esinf, kde —g << g a 0 < ¢ < 2m. Protoze

t, = (—s cos fsin ¢, € cos 0 cos ¢, 0)
ty = (—5 sin 6 cos ¢, —e sin 0 sin ¢, a cos 9)
n=t,xty= (52 cos? 6 cos p, e2 cos? § sin ¢, €2 cos f sin 9)

a-n=mcosb

27 /2
//adS:m/ dgp/ cosdf = 4mm .
S 0 —7/2

55. Najdéte tok vektoru a(r) = Z grad (—
i=1

je

€; . .
), kde e; jsou konstanty a r; jsou
- 4ﬂTi
vzdalenosti bodt M; zdroje od bodu M (r), uzavienou plochou S, uvniti které lezi
vSechny body M;, i =1,2,...,n.

Reseni: Protoze r; = \/(x — ;)2 + (y — v:)? + (2 — 2:)2, je

grad (— i ) AL (r ; ri .

47r; T
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Stejné jako v prikladu 54 se ukaze, ze tok vektoru a danou plochou § je

€; . n ‘
//Sgrad (_4777“@-) dS—Ze,.

56. Dokazte, ze // —dS = // V2udz dydz, kde S je hranice objemu V.
1%

~ U

Reseni: Protoze pro spojité diferencovatelnou funkci u(z,y, z) je = n - grad u,
n

jedna se o plosny integral druhého druhu. Pokud pouzijeme Gaussovu vétu, dosta-

neme

// ds = // gradudS = /// d1v gradu dxdydz—// Viudrdydz.

57. Mnozstvi tepla, které za jednotku casu protéka elementem plochy dS v teplot-
nim poli u je rovno dQ) = —kn grad u dS, kde k je konstanta tepelné vodivosti a n
je vektor jednotkové normaly k plose S. Urcete mnozstvi tepla nashroméazdéného
télesem V za jednotku ¢asu. Pouzijte vztah pro rychlost zvySovani teploty a odvodte
rovnici, kterou splnuje teplota télesa; rovnice vedeni tepla.

Reseni: Celkové mnozstvi tepla, které vytece za jednotku ¢asu z objemu V s hranici
S je dano plosnym integralem

// (—kn-gradu) dsS = —k:// gradudS,
S S

kde je n vnéjsi jednotkova normala k plose S. Tedy v télese V se podle Gaussovy véty
za jednotku ¢asu nashroméazdi mnozstvi tepla (za predpokladu, Ze k je konstantni)

AQ:k:// gradudS:k’/// div(gradu) d:cdydz:k// Audrdydz.
S % S

Na druhé strané je mnozstvi tepla v télese ddno vztahem

Q= ///vcpudxdydz,

kde c je mérné teplo a p hustota télesa. Ze zdkona zachovani energie plyne, ze pokud
v télese nejsou vnitini zdroje energie, je

= A
dt dt/// coudrdydz = k// udrdydz.
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Jestlize predpokladame, ze ¢ a p nezavisi na case, je pro kazdy objem V), ktery se

neméni v Case
/// Por dxdydz—/// kAudxrdydz.

Protoze tento vztah méa platit pro kazdy objem V, musi byt

cp Gau =kAu.

58. Pohybujici se kapalina vyplnuje objem V. Za predpokladu, ze v oblasti V nejsou
0

zdroje, odvodte rovnici kontinuity 8_5 +div(pv) =0, kde p = p(z, y, 2,t) je hustota

kapaliny, v je vektor jeji rychlosti a ¢ je cas.

Reseni: Necht je € libovolna oblast v télese, ktera je omezena plochou S a které se
neméni s casem t. Je-li p hustota télesa, je hmotnost M oblasti {2 dana vztahem M =

dir  d
/// pdx dydz. Jeji zména je rovha —— Eraaley /// pdx dy dz. Podle predpokladu
Q

G = []] G dwdvas.

Elementem dS hranice S oblasti {2 protoce za jednotku casu kapalina s hmotnosti
dM = pv - ndS. Podle Gaussovy véty tedy plati

AM://SpvdS:///Qdiv(pv)dxdydz.

Protoze predpokladame, ze v oblast ) nejsou zdroje musi byt zména hmotnosti
oblasti €2 rovna hmoté, ktera vytece jeji hranici. To znamend, Ze musi platit

dt dt/// pdrdydz = — //SpfudS.

Protoze tato rovnost méa platit pro kazdy oblast {2 C V, plyne odtud, ze v kazdém

se oblast {2 s casem neméni, a tedy

bodé oblasti musi platit rovnost 9P div (p'v).

ot

59. Najdéte praci vektoru a = r podél casti sSroubovice r = ta cost + jasint + kbt,
0<t<2m.

Resend: Praci W vektoru a podle orientované kiivky C najdeme kiivkovym inte-
gralem druhého druhu W = / ads. V nasem ptipadé je a = (x,y, 2z) a kiivka C
ma parametrické rovnice x = acost, y = asint, z = bt, kde 0 < t < 27. Proto je

27
W:/ads:/ b2t dt = 27202 .
C 0
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60. Najdéte préci pole a = —i + —j + —k podél usecky, ktera spojuje body [1;1; 1]
y oz x

a [2;4;8].

Resenid: Praci W vektoru a podle orientované kiivky C najdeme kiivkovym inte-

111

gralem druhého druhu W = / a ds. V nasem pripadé je a = (—, -, —) a krivka
y z'x

C je tisecka z bodu A = [1;1;1] do bodu B = [2;4;8|. Parametrické rovnice tsecky

z bodu A do bodu B lze zapsat ve tvaru r(t) = A+ (B — A)t, kde 0 < t < 1. Tedy
v tomto pripadé jex =1+t, y=1+3t, 2=1+4+T7t, kde 0 <t < 1. Tedy

1
1 3 7 188
= [ ads= dt = 2 In2.
W /Ca y /0(1+3t+1+7t+1+t> 21

61. Najdéte praci pole a = e¥"?¢ 4+ e*~ 75 + e Yk podél tsecky mezi body [0;0; 0]
a [1;3;5].

Reseni: Parametrické rovnice tsecky jsou v = t, y = 3t, z = 5t, kde 0 < t < 1. Tedy
hledana prace je

1
9 3
Wz/ads:/ (e +3e" +5e ) dt =~ —3e7 2+ —e'.
C 0 4 4

62. Najdéte praci pole a = (y + 2)t + (2 + x)J + (z + y)k podél nejkratsi kruznice

na kulové plose 22 + y2 + 22 = 25, které spojuje body [3;4;0] a [0;0; 5].

Reseni: Parametrické rovnice kiivky najdeme jako priinik kulové plochy z2 + 42 +
= 25 a roviny, kterd prochazi poc¢atkem a body A = [3;4;0] a B = [0;0;5].

Parametrické rovnice dané roviny jsou x = 3u, y = 4u a z = 5v. Po dosazeni do

rovnice kulové plochy dostaneme pro parametry u a v vztah u? + v? = 1. Tedy

za parametrické rovnice ktivky lze vzit * = 3cost, y = 4cost a z = 5sint, kde

0<t< g Tedy prace podél dané kiivky je

W:/ads:/ (—8sint—24sintcost+35cos2t—15Sin2t)dt:57r—20.
C 0

63. Najdéte praci vektoru a = f(r)r, kde f je spojita funkce, podél kiivky AB.

Reseni: Necht je x = x(t), y = y(t) a z = 2(t), kde t € (a, ), parametrizace kfivky
AB. Pak je prace dana integralem

W = / f(r rds—/f a;:c +yy —l—zz)d
AB
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Jestlize v tomto integralu zavedeme novou proménnou vztahem r = y/x? + y2 + 22,
xx' +yy + 22
r

dostaneme dr = dt. Tedy plati

W:[Brf(r)dr.

64. Najdéte cirkulaci vektoru a = —yi + xj + ck, ¢ = konst: a) podél kruznice
2?2 +y? =1, 2 = 0; b) podél kruznice (z —2)%> +y? =1, z = 0.

Reseni: Cirkulace vektoru a podél uzaviené kiivky C je ddna kiivkovym integralem

fads.

c
a) V tomto piipadé mé kiivka C parametrické rovnice x = cost, y = sint, z = 0,
kde 0 < t < 27. Tedy

27
%ads:/ (sin2t+cos2t)dt:27r.
C 0

b) Kruznice mé parametrické rovnice x = 2+cost, y = sint, z = 0, kde 0 < t < 27.
Proto je

27
j[ads :/ (sin2t+2sint+coszt) dt = 27.
C 0

xr .
65. Je dano vektorové pole a = —37 + /xyk. Vypoctéte rot a v bodé
z

Yy .

_z P
Viooo/z
[1;1;1] a s jeji pomoci urcete pfiblizné cirkulaci T' tohoto pole podél nekoneéné
malé kruznice

=1+ @y -1+ (z2-1)2=¢
(x —1)cosa+ (y—1)cosf+ (z —1)cosy =0,

kde cos? a + cos? 3 + cos?y = 1.

Reseni: Rotace vektorového pole a v obecném bodé je

rota = \/E— y _\/ﬂ_\/@_i
2y 22327 2232 2z’ \[z)

Tedy v bodé [1;1;1] je rota(1,1,1) = (0,—1, —2).

Cirkulace I' vektoru a podél uzaviené kiivky C je rovna I' = j{ ads. Podle
(¢

Stokesovy véty je

F:%ads://mtadS://n‘rotadS,
C S C
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kde m je jednotkovy vektor normaly k plose S. Protoze dané kruznice lezi v roviné
(x —1)cosa+ (y —1)cos B + (# — 1) cosy = 0, jejiz jednotkova normala je n =
(cos ar, cos 3, cos7y) a obsah kruhu je S = 7e?, piiblizné plati

r= // n-rotadS = Sn -rota(l,1,1) = —me*(cos B + 2cos 7).
S

66. Rovinny stacionarni tok kapaliny je charakterizovan vektorem rychlosti w =
u(x,y)i+v(x,y)j. Urcete: 1) Mnozstvi kapaliny @, které protéka uzavienou k¥ivkou
C, ktera je hranici omezené oblasti S; 2) cirkulaci I" vektoru rychlosti podél uzaviené
krivky C. Jaké rovnice plati pro funkce u a v, je-li kapalina nestlacitelnd a tok
nevirovy?

Resenid: Je-li C kiivka, kterd ohrani¢uje omezenou oblast S v roving, je mnozstvi

kapaliny, ktera protece touto kiivkou za jednotku ¢asu déno integralem () = ¢ w -

nds, kde n je jednotkovy vektor normaly, ktery mifi ven z oblasti S. Jsou-li x =
z(t),y = y(t), t € (a,b), parametrické rovnice kiivky C, je te¢ny vektor k této kiivce

(v, —2')

()2 + (y')?

t = (2/,y'). Proto je jednotkovy vektor normaly n = . Protoze

ds = /()2 + (¥)?, Je

Q:jiw.ndsz/ab(uy’—vx')dtZ]ide,

kde f = (—v,u). KdyZ pouZijeme Greenovu vétu, dostaneme

Q= fudy—vdx // (@4—@) dzdy.

Cirkulaci I" vektoru w podél kiivky C najdeme jako kiivkovy integral druhého druhu

= % w ds. Jestlize pouzijeme Greenovu vétu, dostaneme

0=t soa) = [[ (2-2) ara

Pro nevirové proudéni nestlacitelné kapaliny musi pro kazdou oblast 2 C S platit
rovnost (Q = I' = 0. Proto musi byt

ou ov ov ou

or oy * ox oy

67. Ukazte, ze pole @ = yz(2x + y + 2)i + zz(x + 2y + 2)j + xy(x + y + 22)k je
potencialni a najdéte jeho potencial.
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Reseni: Vektorové pole a je potencidlni pravé tehdy, kdyZ existuje funkce U (x, v, 2)
takova, ze a = grad U. Ve slozkach jsou tyto rovnice

g—gzax:yz@x—ky—kz)
ouU
a—y:ay:xz(m+2y+z)
ou
azaz:xy(x+y+2z)

Protoze rota = 0, mé tato soustava fesSeni. Jestlize integrujeme prvni z téchto
rovnic podle proménné x, dostaneme

Uz, y,z) = wyz(x +y+2) +9(y, 2) ,

kde ¥(y, z) je funkce pouze dvou proménnych y a z. Neni tedy funkci proménné z.
Jestlize toto vyjadieni funkce U(z, y, z) dosadime do dalsich dvou rovnic, dostaneme
o Oy
_ — = 0 —> s —= 07
R ¥(y, 2)
kde C je libovolna redlna konstanta. Tedy potenciidl daného pole je U(z,y,z) =
ryz(x +y+2) +C.

2 x

. ) x

Z_ —
(y + 2)1/2 (y+z)3/2‘7 (y + 2)3/2
a najdéte praci podél kiivky, ktera lezi v kladném oktantu a spojuje body [1;1; 3]
a [2;4;5].

Reseni: Je-li vektorové pole a v oblasti Q potencidlni s potencidlem U(x,v, z) ,
nezavisi prace po ktivce, ktera lezi v oblasti ), na tvaru této ktivky, ale pouze na jeji

pocatecnim bodé A a koncovém bodé B. v tomto ptipadé je / ads =U(B)-U(A).

68. Presvédcte se, ze pole a = k je potencialni

C
Derivovanim snadno nalezneme, ze v prvnim oktantu je rota = 0. Tedy existuje
potencidl U(z,y, z), pro ktery plati grad U = a, neboli

w_ 2w e W s
or Jy+tz Oy  (y+z2)3?27 0z  (y+=z2)3/2°
2x

+ Y(y, z). Jestlize dosadime toto

itz
b o

vyjadieni funkce U do dalSich dvou rovnic, dostaneme il i 0, neboli
Y z
2z

Y(y,z) = C, kde C je libovolna konstanta. Tedy naptiklad U(z,y,z) = N

Z prvni rovnice plyne, ze U(x,y,z) =

Proto je
1
/a@zU@&&—U@L$:§.
C
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m
69. Najdéte potencial gravitacniho pole @ = ——r, které vyvola hmotnost m v
r

pocatku soufadnic.
Reseni: Protoze véude mimo pocatku je rot @ = 0, 1ze alespoii lokalné najit potencial
U(z,y, z), tj. takovou funkci, ze grad U = a. Funkce U(x, y, 2) je tedy FeSenim rovnic

ou _ —mx
Ox (x2+y2—|—z2)3/2
oUu —my
oy (w2+y2+22)3/2
oUu —mz

0z (22 + 92 + 22)3/2
Integraci prvni rovnice podle proménné z zjistime, ze funkce U mé tvar U(x,y, z) =

m
/12 +y2+z2

+ ¥(y, 2), kde 1(y, z) je diferencovatelnd funkce. Po dosazeni do

0 0
dalsich dvou rovnic zjistime, Ze _¢ = —w =0, tj.
oy 0z
U(z,y,z) = mn +C:@+C,

Va? +y? + 22 r

kde C' je libovolna realné konstanta.

70. Najdéte potencial gravitacniho pole, které vyvola soustava hmotnosti m;, i =
1,...,n, které lezi v bodech M;, i =1,...,n.

Reseni: Oznacime-li soutadnice hmotnych bodi M; = [:CZ-; Yis zi] a

=y —a) + (g -p) + (- =)’

dostaneme podobné jako v prikladu 69, ze

U(z,y,z) = 0

71. Dokazte, ze pole a = f(r)r, kde f(r) je spojita funkce, je potencilni. Najdéte
potencial tohoto pole.

~ af(r x
Reseni: Protoze r = /2?2 + y? + 22 a derivace Jé:( ) = — f'(r), snadno ukazeme,
x r

ze rot a = 0. To znamen4, ze vektorové pole a mé potencial. Ten je mozné najit jako
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kiivkovy integral druhého druhu po kfivce s pevnym pocate¢nim bodem [mo; Y0; Z()]
a obecnym koncovym bodem [z;y; z]. To znamen4, ze

Uz,y,2) — U(xoayo,zo) = /cad&

kde kiivka C zac¢ind v bodé [930; Y03 zo} a konéi v bodé [z;y; 2].
Jsou-li x = z(t), y = y(t), z = 2(t), a <t < b, parametrické rovnice kiivky C, je

b
U(x,y,z) — U(xo,yo, zo) = / f(r(t)) (zm:’ +yy + zz’) dt.

a

Jestlize v tomto integralu zavedeme novou proménnou p = /22(t) + y2(t) + 22(t),
dostaneme

Ule.y2) = [ $hpdo+C,

kde r = y/x2 4+ y2 4+ 22 a C je libovolna realna konstanta.
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