
Derivace slo¾ené funkce

Urèete parciální derivace a diferenciál funkce F , kde

1. F (x; y) = f(u; v) ; u = x+ y ; v = xy 2. F (x; y) = f(t) ; t =
y

x

3. F (x; y) = f(u; v) ; u = x+ y ; v = x� y 4. F (x; y) = f(u; v) ; u = xy ; v =
x

y

�
1. dF =

�
f 0
u
+yf 0

v

�
dx+

�
f 0
u
+xf 0

v

�
dy. 2. dF = f 0

�ydx+ xdy

x2
. 3. dF =

�
f 0
u
+f 0

v

�
dx+

�
f 0
u
�f 0

v

�
dy.

4. dF =

�
yf 0

u
+

f 0
v

y

�
dx+

�
xfu �

xf 0
v

y2

�
dy.

�

5. Doka¾te, ¾e funkce F (x; y) = xnf
� y

x2

�
, kde f je spojitì diferencovatelná funkce, vyhovuje

vztahu x
@F

@x
+ 2y

@F

@y
= nF , x 6= 0.

6. Naleznìte jaká funkce tvaru F (x; y) = f(x + y) + g(x � y) vyhovuje rovnici
@F

@x
=

@F

@y
.

�
g0(x� y) = 0, tj. F (x; y) = f(x + y), kde f je libovolná diferencovatelná funkce

�

7. Uka¾te, ¾e ka¾dá funkce F (x; y), která má spojité parciální derivace a její¾ hodnota závisí pouze

na vzdálenosti bodu [x; y] od poèátku, vyhovuje rovnici y
@F

@x
� x

@F

@y
= 0.

8. Urèete, jaká funkce tvaru F (x; y) = f
�
x;

y

x

�
vyhovuje rovnici x

@F

@x
+ y

@F

@y
= F .

�
[uf 0

u
(u; v) = f , tj. F (x; y) = xg

�y
x

�
, kde g je diferencovatelná funkce

�

9. Nech» F (x; y) = f(�; '), kde x = � cos', y = � sin' jsou polární souøadnice v rovinì a funkce f

má spojité parciální derivace. Vyjádøete v polárních souøadnicích

a) gradF =

�
@F

@x
;
@F

@y

�
b) jgradF j

2
=

�
@F

@x

�2

+

�
@F

@y

�2

c) x
@F

@y
� y

@F

@x

�
a) f 0

x
= cos'f 0

�
�

sin'

�
f 0
'
, Fy = sin'f 0

�
+

cos'

�
f'; b)

�
f 0
�

�2
+

1

�2

�
f 0
'

�2
; c) f'

�

10. Doka¾te, ¾e v¹echny teèné roviny grafu funkce F (x; y) = xf
�y
x

�
, kde f je spojitì diferencov-

atelná funkce, se protínají v jednom bodì.

11. Doka¾te, ¾e v¹echny normály ke grafu funkce F (x; y) = f

�p
x2 + y2

�
, kde f je spojitì difer-

encovatelná funkce, protínají osu z.

12. Uka¾te, ¾e derivace funkce f(x; y; z) =
x2

a2
+

y2

b2
+

z2

c2
v libovolném bodì [x0; y0; z0] ve smìru

radiusvektoru tohoto bodu je rovna
2f(x0; y0; z0)

r0
, kde r0 =

p
x2
0
+ y2

0
+ z2

0
.

13. Uka¾te, ¾e funkce F (x; y) = f(x2 � y2), kde f má spojitou derivaci, vyhovuje vztahu y2
@F

@x
+

xy
@F

@y
= 0.
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14. Uka¾te, ¾e funkce F (x; y) = yf(x2 � y2), kde f má spojitou derivaci, vyhovuje rovnici
1

x

@F

@x
+

1

y

@F

@y
=

F

y2
.

15. Uka¾te, ¾e funkce F (x; y) = f(x2 + y2), kde f má spojitou derivaci, vyhovuje rovnici y
@F

@x
�

x
@F

@y
= 0.

16. Uka¾te, ¾e ka¾dá funkce F (x; y) =
y

f (x2 � y2)
, kde f je nenulová funkce mající spojitou

derivaci, vyhovuje vztahu y2
@F

@x
+ xy

@F

@y
� xF = 0.

17. Urèete parciální derivace a diferenciál funkce F (x; y; z) = f(u; v; w), kde f(u; v; w) = u+v2+w3

a u = u(x; y; z), v = v(x; y; z) a w = w(x; y).h
dF =

�
u0
x
+ 2vv0

x
+ 3w2w0

x

�
dx+

�
u0
y
+ 2vv0

y
+ 3w2w0

y

�
dy +

�
u0
z
+ 2vv0

z

�
dz
i

18. Urèete diferenciál funkce F (x; y) = u+v, kde u = exy, v = e�xy.
�
dF = 2 sinhxy � (ydx+xdy)

�

19. Urèete diferenciál a parciální derivace funkce F (x; y) = f(u; v; w), kde u = x2+ y2, v = x2� y2

a w = 2xy.
�
dF = 2(xf 0

u
+ xf 0

v
+ yf 0

w
) dx+ 2(yf 0

u
� yf 0

v
+ xf 0

w
) dy

�

20. Urèete diferenciál a parciální derivace funkce F (x; y) = f(t), kde

a) t = x+ y ; b) t =
p
x2 + y2 ; c) t =

y

x�
a) dF = f 0(dx+ dy); b) dF =

f 0

t
(xdx+ ydy); c) dF =

f 0

x2
(�ydx+ xdy)

�

21. Urèete diferenciál a parciální derivace funkce F (x; y; z) = f(t), kde: t = x2+y2+z2; b) t = xyz.�
a) dF = 2f 0(t) � (xdx+ ydy + zdz); b) dF = f 0(t) � (yzdx+ xzdy + xydz)

�

22. Urèete derivaci funkce F (t) = f(x; y; z), x = t, y = t2, z = t3.
�
F 0(t) = f 0

x
+ 2tf 0

y
+ 3t2f 0

z

�

23. Do rovnice (x+ y)
@F

@x
� (x� y)

@F

@y
= 0 zaveïte nové promìnné u = ln

p
x2 + y2, v = arctg

y

x
.

�
f 0
u
� f 0

v
= 0

�

24. Uka¾te, ¾e funkce F (x; y) = eyf

�
ye

x
2

2y2

�
, kde f je libovolná diferencovatelná funkce, vyhovuje

rovnici (x2 � y2)
@F

@x
+ xy

@F

@y
= xyF .

25. Uka¾te, ¾e funkce F (x; y) = f(xy) +
y2

3x
, kde f je libovolná diferencovatelná funkce, vyhovuje

rovnici x2
@F

@x
� xy

@F

@y
+ y2 = 0.

26. Uka¾te, ¾e funkce F (x; y; z) = xnf

�
y

ax
;
z

by

�
, kde f je spojitì diferencovatelná funkce, vyhovuje

rovnici x
@F

@x
+ y

@F

@y
+ z

@F

@z
= nF .

27. Uka¾te, ¾e funkce F (x; y; z) =
xy

z
lnx + xf

�y
x
;
z

x

�
, kde f je spojitì diferencovatelná funkce,

vyhovuje vztahu x
@F

@x
+ y

@F

@y
+ z

@F

@z
= F +

xy

z
.
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