Derivace a diferencialy vyssich radua. Taylora véta

o'f O

1. Ukaizte, Ze pro funkci f(z,y) = 23 + zy? — bay® + y° plati 2oy — gon

3 2 _ 4.2
2. Spoctéte 6i2gy pro funkci f(z,y) =1In (1‘2 + yz). [%]

3. Urcete d2f pro funkce:

a) flz,y) =sin(2z + y); b) flz,y) =In(z —y); ¢) fleyy,z)=sin(z+y+2).

—dzidedy — dx?
(x —y)?

[a) d?f = —sin(2z + y) (4dz? + 4dedy + dy?); b) d*f = ;¢)d?f = —cos(z +y+

z) (dab2 + 2dady 4+ dedz + dy? + 2dydz + dzz)]

1
4. V okoli bodu [2; 1] nahradte funkci f(z,y) = —— Taylorovym polynomem #adu 3.
z—y

[L-(@-2)+ -+ (@-2?-2@-2)y—-D+u-1)°— (-2 +3(x -2y —1) -3z -
2)(y—1)° + (y — 1)°]

5. Napiste Tayloriv rozvoj funkce f(z,y) = e” In(14y) v bodé [0;0] do Eleni ¢tvrtého Fadu véetné.
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2 2 2 3 6 4 3 4

6. Necht funkce f a g maji spojité derivace druhého fadu. Dokaite, ze funkce F(z,y) = zf(»
0*F 0*F  9*F

y) + yg(x + y) vyhovuje rovnici 50z 2 2y + a7 = =0
. , f  0*f o*f
. 7. Laplacelv operdtor Af = 722 35+ 72 + ...+ Er v R™ vyjadiete pro funkei, ktera zavisi pouze
T
na vzdalenosti bodu # = (#y, ... ,xn) od pocatku soufadnicové soustavy, tj. f(z1, ... z,) = F(r),
-1
kde r = /27 + 23, ... + 22, [F”—I— F’]
"
0? 0?
8. Vyraz rogt Y o o9 pfetransformujte pro funkci F(u,v) = f(z,y), kde u =y, v = =

(d)

. .07 0?
9. Ukaite, ze je-li funkce f(z,y) FfeSenim rovnice a—J: o9 { 0, pak funkce F(u,v) = f(x,y), kde
x -y .., . 62F 9%F —0
u= av= e FeSenim rovnice .
x4+ y? 2 + 32 ! 8u2 v
N L . . x
10. Vyraz 2> — y* —= vyjadiete pro funkci F(u,v) = f(z,y), kde u = zyav = =.
Ox? Oy? Yy
[AuvF/ —20F)]
*f
11. Vyjadrete Laplaceuv operator ——= 4+ —= v polarnich soufadnicich £ = pcos p, y = psin .

Jx? ~ Oy?

1 1
(U f/ + = f//
po T e pa e
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TR TR
Oxdy’ ~~ 0x20y’ ~ O0x0y
[a) cosry — xysinzy; b) —y(2sin xy + cosxy); ¢) —x(2sin zy + xy cos xy]

12. Urcete: a)

5 pro funkei f(z,y) = sinzy.

13. Urcete derivace druhého fadu pro funkce

_ 2 2 _r—y
a) f(x,y)_ln(x—l— z -I-y), b) f(x,y)_x_i_y,
¢) f(x,y) = arcsinzy, d) f(z,y) = arctg f ty ,
—ry
e) flz,y,z)=e"", ) flz,y) =sin’(ax + by).
S P . T et T -
T @R T @R e AR T
(22 4 y?)%/ (l‘-l- x —|—y)
—4y 2(x —y) 4z x> 1
7 N3 f»’[x‘ = T N2 f = 7’ C fxl‘ = DEEEEEEEEENEY SR ff[f — - a9
(z+y)3 7 (x+y)3 % (x +y)? ) (1 _x2y2)3/2 Y (1—a22— y2)3/2
3y —2x —2y
fop = —————=5d) foo = ———=, foy =0, fyy = ———5; €) faor = y?27%"YV, foy =
vy (1- x2y2)3/2 (1+ xz)z y yy (1+ y2)2 y

2(1 + wyz)e™* ) fo. = y(1 + wyz)e™?, fu, = 2227 f,, = x(1 + zyz)e™?, f.. = xy?e™%; f)
foe = 2a% cos 2(ax + by), fry = 2abcos2(ax + by), fyy = 2b% cos 2(ax + by)]

14. Uréete d>f pro funkce: a) f(x,y) = xsin®y; b) f(z,y) = zy® — 2%y; ¢) f(x,y) = y™7; d)
fle,y, z) = xyz.
[a) 2sin 2ydzdy + 2z cos 2y; b) —2yda? + 4(y — z)dady + 2zdy?;

,(Iny(lny —1 2l 4+ Inxlny Inz(lnx — 11
o (L= o 2 ) (nz 11

dedy+ dyz); d) 2(zdedy+ydedz+2dydz)

Ty y?
15. Dokaizte, ze funkce f(z,y) = In (l‘z + 2) vyhovuje rovnici 62_f + az_f -0
. ) ay - y y J a$2 63/2 = .
2 2
16. Dokaizte, ze funkce f(z,y) = yz—% vyhovuje rovnici % - CﬂgT{ =0

2 2 2
vyhovuje rovnici 3_f + 3_f 3_f =0.

17. Dokaizte, ze funkce f(z,y,z) = 9nz Tz Tz T
x Yy z

1
/IZ + yZ + 22
18. Ukazte, ze funkce f(z,y,z) = In/2? + y? + 22 vyhovuje rovnici

oy oy P
dx? Oy 022 x4y 4227

19. Napiste Tayloriv polynom tfetiho stupné pro funkei f(z,y) = e"siny v bodé (0,0).

22y ]
YT T
20. Napiste Tayloriv polynom tietiho stupné funkce f(x,y) = ¥ v bodé [1;1].
z—1)*y—- D]
(e = 1o - Dy - =D




21. Necht f a ¢ maji spojité derivace druhého Fadu. Dokaite, ze funkce F(z,y) = f (g) +zg (g)
x x
0*F 0*F 0*F

vyhovuje rovnici ? —— + 2z + 2 =0.

o2 Yoray 7Y a2

22. Jsou-li f a ¢ funkce, které maji spojitou derivaci druhého fadu, dokazte, ze funkce F'(z,y) =
1 ’F r

—[flax +y) + g(az — y)] vyhovuje rovnici y g aZi (yza—) )
)

Oy Oy
L. O0'F  O'F - T . e
23. Spoctéte 5oz + T = AF je-li F(e,y) =2y +yf | — ), kde f je funkce, kterd mé spojité
) )
derivace druhého tadu. [x + v’ Fid (—)]
y3 )
24. Vyraz 62_f_ ﬁ—l 97 vyjadiete pro funkei F(u,v) = f(z,y), kdeu=2-2 v=1x+2
- Vyraz oo3 yay2 5 oy WV p y0) = flz,y), = VY, v = VY-
[4F77,]
25. Jsou-li f a g funkce, které maji spojité derivace druhého ¥adu, ukaite, ze funkce u(z,t) =
o+ at) + g(z — at) vyhovuje rovnici &2 = a2
r+a g(x — at) vyhovuje rovnici —o = a”=—5.
2 2 2
26. Vyraz z g j; + 2z ;xﬁfy + yzgjf vyjadiete pro funkci F'(p, @), kde © = pcos a y = psinp.
[0 17
2 2 2
27. Vyjadrete Laplacetv operdtor Af = % + g—f + g—f pro funkci F(p, ¢, 2) = f(z,y,z), kde
y?
. 1
r=pcosp, y=psing a z=z. )+ = f/+_ww+;/2




