
Derivace a diferenciály vy¹¹ích øádù. Taylora vìta

1. Uka¾te, ¾e pro funkci f(x; y) = x3 + xy2 � 5xy3 + y5 platí
@2f

@x@y
=

@2f

@y@x
.

2. Spoètìte
@3f

@x2@y
pro funkci f(x; y) = ln

�
x2 + y2

�
.

�
4y(3x2 � 4y2)

(x2 + y2)2

�

3. Urèete d2f pro funkce:

a) f(x; y) = sin(2x+ y) ; b) f(x; y) = ln(x� y) ; c) f(x; y; z) = sin(x+ y + z) :

h
a) d2f = � sin(2x+ y) (4dx2 + 4dxdy + dy2); b) d2f =

�dx2
2
dxdy � dx2

(x � y)2
; c) d2f = � cos(x+ y +

z)
�
dx2 + 2dxdy + dxdz + dy2 + 2dydz + dz2

�i

4. V okolí bodu [2; 1] nahraïte funkci f(x; y) =
1

x� y
Taylorovým polynomem øádu 3.

�
1� (x� 2) + (y � 1) + (x� 2)2 � 2(x� 2)(y � 1) + (y � 1)2 � (x� 2)3 + 3(x� 2)2(y � 1)� 3(x�

2)(y � 1)2 + (y � 1)3
�

5. Napi¹te Taylorùv rozvoj funkce f(x; y) = ex ln(1+y) v bodì [0; 0] do èlenù ètvrtého øádu vèetnì.h
y + xy �

y2

2
+

x2y

2
�

xy2

2
+

y3

3
�

x3y

6
�

x2y2

4
+

xy3

3
�

y4

4

i

6. Nech» funkce f a g mají spojité derivace druhého øádu. Doka¾te, ¾e funkce F (x; y) = xf(x +

y) + yg(x + y) vyhovuje rovnici
@2F

@x2
� 2

@2F

@x@y
+

@2F

@y2
= 0

. 7. Laplaceùv operátor 4f =
@2f

@x2
1

+
@2f

@x2
2

+ : : :+
@2f

@x2n
v Rn vyjádøete pro funkci, která závisí pouze

na vzdálenosti bodu x = (x1; : : : ; xn) od poèátku souøadnicové soustavy, tj. f (x1; : : : xn) = F (r),

kde r =
p

x2
1
+ x2

2
; : : : + x2n.

h
F 00 +

n� 1

r
F 0

i

8. Výraz x
@2f

@x2
+ y

@2f

@x@y
pøetransformujte pro funkci F (u; v) = f(x; y), kde u = y, v =

y

x
.�

v2
�
�f 00

uv +
f 0

v

u

��

9. Uka¾te, ¾e je-li funkce f(x; y) øe¹ením rovnice
@2f

@x2
+

@2f

@y2
= 0, pak funkce F (u; v) = f(x; y), kde

u =
x

x2 + y2
a v =

�y

x2 + y2
je øe¹ením rovnice

@2F

@u2
+

@2F

@v2
= 0.

10. Výraz x2
@2f

@x2
� y2

@2f

@y2
vyjádøete pro funkci F (u; v) = f(x; y), kde u = xy a v =

x

y
.

[4uvF 00

uv � 2vF 0

v]

11. Vyjádøete Laplaceùv operátor
@2f

@x2
+

@2f

@y2
v polárních souøadnicích x = � cos', y = � sin'.

�
f 00

�� +
1

�
f 0

� +
1

�2
f 00

''

�
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12. Urèete: a)
@2f

@x@y
; b)

@3f

@x2@y
; c)

@3f

@x@y2
pro funkci f(x; y) = sinxy.�

a) cosxy � xy sinxy; b) �y(2 sin xy + cosxy); c) �x(2 sinxy + xy cos xy
�

13. Urèete derivace druhého øádu pro funkce

a) f(x; y) = ln
�
x+

p
x2 + y2

�
; b) f(x; y) =

x� y

x+ y
;

c) f(x; y) = arcsinxy ; d) f(x; y) = arctg
x+ y

1� xy
;

e) f(x; y; z) = exyz ; f) f(x; y) = sin2(ax+ by) :

�
a) fxx =

�x

(x2 + y2)3=2
, fxy =

�y

(x2 + y2)3=2
, fyy =

x3 +
�
x2 � y2

�p
x2 + y2

(x2 + y2)3=2
�
x+

p
x2 + y2

�2 ; b) fxx =

�4y

(x + y)3
, fxy =

2(x� y)

(x+ y)3
, fyy =

4x

(x + y)3
; c) fxx =

xy3�
1� x2y2

�3=2 , fxy =
1�

1� x2 � y2
�3=2 ,

fyy =
x3y�

1� x2y2
�3=2 ; d) fxx =

�2x�
1 + x2

�2 , fxy = 0, fyy =
�2y�

1 + y2
�2 ; e) fxx = y2z2exyz, fxy =

z(1 + xyz)exyz, fxz = y(1 + xyz)exyz, fyy = x2z2exyz, fyz = x(1 + xyz)exyz, fzz = x2y2exyz; f)

fxx = 2a2 cos 2(ax+ by), fxy = 2ab cos 2(ax+ by), fyy = 2b2 cos 2(ax+ by)

�

14. Urèete d2f pro funkce: a) f(x; y) = x sin2 y; b) f(x; y) = xy2 � x2y; c) f(x; y) = yln x; d)
f(x; y; z) = xyz.h
a) 2 sin 2ydxdy + 2x cos 2y; b) �2ydx2 + 4(y � x)dxdy + 2xdy2;

c) yx
� ln y(ln y � 1)

x2
dx2+

2(1 + lnx lny)

xy
dxdy+

lnx(lnx� 11)

y2
dy2

�
; d) 2(zdxdy+ydxdz+xdydz)

i

15. Doka¾te, ¾e funkce f(x; y) = ln
�
x2 + y2

�
vyhovuje rovnici

@2f

@x2
+

@2f

@y2
= 0.

16. Doka¾te, ¾e funkce f(x; y) =
y

y2 � a2x2
vyhovuje rovnici

@2f

@x2
� a2

@2f

@y2
= 0.

17. Doka¾te, ¾e funkce f(x; y; z) =
1p

x2 + y2 + z2
vyhovuje rovnici

@2f

@x2
+

@2f

@y2
+

@2f

@z2
= 0.

18. Uka¾te, ¾e funkce f(x; y; z) = ln
p

x2 + y2 + z2 vyhovuje rovnici

@2f

@x2
+

@2f

@y2
+

@2f

@z2
=

1

x2 + y2 + z2
:

19. Napi¹te Taylorùv polynom tøetího stupnì pro funkci f(x; y) = ex sin y v bodì (0; 0).�
y + xy +

x2y

2
�

y3

6

�

20. Napi¹te Taylorùv polynom tøetího stupnì funkce f(x; y) = xy v bodì [1; 1].�
1(x� 1)(x� 1)(y � 1)

(x� 1)2(y � 1)

2

�

2



21. Nech» f a g mají spojité derivace druhého øádu. Doka¾te, ¾e funkce F (x; y) = f
�y
x

�
+xg

�y
x

�

vyhovuje rovnici x2
@2F

@x2
+ 2xy

@2F

@x@y
+ y2

@2F

@y2
= 0.

22. Jsou-li f a g funkce, které mají spojitou derivaci druhého øádu, doka¾te, ¾e funkce F (x; y) =
1

y
[f(ax + y) + g(ax� y)] vyhovuje rovnici y2

@2F

@x2
= a2

@

@y

�
y2

@F

@y

�
.

23. Spoètìte
@2F

@x2
+

@2F

@y2
= 4F , je-li F (x; y) = xy + yf

�
x

y

�
, kde f je funkce, která má spojité

derivace druhého øádu.

�
x2 + y2

y3
f 00

�
x

y

��

24. Výraz
@2f

@x2
�y

@2f

@y2
�

1

2
@f
@y

vyjádøete pro funkci F (u; v) = f(x; y), kde u = x�2
p
y, v = x+2

p
y.

[4F 00

uv]

25. Jsou-li f a g funkce, které mají spojité derivace druhého øádu, uka¾te, ¾e funkce u(x; t) =

f(x + at) + g(x� at) vyhovuje rovnici
@2u

@t2
= a2

@2u

@x2
.

26. Výraz x2
@2f

@x2
+ 2xy

@2f

@x@y
+ y2

@2f

@y2
vyjádøete pro funkci F (�; '), kde x = � cos' a y = � sin'.

�
�2f 00

��

�

27. Vyjádøete Laplaceùv operátor 4f =
@2f

@x2
+

@2f

@y2
+

@2f

@z2
pro funkci F (�; '; z) = f(x; y; z), kde

x = � cos', y = � sin' a z = z.

�
f 00

�� +
1

�
f 0

� +
1

�2
f 00

'' + f 00

zz

�
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