
Extrémy funkcí více promìnných

1. Urèete lokální extrémy funkce y(x) de�nované implicitnì rovnicí

a) x2 + 2xy + y2 � 4x+ 2y � 2 = 0 ; b) x2y3 + y � 3 = 0 ;

c) arctg y + x� y = 0 :

�
a) ymax = 1 pro x = 1; b) ymax = 3 pro x = 0; c) extrém neexistuj

�
2. Naleznìte lokální extrémy funkcí:

a) f(x; y; z) = x3 + y2 +
z2

2
� 3xz � 2y + 2z ; b) f(x; y; z) = x+

y2

4x
+
z2

y
+

2

z
; x ; y ; z > 0 :

�
a) fmin = �1 v bodì [2; 1; 4]; b) fmin = 4 v bodì [1=2; 1; 1]

�
3. Urèete extrémy funkce z(x; y), která je øe¹ením rovnice 2x2 + 2y2 + z2 + 8xz � z + 8 = 0.h

zmin = 1 v bodì [�2; 0]; zmax = �8

7
v bodì [15=6; 0]

i

4. Naleznìte lokální extrémy funkce f s vazební podmínkou g:

a) f(x; y) = x2 + 2y2 ; g(x; y) = x2 � 2x+ 2y2 + 4y = 0 ;

b) f(x; y) = xy ; g(x; y) = x+ y � 1 = 0 :

h
a) fmax = 12 v bodì [2;�2]; fmin = 0 v bodì [0; 0]; b) fmax =

1

4
v bodì [1=2; 1=2]

i

5. Naleznìte lokální extrémy funkce f(x; y; z) = x� 2y + 2z za podmínky x2 + y2 + z2 = 1.h
fmax = 3 v bodì [1=3;�2=3; 2=3]; fmin = �3 v bodì [�1=3; 2=3;�2=3]

i

6. Naleznìte lokální extrémy funkce f(x; y; z) = xyz za podmínek x+ y + z = 5, xy + yz + xz = 8.h
fmin = 4 v bodech [2; 2; 1], [2; 1; 2] a [1; 2; 2]; fmax =

112

27
v bodech [4=3; 4=3; 7=3], [4=3; 7=3; 4=3] a

[7=3; 4=3; 4=3]
i

7. Urèete nejvìt¹í a nejmen¹í hodnotu funkce f(x; y) = 3xy na mno¾inìM =
�
(x; y) ; x2 + y2 � 2

	
.h

f
min

= �3 v bodech [1;�1] a [�1; 1]; f
max

= 3 v bodech [1; 1] a [�1;�1]
i

8. Stanovte nejvìt¹í a nejmen¹í hodnotu funkce f(x; y) = x2 � y2 na mno¾inì

M =
�
(x; y) ; x2 + y2 � 1

	
:

h
fmin = �1 v bodech [0; 1] a [0;�1]; fmax = 1 v bodech [1; 0] a [�1; 0]

i

9. Stanovte nejvìt¹í a nejmen¹í hodnotu funkce f(x; y) = x2 + 2xy � 4x + 8y na mno¾inì M =
f(x; y) ; 0 � x � 1 ; 0 � y � 2g. h

fmax = 17 v bodì [1; 2]; fmin = �3 v bodì [1; 0]
i
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10. Naleznìte lokální extrémy funkcí:

a) f(x; y) = x3 + 8y3 � 6xy + 5 ; b) f(x; y) = x2 � xy + y2 + 9x� 6y + 20 ;

c) f(x; y) = x2 � (y � 1)2 ; d) f(x; y) = x3y2(12� x� y) x ; y > 0 ;

e) f(x; y) = 3x2y � 6xy + y3 ; f) f(x; y) = x4 + y4 � 2x2 + 4xy � 2y2 ;

g) f(x; y) = x2y(4 � x+ y) ; h) f(x; y) = 6xy � x3 � y3 :

h
a) fmin = 6 v bodì [1; 1=2]; b) fmin = �1 v bodì [�4; 1]; c) nemá extrém; d) fmax = 6912 v bodì

[6; 4]; e) fmin = �2 v bodì [1; 1], fmax = 2 v bodì [1;�1]; f) fmin = �4 c bodech
�p

2;�
p
2
�
a�

�
p
2;
p
2
�
; g) fmin = �4 v bodì [2;�1], neostré minimum f = 0 pro x = 0 a y 2 (�4; 0), neostré

lokální maximum f = 0 pro x = 0 a y 2 (�1;�4) [ (0;1); h) fmax = 8 v bodì [2; 2]
i

11. Naleznìte lokální extrémy funkce y(x), která je øe¹ením rovnice:

a) x2 + y2 � 8x� 4y + 19 = 0 ; b) x2 � xy + y2 � 2x+ 4y = 0 ;

c) x3 + y3 � 3xy = 0 :

h
a) ymax = 3, ymin = 1 pro x = 4; b) ymax =

4p
3
� 2 pro x =

2p
3
, ymin = � 4p

3
� 2 pro x = � 2p

3
;

c) ymax = 22=3 pro x = 21=3
i

12. Naleznìte lokální extrémy funkce:

a) f(x; y; z) = x3 + y3 + z3 � 3(xy + xz + yz) ; b) f(x; y; z) = 2x2 + y2 + 2z � xy � xz :

h
a) fmin = �12 v bodì [2; 2; 2]; b) nemá extrém

i

13. Naleznìte lokální extrémy funkce z(x; y), která je øe¹ením rovnice:

a) x2 + y2 + z2 � 2x+ 2y � 4z � 10 = 0 ; b) x2 + y2 + z2 � xz � yz + 2x+ 2y + 2z + 2 = 0 :

h
a) zmax = 6, zmin = �2 v bodì [1;�1]; b) zmax = 0 v bodì [�1; [1], zmin = �8 v bodì [�5;�5]

i

14. Je dáno n bodù A1 � (x1; y1; z1), : : : , An � (xn; yn; zn) 2 R3. V rovinì z = 0 najdìte bod A,
pro který je souèet ètvercù vzdáleností od bodù A1, A2, : : : , An minimální.�

x =
1

n

nX
i=1

xi, y =
1

n

nX
i=1

yi

�

15. Naleznìte lokální extrémy funkce f(x; y) = x2 + y2 za podmínky x+ y = 1.h
fmin =

1

2
v bodì [1=2; 1=2]

i

16. Naleznìte lokální extrémy funkce f(x; y) = xy za podmínky x2 + y2 = 2.h
fmax = 1 v bodech [1; 1] a [�1;�1], fmin = �1 v bodech [1;�1] a [�1; 1]

i

17. Naleznìte lokální extrémy funkce f(x; y; z) = xyz za podmínky x+ y + z = 3.�
fmax = 1 v bodì [1; 1; 1]

�
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18. Naleznìte lokální extrémy funkce f za daných podmínek:

a) f(x; y; z) = xy + yz ; x2 + y2 = 2 ; y + z = 2 ;

b) f(x; y; z) = xyz ; x2 + y2 + z2 = 1 ; x+ y + z = 0 :

�
lokální maxima jsou f(1; 1; 1) = 2 a f

 
�1 +

p
3

2
;�1�

p
3

2
;
5�

p
3

2

!
=

3
p
3� 5

2
; lokální minima

jsou f(�1; 1; 1)0 a f

 
�1 �

p
3

2
;�1 +

p
3

2
;
5 +

p
3

2

!
= �3

p
3 + 5

2
;

b) fmax =
1

3
p
6
v bodech

h
� 1p

6
;� 1p

6
;

2p
6

i
,
h
� 1p

6
;

2p
6
;� 1p

6

i
a
h 2p

6
;� 1p

6
;� 1p

6

i
;

fmin = � 1

3
p
6
v bodech

h 1p
6
;

1p
6
;� 2p

6

i
,
h 1p

6
;� 2p

6
;
1p
6

i
a
h
� 2p

6
;
1p
6
;

1p
6

i�

19. Naleznìte lokální extrém funkce f(x; y; z) = xy + xz + yz za podmínky xyz = 1, x > 0, y > 0,
z > 0. h

fmin = 3 v bodì [1; 1; 1]
i

20. V rovinì 3x � 2z = 0 naleznìte bod, který má minimální souèet ètvercù vzdáleností od bodù

A � (1; 1; 1) a B � (2; 3; 4).

�h21
13

; 2;
63

26

i�

21. Urèete body elipsy x2 + 4y2 = 4, které mají minimální a maximální vzdálenost od pøímky

2x+ 3y � 6 = 0.

�h8
5
;
3

5

i
minimální;

h
�8

5
;�3

5

i
maximální

�

22. Bodem P � (a; b; c) veïte rovinu tak, aby objem ètyøstìnu vymezeného touto rovinou a

souøadnicovými rovinami byl minimální.

�
x

a
+

y

b
+
z

c
= 3, Vmin =

9

2
abc

�

23. Do elipsy x2+3y2 = 12 vepi¹te rovnoramenný trojúhelník takový, ¾e má základnu rovnobì¾nou

s osou x a má maximální obsah.
h
A = [3;�1], B = [�3;�1], C = [0; 2]; obsah je 9

i

24. Urèete rozmìry obdélníku daného obvodu 2p, který rotací kolem jedné strany vytvoøí tìleso s

maximálním objemem.
hp
3
,
2p

3
; P =

4

27
�p3
i

25. Urèete rozmìry pravoúhlého odkrytého bazénu, který má pøi daném objemu V minimální

povrch.
h
a = b = (2V )1=3, c =

(2V )1=3

2
; P = 3(2V )2=3

i

26. V rovinì z = 0 urèete bod D tak, aby koule, která prochází body A � (0; 0; 12), B � (0; 0; 4),

C � (8; 0; 8) a D mìla minimální objem.
h
D =

�
3;�

p
39; 0

�i

27. Do rotaèního ku¾ele o délce povr¹ky 1 a vrcholovém úhlu �=2 vepi¹te kvádr maximálního

objemu.
h
a = b =

2

3
, vý¹ka v =

p
2

6
; V =

2
p
2

27

i

28. Do koule o polomìru R vepi¹te válec o maximálním povrchu.�
r = R

r
5 +

p
5

10
, h = 2R

r
5�

p
5

10

�
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29. Naleznìte minimální vzdálenost bodu A � (1; 4) od paraboly dané rovnicí y2 = 2x.�
d =

p
5 v bodì [2; 2]

�
30. Urèete nejvìt¹í a nejmen¹í hodnotu funkce f(x; y) = x2 + y2 � 12x + 16y na mno¾inì M =�
(x; y) ; x2 + y2 � 25

	
.

�
fmax = 125 v bodì [�3; 4]; fmin = �75 v bodì [3;�4]

�
31. Naleznìte nejvìt¹í a nejmen¹í hodnotu funkce f(x; y) = 2x3 + 4x2 + y2 � 2xy na mno¾inì
M =

�
(x; y) ; x2 � y � 4

	
.

�
fmin = 0 v bodì [0; 0]; fmax = 32 v bodech [�2; 4] a [2; 4]

�
32. Naleznìte nejvìt¹í a nejmen¹í hodnotu funkce f(x; y) = x2y(4 � x � y) na mno¾inì M =�
(x; y) ; x � 0 ; y � 0 ; x+ y � 6

	
.

�
fmax = 4 v bodì [2; 1]; fmin = �32 v bodì [4; 2]

�
33. Naleznìte nejvìt¹í a nejmen¹í hodnotu funkce f(x; y) = sinx + siny + sin(x + y) na mno¾inì

M =
n
(x; y) ; 0 � x � �

2
; 0 � y � �

2

o
.

h
fmax =

3
p
3

2
v bodì

h�
3
;
�

3

i
; fmin = 0 v bodì [0; 0]

i

4


