
Implicitní funkce

1. Rozhodnìte, zda rovnice x2 + 2xy � y2 = 4 de�nuje implicitnì funkci y = f(x) v okolí bodu
[2; 0]. Napi¹te aproximaci tohoto øe¹ení pomocí Taylorova polynomu druhého stupnì.�

�(x � 2) +
(x� 2)2

2

�

2. Najdìte rovnici teèny a normály v poèátku ke køivce de�nované rovnicí x2(x+ y) = x� y.�
teèna: x� y = 0; normála: x+ y = 0

�

3. Spoètìte první dvì derivace funkce y(x), která je øe¹ením rovnice ey + xy � e = 0 v okolí bodu
[0; 1].

�
y0(0) = �e�1; y00(0) = e�2

�

4. Urèete, zda øe¹ení rovnice e2x cosy + ey cos 2x � 2 = 0 je v okolí bodu [0; 0] funkcí y(x) a napi¹te
aproximaci tohoto øe¹ení v okolí bodu [0; 0] pomocí polynomu druhého stupnì.

�
y = �2x� 4x2

�

5. Doka¾te, ¾e øe¹ením rovnice y � 2x arctg y

x
= 0 je lineární funkce a najdìte ji.

[y = kx ; k = 2arctg k ; x 6= 0]

6. Urèete dz a d2z funkce z(x; y) de�nované rovnicí x+ y + z2 = ez v bodì [2;�1; 0].�
d2z = dx2 + 2dxdy + dy2

�

7. Urèete rovnici teèné roviny k plo¹e de�nované rovnicí z3 � xz + y = 0 v okolí bodu [3;�2; 2].
[2x� y � 9z + 10 = 0]

8. Napi¹te rovnici teèných rovin k plo¹e urèené rovnicí x2 + 2y2 + 3z2 = 21, které jsou rovnobì¾né
s rovinou urèenou rovnicí x+ 4y + 6z = 0. [x+ 4y + 6z � 21 = 0 a x+ 4y + 6z + 21 = 0]

9. Nech» f : R! R má spojitou derivaci. Doka¾te, ¾e funkce z(x; y), která je øe¹ením rovnice

ax+ by + cz = f(x2 + y2 + z2) vyhovuje rovnici (cy � bz)
@z

@x
+ (az � cx)

@z

@y
= bx� ay.

10. Urèete derivaci funkcí y(x) a z(x), které jsou øe¹ením soustavy 2xe2x+3y�z � z cos y = 0 a
ln(z � x) + sin y + 2x+ y � z = 0 v okolí bodu [1; 0; 2]. Napi¹te lineární aproximaci tìchto øe¹ení a

rovnici teèny k této køivce v bodì [1; 0; 2].
h
y =

1� x

2
, x = 1 + x;

x� 1

2
=

y

�1
=

z � 2

2

i

11. Naleznìte teèný vektor ke køivce, kterou dostaneme jako graf funkce získané øe¹ením soustavy
rovnic x2 + y2 + z2 � 3 = 0, x2 + y2 � 2z = 0 v okolí bodu [1; 1; 1].

�
~t = (1;�1; 0)

�

12. Zjistìte, zda soustava rovnic xeu+v + 2uv = 1, yeu�v � u

1+v
= 2x má v okolí bodu [1; 2; 0; 0]

øe¹ení ve tvaru u(x; y), v(x; y) a urèete du(1; 2), dv(1; 2).
h
du(1; 2) = �

1

3
dy, dv = �dx+

1

3
dy
i

13. Urèete y0 a y00 pro funkci y(x), která je de�nována implicitnì rovnicíln
p

x2 + y2 � arctg
y

x
= 0

v okolí bodu [1; 0].
�
y0(1) = 1, y00(1) = 2

�

14. Urèete y0 a y00 pro funkci y(x), která je de�nována implicitnì rovnicí x3 + y3 � 3xy = 0.�
y0 =

x2 � y

x� y2
, y00 =

2xy�
x� y2

�3 ; x 6= y2
�

15. Urèete rovnici teèny a normály ke køivce de�nované rovnicí x4 + y4 � x3y3 = 9 v bodì [1; 2].
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�
teèna: x� y + 1 = 0, normála: x+ y � 3 = 0

�

16. Urèete dz a d2z funkce z(x; y), která je øe¹ením rovnice
x

z
� ln

z

y
= 0 v bodì [0; 1; 1].

�
dz(1; 2) = dx+ dy, d2z(1; 2) = �dx2

�

17. Napi¹te rovnici teèny k plo¹e x2 + y2 + z = 4 rovnobì¾né s rovinou 2x+ 2y + z = 0.

[2x+ 2y + z � 6 = 0]

18. Urèete derivaci
@2z

@x@y
(0; 0) funkce z(x; y), která je øe¹ením rovnice x2+ y2 + z2� 2xyz � 4 = 0

v okolí bodu [0; 0; 2].
�
z00
xy
(0; 0) = 1

�

19. Naleznìte lineární aproximaci funkce z(x; y), která je øe¹ením rovnice
�
z2 � x2

�
xyz � y5 = 5 v

okolí bodu [1; 1; 2].
h
z =

1

11
(25� 2x� y)

i

20. Vypoètìte y0(1) a y00(1) funkce y(x), která je øe¹ením rovnice y3 � 2xy + x2 = 0 v okolí bodu
(1; 1) a napi¹te Taylorùv polynom stupnì 2 této funkce v bodì 1.�

y0(1) = 0, y00(1) = �2; y = 1� (x� 1)2
�

21. Funkce y(x) a z(x) jsou øe¹ením soustavy rovnic x2 � y2 + z2 = 1 a y2 � 2x + z = 0 v okolí
bodu [1; 1; 1]. Urèete y0(1) a z0(1).

�
y0(1) = 1, z0(1) = 0

�

22. Urèete derivace a¾ do druhého øádu funkcí y(x) a z(x), které jsou øe¹ením soustavy x+y+z = 0
a x3 + y3 � z3 = 10 v okolí bodu [1; 1;�2] a napi¹te aproximaci tìchto øe¹ení pomocí Taylorova
polynomu stupnì 2.h

y0(1) = �1, z0(1) = 9, y00(1) = �
4

5
, z00(1) =

4

5
; y = 1� (x� 1)�

2

5
(x� 1)2, z = 1 +

2

5
(x� 1)2

i

23. Urèete teèný vektor ke køivce, která je grafem funkce získané jako øe¹ení soustavy x2+y2+z2 =
169 a 2x+ y � z + 2 = 0 v okolí bodu [3; 4; 12].

�
~t = (16;�27; 5)

�

24. Uka¾te, ¾e soustava x2 � u2 � v2 = 0,
u

v
� y = 0 v okolí bodu

�p
2; 1; 1; 1

�
má øe¹ení u, v,

které je funkcemi u(x; y), v(x; y) promìnných x a y a urèete Jacobiho matici zobrazení (u; v) v bodì�p
2; 1

�
.

h
du(

p
2; 1) =

p
2

2
dx+

1

2
dy, dv(

p
2; 1) =

p
2

2
dx�

1

2
dy
i

25. Urèete rovnici teèné roviny k plo¹e de�nované rovnicí

ln(x+ y + z � 2) � ex+y = 2x� y � z

v bodì [1; 1; 1].
��
e2 � 2

�
(x� 1) +

�
e2 + 1

�
(y + z � 1) = 0

�

26. Urèete derivaci y0(x) funkce y(x), která je øe¹ením rovnice:

a) xy = yx ; b) xy � ln y = 0 ; c) yex + ey = 0 ;

d) sin y + ex � xy2 = 0 ; e) x2y = ey f) sinxy � exy � x2y = 0 :

h
a)

y(1 � x lny)

x(x� 1)
; b)

y2

1� xy
; c)

�y

1 + ey�x
; d)

ex � y2

2xy � cos y
; e)

2y

x(y � 1)
; f)

y(2x+ exy � cosxy)

x(cos xy � exy � x)

i

2



27. Urèete parciální derivace funkce z(x; y), která je implicitnì de�nována rovnicí

a) x2 + y2 + z2 � 2xz = 1 b) z3 + 3xyz � 1 = 0 ;

c) x2 + z2 � xz + xy4 � 1 = 0 :

h
a) zx = 1, zy =

y

x� z
; b) zx =

�yz

z2 + xy
, zy =

�xz

z2 + xy
; c) zx =

2x� z + y4

x� 2z
, zy =

4xy3

x� 2z

i

28. Doka¾te,¾e funkce z(x; y), která je implicitnì de�nována rovnicí 2 sin(x+2y�3z)�x�2y+3z = 0

vyhovuje vztahu
@z

@x
+

@z

@y
= 1.

29. Doka¾te, ¾e funkce z(x; y), která je urèena implicitnì rovnicí

�
x+

z

y

�2

+
�
y +

z

x

�2
= 0,

vyhovuje rovnici x
@z

@x
+ y

@z

@y
= z � xy.

30. Nech» f(x; y) má spojité parciální derivace 1. øádu. Uka¾te, ¾e funkce z(x; y), která je de�-
nována implicitnì soustavou

�
z � f3(x; y)

�2
= x2

�
y2 � f2(x; y)

�
;

3
�
z � f3(x; y)

�
f(x; y) = x2 ;

vyhovuje vztahu
@z

@x

@z

@y
= xy.

31. Uka¾te, ¾e funkce z(x; y), která je øe¹ením soustavy

f2(x; y)x+ y � zf(x; y) + f(x; y) cos f(x; y) = 0 ;

f2(x; y)x� y � f2(x; y) sin f(x; y) = 0 ;

kde f(x; y) má spojité derivace 1. øádu, vyhovuje vztahu
@z

@x

@z

@y
= 1.
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