
Køivkové integrály

Urèete

Z
C

x2 ds, kde C = f(x; y) ; y = lnx ; 1 � x � 3g.
�
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3
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p
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p
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Urèete

Z
C

(x+ y) ds, kde C je obvod trojúhelníka s vrcholy A1 = [0; 0], A2 = [0; 2], A3 = [1; 0].�
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2
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p
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Urèete hmotnost oblouku paraboly y2 = 2x, jyj < 1, je-li hmota rozlo¾ena s hustotou f(x; y) = jyj.�
2

3

�
2
p
2� 1
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Urèete

Z
C

p
x2 + y2 ds, kde C =

�
(x; y) ; x2 + y2 = x

	
. [2]

Urèete

Z
C

y ds, kde C je èást køivky popsané rovnicí (x2 + y2)2 = x2 � y2, která le¾í v prvním

kvadrantu, tj. x > 0, y > 0.

�
1� 1p

2

�

Stanovte hmotu jednoho závitu ¹roubovice x = a cos t, y = a sin t, z = kt; 0 � t � 2�, je-li hustota

úmìrná ètverci vzdálenosti od poèátku.

�
2�

�
a2 +

4

3
�2k2

�p
a2 + k2

�

Urèete

Z
C

arctg
y

x
ds, kde C je èást Archimedovy spirály, která má v polárních souøadnicích rovnici

r = ' a le¾í uvnitø kruhu o polomìru R � �=2.

�
1

3

�
(1 + R2)3=2 � 1

��

Urèete hmotnost køivky C =
�
(x; y; z) ; x = y ; x2 + y2 + z2 = R2 ; x > 0 ; y > 0 ; z > 0

	
, je-li hmo-

ta rozlo¾ena s hustotou f(x; y; z) = x+ y.
�p

2R2
�

Urèete

Z
C

�
x2 + y2

�
ds, kde C je úseèka s krajními bodyA = [a; a],B = [b; b], a < b.

"
2
p
2

3
(b3 � a3)

#

Urèete hmotnost oblouku køivky y = lnx, 0 < a < x < b, je-li hmota rozlo¾ena s hustotou

f(x; y) = kx2.

�
k

3

�
(1 + b2)3=2 � (1 + a2)3=2

��

Urèete

Z
C

p
x2 + y2 ds, kde C =

�
((x; y); ; x = a(cos t + t sin t) ; y = a(sin t � t cos t) ; 0 � t �

2� ; a > 0
	
.

�
a3

3

�
(1 + 4�2)3=2 � 1

��

Urèete tì¾i¹tì homogenní køivky C =
�
(x; y) ; x2 + y2 = R2 ; y � 0

	
.

�
xT = 0 ; yT =

2

�
R

�

Urèete tì¾i¹tì homogenního oblouku cykloidy dané parametrickou rovnicí C =
�
(x; y) ; x = a(t �

sin t) ; y = a(1� cos t) ; t 2 h0; 2�i ; a > 0
	
.

�
xT = �a ; yY =

4

3
a

�
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Urèete

Z
C

xy ds, kde C je obvod obdélníku s vrcholy A1 = [0; 0], A2 = [0; 2], A3 = [4; 2], A4 = [4; 0].

[24]

Urèete

Z
C

1

x� y
, kde C je úseèka s krajními body A = [0;�2], B = [4; 0].

�p
5 ln 2

�

Urèete

Z
C

�
5� x

2
� y

2

�
ds, kde C =

�
(x; y) 2 R2 ; x2 + y2 = 4

	
. [20�]

Urèete

Z
C

y ds, kde C je oblouk paraboly y =
x2

2
mezi body A = [0; 0], B = [4; 8].�

33

4

p
17� 1

16
ln
�
4 +

p
17
��

Urèete

Z
C

xy ds, kde C =

�
(x; y) ;

x2

a2
+
y2

b2
= 1 ; x > 0 ; y > 0

�
.

�
ab(b3 � a3)

3(a2 � b2)

�

Urèete

Z
C

p
2y ds, kde C je oblouk cykloidy dané rovnicí x = a(t� sin t), y = a(1�cos t), t 2 (0; 2�).�

4�a3=2
�

Urèete tì¾i¹tì oblouku homogenní asteroidy dané rovnicí x2=3 + y2=3 = a2=3, x > 0, y > 0; a > 0.�
xT = yT =

2

5
a

�

Urèete momenty setrvaènosti jednoho závitu ¹roubovice C =

�
(x; y; z) ; x = a cos t ; y = a sin t ; z =

ht

2�
; t 2 (0; 2�)

�
, je-li hustota rozlo¾ení hmoty rovna jedné.�

Jx = Jy =
p
4�2a2 + h2

�
a2

2
+
h2

3

�
; Jz = a2

p
4�2a2 + h2

�

Urèete hmotnost oblouku køivky C =
n
(x; y; z) ; x = at ; y =

a

2
t2 ; z =

a

3
t3 ; 0 � t � 1

o
, je-li hmo-

ta rozlo¾ena s hustotou f(x; y; z) =
p
2y=a.

"
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2
p
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3
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p
3� 2
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Urèete

Z
C

p
2y2 + z2 ds, kde C je dána rovnicemi x2 + y2 + z2 = R2, x = y.

�
2�R2

�

Urèete tì¾i¹tì obvodu køivoèarého trojúhelníka slo¾eného z obloukù, které jsou prùnikem kulové
plochy x2 + y2 + z2 = R2 se souøadnicovými rovinami v prvním kvadrantu, tj.x > 0, y > 0, z > 0.�

xT = yT = zT =
4R

3�

�

Urèete

Z
C

ds

x+ y
, kde C = f(x; y) ; 2x� y + 1 = 0 ; 0 � x � 1g.

�
2

3

p
5 ln2

�

Urèete

Z
C

p
y ds, kde C je dáno parametrickou rovnicí x = a(t � sin t), y = a(1� cos t), t 2 (0; 2�).�

2�a
p
2a
�

Vypoètìte køivkové integrály prvního druhu

2



Z
C

y2 ds, kde C je oblouk cykloidy x = a(t � sin t), y = a(1� cos t); 0 � t � 2�.

�
256

15
a3
�

Z
C

(x2 + y2) ds, kde C je køivka x = a(cos t+ t sin t), y = a(sin t� t cos t); 0 � t � 2�.�
2�2a3(1 + 2�2)

�
Z
C

xy ds, kde C je èást hyperboly x = a cosh t, y = a sinh t; 0 � t � t0.

�
a3

6

�
cosh3=2 2t0 � 1

��
Z
C

�
x4=3 + y4=3

�
ds, kde C je oblouk asteroidy x2=3 + y2=3 = a2=3.

�
4a7=3

�
Z
C

exp
�p

x2 + y2
�
ds, kde C je hranice konvexní oblasti omezená køivkami r = a, ' = 0, ' =

�

4
; r

a ' jsou polární souøadnice.
h
ea
�
2 +

�

4
a
�
� 2
i

Z
C

jyj ds, kde C je lemniskáta (x2 + y2)2 = a2(x2 � y2).
�
2a2(2�

p
2)
�

Z
C

x ds, kde C je èást logaritmické spirály r = aek', k > 0, která le¾í uvnitø kruhu r = a."
2a2

k
p
1 + k2

1 + 4k2

#
Z
C

p
x2 + y2 ds, kde C je kru¾nice x2 + y2 = ax.

�
2a2
�

Z
C

ds

y2
, kde C je øetìzovka y = a cosh

x

a
.

h�
a

i

Najdìte délku oblouku køivky (v¹echny parametry jsou kladné)

x = 3t, y = 3t2, z = 2t3 od bodu [0; 0; 0] do bodu [3; 3; 2]. [5]

x = e�t cos t, y = e�t sin t, z = e�t, 0 < t <1.
�p

3
�

y = a arcsin
x

a
, z =

a

4
ln
a� x

a+ x
od bodu [0; 0; 0] do bodu [x0; y0; z0].

�
x0 +

a

4
ln
a+ x0

a� x0

�

(x�y)2 = a(x+y), x2�y2 =
9

8
z2 od bodu [0; 0; 0] do bodu [x0; y0; z0].

�
1

a
p
2
(a + x0 � y0)(x0 � y0)

�

x2 + y2 = cz,
y

x
= tg

z

c
od bodu [0; 0; 0] do bodu [x0; y0; z0].

�p
z0=c

�
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3
z0 + c
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Vypoètìte køivkový integrál prvního druhuZ
C

(x2 + y2 + z2) ds, kde C je èást ¹roubovice x = a cos t, y = a sin t, z = bt; 0 � t � 2�.�
2

3
�(3a2 + 4�2b2)

p
a2 + b2

�
Z
C

x2 ds, kde C je kru¾nice x2 + y2 + z2 = a2, x+ y + z = 0.

�
2

3
�a3
�

Z
C

z ds, kde C je kónická ¹roubovice x = t cos t, y = t sin t, z = t; 0 � t � t0.

�
1

3

��
2 + t2

0

�3=2 � 23=2
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Urèete hmotnost køivky x = a cos t, y = a sin t, 0 � t � 2�, je-li její hustota v bodì [x; y] rovna
�(x; y) = jyj. �

4a2
�

Najdìte hmotnost oblouku paraboly y2 = 2px, 0 � x � p

2
, je-li její hustota v bodì [x; y] rovna jyj.�

2

3
p2(2

p
2� 1)

�

Najdìte hmotnost oblouku køivky x = at, y =
a

2
t2, z =

a

3
t3; 0 � t � 1, její¾ hustota se mìní podle

vztahu � =

r
2y

a
.
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3� 1 +
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Najdìte tì¾i¹tì oblouku homogenní cykloidy x = a(t � sin t), y = a(1� cos t); 0 � t � �.�
xT =

4

3
a ; yT =

4

3
a

�

Najdìte statické momenty Sx =

Z
C

x ds, Sy =

Z
C

y ds oblouku asteroidy x2=3 + y2=3 = a2=3, x > 0,

y > 0.

�
Sx = Sy =

3

5
a2
�

Najdìte moment setrvaènosti kru¾nice x2 + y2 = a2 vzhledem k jejímu prùmìru.
�
�a3
�

Najdìte polární momenty setrvaènosti vzhledem k bodu [0; 0] I0 =

Z
C

(x2 + y2) ds následujících

køivek:

a) obvodu C ètverce maxfjxj; jyjg= a

�
32

3
a3
�

b) obvodu C rovnostranného trojúhelníka s vrcholy v polárních souøadnicích [�;']; [a; 0], [a; 2�=3],

[a; 4�=3]

"
3
p
3

2
a3

#

Najdìte støední polární moment asteroidy x2=3 + y2=3 = a2=3, tj. èíslo r0 dané vztahem I0 =Z
C

(x2 + y2) ds = sr0, kde s je délka oblouku asteroidy.

�
a2

2

�

Najdìte souøadnice tì¾i¹tì homogenního oblouku x = et cos t, y = et sin t, z = et; �1 < t � 0.�
xT =

2

5
; yT = �1

5
; zT =

1

2

�

Vypoètìte

Z
C

(x2 � xy) dx+ (y2 � 2xy) dy kde C =
�
(x; y) ; y = x2 ; �1 � x � 1

	
.

�
�14

15

�

Vypoètìte

Z
C

(x2 + y2) dx+ (x2 � y2) dy, kde C je køivka y = 1� j1� xj, 0 < x < 2.

�
4

3

�

Vypoètìte

Z
C

(x+ y) dx+ (x� y) dy, kde C =

�
(x; y) ;

x2

a2
+
y2

b2
= 1

�
. [0]

Vypoètìte

Z
C

x2 dx+ y dy + z dz, kde C =
�
(x; y; z) ; x2 + y2 = z2 ; z = 1 ; x > 0 ; y > 0

	
.

�
1

6

�

4



Vypoètìte

I
ABCDA

dx+ dy

jxj+ jyj , kde ABCDA je obvod ètverce s vrcholy A = [1; 0], B = [0; 1], C =

[�1; 0], D = [0;�1]. [0]

Vypoètìte

I
OmAnO

arctg
y

x
dy � dx, kde OmA je èást paraboly y = x2 a OnA je úseèka y = x.

h�
4
� 1
i

Urèete

Z
C

y2 dx+ z2 dy + x2 dz, kde C =
�
(x; y; z) ; x2 + y2 + z2 = 1 ; x2 + y2 = x ; z > 0

	
.
h
��

4

i

Urèete

Z
C

y dx+ z dy + x dz po køivce C =
�
x; y; z) ; x2 + y2 = 1 ; x+ z = 1

	
. [�2�]

Urèete

Z
C

(y2 + 1) dx+ 2z dy + x2 dz, kde C =
�
(x; y; z) ; x2 + y2 + z2 = 1 ; y = x ; z > 0

	
."p

2

6
(7 + 3�)

#

Urèete

Z
C

x+ y

x2 + y2
dx� x� y

x2 + y2
dy, kde C je kru¾nice x2+ y2 = R2 orientovaná ve smìru od kladné

poloosy x ke kladné poloose y. [�2�]

Urèete

Z
C

y dx� x dy, kde C je urèena parametrickou rovnicí x = a cos3 t, y = a sin3 t, 0 < t < 2�.�
�3

4
�a2
�

Urèete

Z
C

siny dx + sinx dy, kde C je úseèka s poèáteèním bodem A = [0;�] a koncovým bodem

B = [�; 0]. [0]

Urèete

Z
C

y dx+ z dy + x dz, kde C je lomená èára s vrcholy [0; 0; 0], [1; 0; 0], [1; 1; 0], [1; 1; 1]. [1]

Urèete

Z
C

y dx� x dy, kde C =

�
(x; y) ;

x2

a2
+
y2

b2
= 1 ; x > 0

�
. [��ab]

Urèete

Z
C

2xy dx� x2 dy, kde C je:

a) úseèka s poèáteèním bodem [0; 0] a koncovým bodem [2; 1]

�
4

3

�

b) oblouk paraboly y =
1

4
x2 s poèáteèním bodem [0; 0] a koncovým bodem [2; 1] [0]

c) oblouk paraboly x = 2y2 s poèáteèním bodem [0; 0] a koncovým bodem [2; 1]

�
12

5

�
d) lomená èára s vrcholy [0; 0], [2; 0], [2; 1] [�4]
e) lomená èára s vrcholy [0; 0], [0; 1], [2; 1] [4]

Urèete

Z
C

(2a�y) dx+x dy po køivce C dané parametrickou rovnicí x = a(t� sin t), y = a(1� cos t),

0 < t < 2�.
��2�a2�

5



Urèete

Z
C

y dx�x dy+z dz po obvodu trojúhelníka, jeho¾ vrcholy jsou prùseèíky roviny 3x+2y+6z =

6 se souøadnicovými osami. [�6]

Urèete

Z
C

(x� y) dx + (z � x) dy + (x � y) dz, kde C =

�
(x; y; z) ; x2 + y2 = a2 ;

x

a
+
z

h
= 1 ; a >

0 ; h > 0

�
je orientována tak, ¾e teèna ke køivce v bodì [a; 0; 0] má kladnou druhou slo¾ku, tj.

t(a; 0; 0) � (0; 1; 0) > 0. [�2�ah]

Urèete

Z
C

xy dx+(x�y) dy po úseèce s poèáteèním bodem A = [1; 1] a koncovým bodem B = [2; 3].�
13

6

�

Urèete

Z
C

dx + y dy, kde C je oblouk paraboly y = x2 s poèáteèním bodem A = [1; 1] a koncovým

bodem B = [2; 4].

�
17

2

�

Urèete
R
C
(4 � y) dx + x dy, kde C je dáno parametrickou rovnicí x = a(t � sin t), y = a(1 � cos t),

t 2 (0; 2�). [2�a(4� 3a)]

Urèete

Z
C

y
p
xy dx + x dy, kde C je oblouk paraboly y = x2 s poèáteèním bodem A = [0; 0] a

koncovým bodem B = [1; 1].

�
8

9

�

Urèete

Z
C

x

y
dx +

dy

y � 1
, kde C je oblouk cykloidy dané parametrickou rovnicí x = t � sin t, y =

1� cos t; �=6 � t � �=3.

"
1

24
�2 +

1�p
3

2
� 1

2
ln 3

#

Pøesvìdète se, ¾e integrovaný výraz je úplný diferenciál a pomocí toho spoèítejte

[2;3]Z
[�1;2]

x dy + y dx. [u = xy ; 8]

[3;�4]Z
[0;1]

x dx+ y dy.

�
u =

1

2
(x2 + y2) ; 12

�

[2;3]Z
[0;1]

(x+ y) dx+ (x� y) dy.

�
u =

1

2
x2 + xy � 1

2
y2 ; 4

�

[1;1]Z
[1;�1]

(x� y)( dx� dy).

�
u =

1

2
(x� y)2 ; �2

�

[1;2]Z
[2;1]

y dx� x dy

x2
, kde køivka neprotíná osu Oy.

�
u = �y

x
; �3

2

�

6



[6;8]Z
[1;0]

x dx+ y dyp
x2 + y2

, kde køivka neprochází poèátkem.
h
u =

p
x2 + y2 ; 9

i

[3;0]Z
[�2;�1]

(x4 + 4xy3) dx+ (6x2y2 � 5y4) dy

�
1

5
x5 + 2x2y3 � y5 ; 62

�

[1;0]Z
[0;�1]

x dy � y dx

(x� y)2
, kde køivka neprotíná pøímku y = x.

�
u =

y

x� y
; 1

�

[2;�]Z
[1;�]

�
1� y2

x2
cos

y

x

�
dx+

�
sin

y

x
+
y

x
cos

y

x

�
dy, kde køivka neprotíná osu Oy.

h
u = x+ y sin

y

x
; 1 + �

i
[a;b]Z

[0;0]

ex(cos y dx� sin y dy). [u = ex cos y ; ea cos b� 1]

Doka¾te, ¾e je-li f(u) spojitá funkce a C po èástech hladká uzavøená køivka, je

I
C

f(x2 + y2)(x dx+

y dy) = 0.

Najdìte funkci z(x; y), je-li

dz = (x2 + 2xy � y2) dx+ (x2 � 2xy � y2) dy.

�
z =

x3

3
+ x2y � xy2 � y3

3

�

dz =
y dx� x dy

3x2 � 2xy + 3y2
.

�
z =

1

2
p
2
arctg

3x� y

2
p
2 y

�

dz =
(x2 + 2xy + 5y2) dx+ 2(x2 � 2xy � y2) dy

(x+ y)2
.

�
z =

x2 + 3xy � 2y2

x+ y

�

dz = ex [ey(x� y + 2) + y] dx+ ex [ey(x� y) + 1] dy.
�
z = ex

�
ey(x� y + 1) + y

��
Vypoètìte

Z
C

(y2 � z2) dx + 2yz dy � x2 dz, kde C je køivka x = t, y = t2, z = t3, 0 � t � 1,

orientovaná ve smìru rostoucího parametru.

�
1

35

�

Vypoètìte

Z
C

y dx+ z dy+x dz, kde C je závit ¹roubovice x = a cos t, y = a sin t, z = bt, 0 � t � 2�,

orientovaný ve smìru rostoucího parametru.
���a2�

Vypoètìte

Z
C

(y � z) dx+ (z � x) dy + (x � y) dz, kde C je kru¾nice x2 + y2 + z2 = a2, y = x tg�,

0 < � < �/2, která se probíhá proti smìru hodinových ruèièek, jestli¾e se na ni díváme ze strany
kladných x.

�
2�a2(cos�� sin�)

�
Vypoètìte

Z
C

(y2�z2) dx+(z2�x2) dy+(x2�y2) dz, kde C je hranice èásti kulové plochy x2+y2+z2 =

1, x � 0, y � 0, z � 0, která se probíhá tak, ¾e vnìj¹í strana plochy je vlevo. [4]

7



Pøesvìdète se, ¾e integrovaný výraz je úplný diferenciál a pomocí toho integrál spoèítejte

[2;3;�4]Z
[1;1;1]

x dx+ y2 dy � z3 dz.

�
u =

x2

2
+
y3

3
� z4

4
; �53� 7

12

�

[6;1;1]Z
[1;2;3]

yz dx+ xz dy + xy dz. [u = xyz ; 0]

[x2;y2 ;z2]Z
[x1 ;y1;z1 ]

x dx+ y dy + z dzp
x2 + y2 + z2

, kde x2
1
+ y2

1
+ z2

1
= a2, x2

2
+ y2

2
+ z2

2
= b2, a > 0, b > 0.

h
u =

p
x2 + y2 + z2 ; b� a

i
[x2;y2 ;z2]Z

[x1 ;y1;z1 ]

f(x + y + z)( dx+ dy + dz), kde f je spojitá funkce.

[u = F (x+ y + z) ; F 0(u) = f(u) ; F (x2 + y2 + z2)� F (x1 + y1 + z1)]

[x2;y2 ;z2]Z
[x1 ;y1;z1 ]

f
�p

x2 + y2 + z2
�
(x dx+ y dy + z dz), kde f je spojitá funkce.

h
u = F

�p
x2 + y2 + z2

�
; F 0(r) = rf(r) ; F

�p
x2
2
+ y2

2
+ z2

2

�
� F

�p
x2
1
+ y2

1
+ z2

1

�i

Najdìte funkci u(x; y; z), jestli¾e

du = (x2 � 2yz) dx+ (y2 � 2xz) dy + (z2 � 2xy) dz.

�
u =

x3

3
+
y3

3
+
z3

3
� 2xyz

�

du =

�
1� 1

y
+
y

z

�
dx+

�
x

z
+

x

y2

�
dy � xy

z2
dz.

�
u = x� x

y
+
xy

z

�

du =
(x+ y � z) dx+ (x + y � z) dy + (x + y + z) dz

x2 + y2 + z2 + 2xy
.�
u =

1

2
ln
�
x2 + y2 + z2 + 2xy

�� arctg
x+ y

z

�

Najdìte práci, kterou vykoná homogenní gravitaèní síla, jestli¾e se bod o hmotnosti m pøemístí z
bodu [x1; y1; z1] do bodu [x2; y2; z2]; osa Oz smìøuje vertikálnì nahoru. [mg(z1 � z2)]

Najdìte práci elastické síly smìøující k poèátku souøadnic, jestli¾e její velikost je úmìrná vzdálenosti
hmotného bodu od poèátku souøadnic, kdy¾ se hmotný bod pohybuje proti smìru hodinových

ruèièek po kladné ètvrtinì elipsy
x2

a2
+
y2

b2
= 1:

�
km

2
(a2 � b2)

�

Najdìte práci gravitaèní síly F =
k

r2
, r =

p
x2 + y2 + z2, která pùsobí na hmotný bod s hmotností

1, který se pøemístí z bodu [x1; y1; z1] do bodu [x2; y2; z2].

�
k

�
1

r2
� 1

r1

��
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Pomocí Greenovy vìty pøeveïte køivkový integrál

I
C

p
x2 + y2 dx+ y

h
xy + ln

�
x+

p
x2 + y2

�i
dy,

kde C je hranice koneèné oblasti S.
2
4ZZ

S

y2 dx dy

3
5

Pomocí Greenovy vìty vypoètìteI
C

xy2 dx� x2y dy, kde C je kru¾nice x2 + y2 = a2. [0]

I
C

(x+ y) dx� (x� y) dy, kde C je elipsa
x2

a2
+
y2

b2
= 1. [�2�ab]

I
C

ex[(1� cos y) dx� (y � sin y) dy], kde C je kladnì orientovaná hranice oblasti 0 < x < �, 0 < y <

sinx.

�
1

5
(1� e�)

�
I

x2+y2=R2

exp
��(x2 + y2)

�
(cos 2xy dx+ sin 2xy dy). [0]

Jakou rovnici musí splòovat dvakrát diferencovatelné funkce P (x; y) a Q(x; y), aby køivkový integrálI
C

P (x+�; y+ �) dx+Q(x+�; y+ �) dy, nezávisel na konstantách �, � pro jakoukoliv po èástech

hladkou uzavøenou køivku C? [Qx � Py = konst.]

Jakou podmínku musí splòovat funkce F (x; y), aby køivkový integrál

Z
AmB

F (x; y)(y dx + x dy)

nezávisel na integraèní cestì? [xFx � yFy = 0 ; F (x; y) = f(xy)]

Pomocí køivkových integrálù vypoètìte obsah mno¾iny omezené køivkou

Elipsou x = a cos t, y = b sin t, 0 � t � 2�. [�ab]

Asteroidou x = a cos3 t, y = a sin3 t, 0 � t � 2�.

�
3

8
�a2
�

Parabolou (x + y)2 = ax a osou Ox, a > 0.

�
a2

6

�

Smyèkou Descartova listu x3 + y3 = 3axy, a > 0. Polo¾te y = tx.

�
3

2
a3
�

Lemniskátou (x2 + y2)2 = a2(x2 � y2).
�
a2
�

Epicykloida je køivka, kterou opisuje bod kru¾nice s polomìrem r, která se valí bez prokluzování po
nehybné kru¾nici s polomìrem R a le¾í vnì této kru¾nice. Pøedpokládejte, ¾e R = nr, kde n � 1 je
celé, a najdìte obsah epicykloidy.

�
(n + 1)(n+ 2)�r2

�
Hypocykloida je køivka, kterou opisuje bod kru¾nice s polomìrem r, která se valí bez prokluzování
po nehybné kru¾nici s polomìrem R a le¾í uvnitø této kru¾nice. Pøedpokládejte, ¾e R = nr, kde
n � 2 je celé, a najdìte obsah hypocykloidy.

�
n(n� 1)�r2

�
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Vypoètìte integrál

Z
C

(x2 � yz) dx + (y2 � xz) dy + (z2 � xy) dz po èásti ¹roubovice x = a cos',

y = a sin', z =
h

2�
' s poèáteèním bodem A = [a; 0; 0] a koncovým bodem B = [a; 0;h].

�
1

3
h3
�

Pomocí Stokesovy vìty vypoètìte integrál

I
C

(y + z) dx + (z + x) dy + (x + y) dz, kde C je elipsa

x = a sin2 t, y = 2a sin t cos t, z = cos2 t, 0 � t � �, orientovaná ve smìru rostoucího parametru t.

[0]

Pomocí Stokesovy vìty vypoètìte integrál

I
C

(y � z) dx + (z � x) dy + (x � y) dz, kde C je elipsa

x2 + y2 = a2,
x

a
+
z

h
= 1, a > 0, h > 0. [�2�a(a + h)]

Pomocí Stokesovy vìty vypoètìte integrál

I
C

(y2+z2) dx+(x2+z2) dy+(x2+y2) dz kde C je køivka

x2 + y2 + z2 = 2Rx, x2 + y2 = 2rx, 0 < r < R, z > 0, orientovaná tak, ¾e vnìj¹í strana men¹í èásti
kulové plochy x2 + y2 + z2 = 2Rx ohranièená touto køivkou je vlevo.

�
2�Rr2

�
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