Kiivkové integraly

Urcete

e

z?ds, kde C = {(z,9); y=1Inz, 1 <z <3} [%(10\/%—2\/5)]

Urcete /(x + y)ds, kde C je obvod trojthelnika s vrcholy A; = [0;0], A2 = [0;2], A5 = [1;0].
c

5 3 1
545V

Uréete hmotnost oblouku paraboly y* = 2z, |y| < 1, je-li hmota rozlozena s hustotou f(z,y) = |y|.

2 eva-1)

Urcete /\/xz—l—yz ds, kdeC:{(a:,y); xz—l—yzzx}. [2]
c

Uréete /yds, kde C je &4st kiivky popsané rovnici (22 + y*)? = 2? — ¢, kterd le#{ v prvnim
c

1]
kvadrantu, tj. « > 0, y > 0. [1 - —

V2,

Stanovte hmotu jednoho zavitu sroubovice 2 = acost, y = asint, z = kt; 0 <t < 27, je-li hustota

4
umeérnd ¢tverci vzdalenosti od pocatku. [271' <a2 + 3 71'2/62) va? + k2

Uréete / arctg J ds, kde C je ¢ast Archimedovy spiraly, ktera méa v polarnich soutadnicich rovnici
I xr

1
7 = ¢ a lez{ uvnitf kruhu o poloméru R < 7/2. [§ ((1 + R2)3/2 _ 1)]

Urcete hmotnost kiivky C = {(x,y, 2y e=y, 4+ +22 =R 2>0,y>0, z > 0},je—1ihmo—

ta rozlozena s hustotou f(x,y,2) =z +y. [\/§ Rz]
- 2 2 sy s . 2\/§ 3 3 -
Urcete (a: +y ) ds, kde C je Gsecka s krajnimi body A = [a;a], B = [b,b],a < b. 3 (b° — a?)
c
Urcete hmotnost oblouku kiivky ¥ = Inz, 0 < a < # < b, je-li hmota rozlozena s hustotou
P L
flz,y) = ka?. [§ ((1—1—1)2)3/2 —(1—|—a2)3/2)

Urcete /\/xz—l—yz ds, kde C = {((x,y),; z = a(cost +tsint), y = a(sint —tcost), 0 <t <
c

3 -
2, a>0}. [% ((1—1—471'2)3/2—1)

2
Uréete t67i5té homogenni kiivky C = {(z,y); =® +y* = R?, y > 0}. [l‘T =0,yr=—R
T

Urcete tézisté homogenniho oblouku cykloidy dané parametrickou rovnici ¢ = {(x, y); ¢ = a(t—

e
sint), y=a(l —cost), t € (0,27), a > 0}. [l‘T:ﬂ'aa yy = 3@
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Urcete / zy ds, kde C je obvod obdélniku s vrcholy A; = [0;0], Ay = [0;2], Az = [4;2], A4 = [4;0].
¢

[24]
1
Uréete [ —— kde C je Gsecka s krajnimi body A = [0; 2], B = [4;0]. [\/5111 2]
ct—Y
Urcete / (5 _r g) ds, kde C = {(J:,y) ERZ; 22 4+ y? = 4}. [207]
. 272

2
Urcete / yds, kde C je oblouk paraboly y = % mezi body A =[0;0], B = [4;8].
c

[33\/_7——111 (44 V17)

7]
=i

) >y
Urcete/cxyds,kdecz{(x,y);a—2+b—2:1,x>0,y>0}. T

Urcete / v/ 2y ds, kde C je oblouk cykloidy dané rovnici # = a(t —sint), y = a(1l —cost), t € (0, 27).
c

[4ﬂ'a3/2]
Urcete tézisté oblouku homogenn{ asteroidy dané rovnici #2/3 4 y2/3 = a?/3 £ >0,y > 0; a > 0.
2

[l‘T =Yyr = 5 a]

Urcete momenty setrvacnosti jednoho zavitu sroubovice C = {(a:, y,z); x =acost, y=asint, z =

hi

9. t € (0, 271')}, je-1i hustota rozlozeni hmoty rovna jedné.
7

a?  R?
[Jx =J, = V4rZa® 4+ h? (7 + ?)  J, = a’V4r2a? + hz]

Urcete hmotnost oblouku k¥ivky C = {(l‘, y,z); x=at, y= gtz Lz = %t?’ 0<t< 1}, je-li hmo-

2
ta rozlozena s hustotou f(x,y,2) = 1/2y/a. ﬁ—g ( \/_3+ 3 +2V3 — —)]

Urcete / \/2y? + 22 ds, kde C je ddna rovnicemi ? + y?> + 22 = R, 2z = y. [QTRZ]
c

plochy % 4+ y? + 22 = R? se soufadnicovymi rovinami v prvnim kvadrantu, tj.z>0,y>0,2>0.

4R
]jT:yT:ZT:—
3
, ds 2
Urcete ykde C={(z,y); 22 —y+1=0,0< 2 < 1}. ~v5In2
cl“i'y 3

Urcete / \/;;ds, kde C je dano parametrickou rovnici # = a(t —sint), y = a(l — cost), t € (0, 27).
c

[27Ta 2a

Vypoctéte kiivkové integraly prvniho druhu



2
/ y” ds, kde C je oblouk cykloidy = = a(t —sint), y = a(l — cost); 0 <t < 27. [%6 a?’]
c

/(l‘z +y?)ds, kde C je kiivka = = a(cost +tsint), y = a(sint — t cost); 0 < ¢ < 27.
c

[271'2a3(1 + 271'2)]

/c zyds, kde C je cast hyperboly © = acosht, y = asinht¢; 0 <t <. [%—3 (cosh?’/2 2ty — 1)]
/c (x4/3 + y4/3) ds, kde C je oblouk asteroidy x2/3 4 y*/3 = ¢*/3. [4a7/3]
/ exp (\/m) ds, kde C je hranice konvexni oblasti omezena kiivkamir = a, ¢ = 0, ¢ = %; r
acgo jsou polarni souradnice. [ea (2 + %a) — 2]
/c ly| ds, kde C je lemniskdta (2% + y?)? = a?(2? — y*). [2a2(2 - \/5)]

/ xds, kde C je ¢ast logaritmické spiraly r = aef¥, k > 0, ktera lezi uvnit¥ kruhu r = a.
c

/ V2 4 y? ds, kde C je kruznice z? + y* = az. [Qaz]
c

d
/ ® kde C je tetézovka y = a cosh L [z]
I a

y?’

Najdéte délku oblouku kfivky (v8echny parametry jsou kladné)

r =3t y=3t2 z = 2t3 od bodu [0;0;0] do bodu [3;3;2]. [5]
z=e lcost,y=e"lsint, z=e7 0 <t < 0. [V3]
Yy = a arcsin f, 2= 2m 2% 4d bodu [0;0;0] do bodu [xo; yo; 0] zg + P + %o
a 4 a+4=x 4  a— g
2 2_2_9 o L ]
(x—y)? = a(e+y), »°—y* = g? od bodu [0; 0; 0] do bodu [#0; yo; 0] 5 (a4 20— yo)(xo — o)
a J
5 -
22 4+ y? =cz, y_ tg Z od bodu [0;0;0] do bodu [20; yo; 20]- [\/zo/c <§ zg + c)
x e |

Vypoctéte kiivkovy integral prvniho druhu

/(l‘z +y2 + zz) ds, kde C je ¢ast sroubovice © = acost, y = asint, z = bt; 0 <t < 27.
c

[% 7(3a® + 472b?)/a? + bz]

2
x?ds, kde C je kruznice 2>+ y> + 22 =a*, 2+ y+ 2= 0. [§ ﬂ'a?’]

J
J

1
z ds, kde C je kénickd sroubovice x = tcost, y = tsint, z = ¢; 0 <t < . [§ ((2 + t%)g/z — 23/2)]

3



Urcete hmotnost kiivky @ = acost, y = asint, 0 <t < 27, je-li jeji hustota v bodé [z;y] rovna
ple,y) = |yl [4a?]

Najdéte hmotnost oblouku paraboly y? = 2pz, 0 < z < g, je-li jeji hustota v bodé [z;y] rovna |y|.

. . a a ..
Najdéte hmotnost oblouku kiivky @ = at, y = 5 2 2= 3 13, 0 <t < 1, jejiz hustota se méni podle

2y a 3 2 ]
tahu p =/ —. - —14+-In{l4+—
ey a [8<3¢§ +2n<+¢§))_

4 4
rr = —a = —a
T 3 y Yr 3 ]

Najdéte statické momenty S, = /

zds, Sy = / y ds oblouku asteroidy x2/3 + ¢*/3 = a*/3, 2 > 0
c c

y > 0. [szsyzgaz

Najdéte moment setrvacnosti kruznice 22 + y? = a? vzhledem k jejimu priméru. [ﬂ'a?’]

Najdéte poldrni momenty setrvacnosti vzhledem k bodu [0;0] Iy = /(1‘2 + yz)ds nasledujicich

C
kiivek:

5 ]
a) obvodu C ¢tverce max{|z|, |y|} = a [% a3
b) obvodu C rovnostranného trojihelnika s vrcholy v poldrnich soufadnicich [p; ¢]; [a; 0], [a; 271'/3],

[a;4m/3] % a?
Najdéte stiedni polarn{ moment asteroidy z2/3 4+ y2/3 = a2/3, tj. &islo rg dané vztahem I, =
o

/(xz +y?)ds = srg, kde s je délka oblouku asteroidy. [%
c J

Najdéte soufadnice tézisté homogenniho oblouku x = e’ cost, y = e'sint, z = e!; —co <t < 0.

2 1 17

rr = — = —— . zp = —

T 5 y YT 5 y T 2-

<y 2 2 2 14]

Vypoététe [ (2° — xy)da + (yv° — 2zy) dy kdeC:{(a:,y); y=a", —1§J;§1}. T
c J

AT

Vypodététe /(l‘z +y?)de + (2% —y?)dy, kde Cje kiivkay =1 — [1 — 2|, 0 < = < 2. [§
c ]

. oy

Vypodététe /C(x +y)de + (¢ —y)dy, kde C = {(aj,y) ) + = } [0]

1
Vypoététe/xzdx—l—ydy—i—zdz, kdeC:{(x,y,z); 24yt =22 2=1,2>0, y>0}. [—]
c




d d
Vypodététe j{ ety kde ABCDA je obvod étverce s vrcholy A = [1;0], B = [0;1], C =

x|+ |yl
ABCDA
[-1;0], D = [0; —1]. [0]

Vypodététe j{ arctg J dy — dz, kde OmA je ¢4st paraboly y = 22 a OnA je fisecka y = z.
x

OmAnO
7
T
3
Uréete/yzdx—i—zzdy—i—xzdz,kdeC:{(a:,y,z);x2+y2—|—z2:1,x2+y2:x,z>0}. [—%]
c
Uréete/ydx—l—zdy—l—xdz po kfivceC:{x,y,z); 22yt =1, x—i—z:l}. [—27]
c
Urcete /(yz—i—l)dx—i—dey—i—xzdz,kdeC:{(m,y,z);x2+y2—|—z2:1,y:x,z>0}.
c
2
[%(7—1—37)

x r—

Uréete / 3 i y2 dz — — n y2 dy, kde C je kruznice 2% + y*> = R? orientovana ve sméru od kladné
¢t ) z )

poloosy z ke kladné poloose y. [—27]

Uréete / yda — z dy, kde C je uréena parametrickou rovnici = acos®t, y = asin®¢, 0 < ¢t < 2.
c
3 _ 4
——Ta

Uréete /sinydx + sina dy, kde C je Gsecka s pocateénim bodem A = [0;7] a koncovym bodem
C
B =[m;0]. [0]

Urcete / ydao + zdy + x dz, kde C je lomend ¢ara s vrcholy [0;0;0], [1;0;0], [1;1;0], [1;1;1].  [1]
c

2 2
Uréete /ydx— zdy, kde C = {(x,y); x—z + z—z =1, z> 0}. [—7ab)
I a
Uréete / 2zyde — 2% dy, kde C je:
c
4
a) Gsecka s pocateénim bodem [0;0] a koncovym bodem [2;1] [g]
1
b) oblouk paraboly y = 1 z? s potateénim bodem [0; 0] a koncovym bodem [2;1] [0]
12
¢) oblouk paraboly = 2y* s poéateénim bodem [0;0] a koncovym bodem [2;1] [3]
d) lomené ¢ara s vrcholy [0; 0], [2;0], [2; 1] [—4]
e) lomend ¢4ra s vrcholy [0;0], [051], [2; 1] [4]

Urcete /(Qa —y)dz 42 dy po kiivce C dané parametrickou rovnici # = a(t —sint), y = a(1 — cost),
c

0<t<2nm. [—27Ta2]




Uréete / ydz—=z dy+2z dz po obvodu trojthelnika, jehoz vrcholy jsou priseéiky roviny 3z+2y+62z =
c

6 se soufadnicovymi osami. [—6]

Urcete /(J:—y)dx—i—(z—x)dy—l—(x—y)dz, kde C = {(x,y,z); 2?2 +y? = a?, £—|—
I a

0, h > 07 je orientovéna tak, ze teéna ke kiivce v bodé [a;0;0] ma kladnou druhou slozku, tj.

t(a,0,0)-(0,1,0) > 0. [—27ah)

Urcete / zyde+(x—y)dy po Gselce s pocateénim bodem A = [1;1] a koncovym bodem B = [2; 3].
c

13

6

Uréete / dz + ydy, kde C je oblouk paraboly y = % s poé¢ateénim bodem A = [1;1] a koncovym
c

bodem B = [2;4]. [%]

Urcete Jo(4 —y)dz 4 2 dy, kde C je ddno parametrickou rovnici # = a(t —sint), y = a(1 — cost),
€ (0, 2m). [27a(4 — 3a)]

Uréete /y\/xy dz + xdy, kde C je oblouk paraboly y = z? s poéatetnim bodem A = [0;0] a
I

koncovym bodem B = [1;1]. [g]

dy
Uréete / dz + ——, kde C je oblouk cykloidy dané parametrickou rovnici & = ¢t — sint, y =
cl¥ y—-

1 1-3
1 — cost; <t<mw/3. — 72 _ Ly
cost; m/6 <t <7/3 [2471' + 5 5 n3]

Presvédcte se, ze integrovany vyraz je uplny diferencial a pomoci toho spocitejte

[2;3]

/ rdy + ydex. [u=2y; 8§
[-1;2]

13,—4] -

/ xdr 4+ ydy. [u:%(x2+y2);12
[0;1]

[2;3] }
/(a:—l—y)dx—l—(x—y)dy. [u:%xz—kxy—%yz;‘l
[0;1]

[1;1] }

/ (z —y)(dz — dy). [uzé(ﬂe—y)z;—Q
[1;-1]

[1,2] .
/ w, kde kfivka neprotina osu Oy. [u — ; —§
o x x 2




[6:8]
d d
/ %, kde kiivka neprochazi pocatkem. [u =/x2+y%; 9]
[1;0] vy
(3;0]
1
/ (J:4 + 4xy3) dzx + (637:2312 — 5y4) dy [3 % 4 2222 — o5 62]
[-2;-1]
[1;0]
rdy —ydx . o y
—————, kde kfivka neprotind pfimku y = z. u= ;1
(x—y) r—y
[0;-1
(2;7] ,
/ (1 — y_2 cos g) dr + (sin J + J oS g) dy, kde kfivka neprotina osu Oy.
x x r x
[1;7]
_ Y.
u=x+ysin=; l+7
x
[a;2]
e"(cosydr —siny dy). [u=-e"cosy; e*cosb— 1]
[0;0]

Dokaizte, ze je-li f(u) spojita funkce a C po ¢astech hladka uzaviend kiivka, je j{ fla? 4 y*)(x de +
c
ydy) =0.

Najdéte funkei z(z,y), je-li

3 37

dz = (22 + 22y — y?) do + (22 — 22y — y?) dy. [z: %+x2y_g;y2 - %

ds = ydz —z dy [z _ 1 arctg 3z —y]

322 — 2wy + 3y° W2 12y |

dy = (22 + 2zy + by?) dz + 2(2? — 22y — y?) dy [z _ 2 + 3zy — 297
(x + y)? ’ r+y

dz=e"[e¥(z —y+2) +y] de 4" [e¥(z —y) + 1] dy. [ =e"(e¥(z =y + 1) +y)]

Vypodététe /(y2 — 2 de + 2yzdy — x?dz, kde C je kiivka v = ¢, y = 1%, 2 =3, 0 <t < 1,
c

. 1
orientovand ve sméru rostouciho parametru. [%

Vypodététe / yde+ zdy+ x dz, kde C je zavit sroubovice # = acost, y = asint, z = bt, 0 <t < 27,
c

orientovany ve sméru rostouciho parametru. [—ﬂ'az]

Vypodététe /(y —2)de + (2 — ) dy + (z — y) dz, kde C je kruznice 2? + y* + 22 = a®, y = 2 tga,
c

0 < & < 7/2, kterd se probiha proti sméru hodinovych rudicek, jestlize se na ni divame ze strany
kladnych z. [27Ta2(cos o — sin a)]

Vypodététe /(yz—zz) de+(z2—2?) dy+(2? —y?) dz, kde C je hranice ¢asti kulové plochy z?+y?+22 =
c
1,2>0,y>0, z>0, ktera se probiha tak, ze vnéjsi strana plochy je vlevo. [4]




Presvédcte se, ze integrovany vyraz je uplny diferencidl a pomoci toho integral spocitejte

[2;3;—4] . 3 4
ede+ y? dy — 23 dz. u:%+%—%;—53—%
[1;1;1]
[6;1;1]
yzde +zzdy +zydz. [u=ayz; 0]
[1;2:3]
[z2;y2;22]

/ xde +ydy + zdz

/l‘2+y2+22

Jkde 22 + 2+ 22 =a? 224y 4+ 22 =02,a>0,b>0.

[#15y1521]

u:\/m;b—a
| |

[z2;y2;22]
fle+y+2)(de+ dy+ dz), kde f je spojitd funkee.

[#15y1521]

[u=Fr+y+z); F'(u)=f(u); F(ea+ys+ 22) — F(o1+y1 + 21)]

[w2;y2;22]

f (\/1‘2 + 92 + 22) (xde 4+ ydy + zdz), kde f je spojita funkce.

[#15y1521]

[u:F(\/xz—l—yz—l—zz) s F'iry=rf(r); F (\/xg—i—y%—l—z%) —F(\/x%—l—y%—l—z%)]

Najdéte funkei u(z,y, z), jestlize

I B
du = (22 — 2yz) da + (y* — 222) dy + (2% — 22y) d=. [U—?-I-?-I-?—?l‘yz]
1
du = 1———|—g dz + f—i—i dy—ﬁdz. u:ar:—f—l—ﬁ
y oz z y? 22 y oz
du_(a:—i—y—z)dx—i—(x—i—y—z)dy—l—(x—l—y—l—z)dz
N 22+ y? + 22 + 2xy '
1
u:5ln(x2+y2—|—z2+2xy)—arctg“—y]
z

Najdéte praci, kterou vykona homogenni gravitacni sila, jestlize se bod o hmotnosti m premisti z
bodu [21;y1; 21] do bodu [2a; ya; 22]; 0sa Oz sméfuje vertikdlné nahoru. [mg(z1 — z2)]

Najdéte praci elastické sily sméfujici k poc¢atku souradnic, jestlize jeji velikost je imérné vzdélenosti
hmotného bodu od poéatku souradnic, kdyz se hmotny bod pohybuje proti sméru hodinovych
2
. . C x km
rucicek po kladné ctvrtiné elipsy — + z—z =1 [T (a® — bz)]
a

Najdéte praci gravitacni sily F' = —, r = /22 + y? + 22, kterd ptlisobi na hmotny bod s hmotnosti
r

1 1
1, ktery se premisti z bodu [@1;y1; z1] do bodu [22; y2; 22]. [k (— — —)]

T2 1




Pomoci Greenovy véty prevedte kiivkovy integral j{ Ve +ytde+y [xy + ln(a: +vz2+ yz)] dy,
c

kde C je hranice koneéné oblasti . // y? dz dy
s

Pomoci Greenovy véty vypoctéte

é ry? de — 2%y dy, kde C je kruznice 2 4+ 4> = a>. [0]
22 g2
jg(x +y)de — (z — y) dy, kde C je elipsa el + ol 1. [—27ab)

j{ e"[(1 — cosy)de — (y —siny) dy], kde C je kladné orientovand hranice oblasti 0 < z < m, 0 < y <
c

H

exp [—(27 + y*)] (cos 2zy dx + sin 2xy dy). [0]

z2+4y2=R2

Jakou rovnici musi splnovat dvakrat diferencovatelné funkce P(x, y) a Q(x, y), aby kfivkovy integral
j{ Pz + a,y+ B)de + Q(x + o, y+ 3) dy, nezdvisel na konstantich «, 3 pro jakoukoliv po éastech
c

hladkou uzavienou kiivku C? @ — P, = konst.
y

Jakou podminku musi splhovat funkce F(z,y), aby kiivkovy integral / F(z,y)(ydz + = dy)

AmB
nezavisel na integraéni cesté? [2Fr —yFy =0; F(z,y) = f(zy)]

Pomoci kiivkovych integralt vypoctéte obsah mnoziny omezené kiivkou

Elipsou = acost, y = bsint, 0 <t < 27. [rab]
: 3 .3 3]
Asteroidou ¢ = acos®t, y = asin’t, 0 <1t < 27. 3 Ta
a2
Parabolou (z + y)? = az a osou Oz, a > 0. [?
< : 3, .3 y 3 5]
Smyckou Descartova listu x° 4+ y° = 3axy, a > 0. Poloste y = tx. 3¢
Lemniskatou (z? + y?)? = a?(2? — y?). [az]

Epicykloida je kiivka, kterou opisuje bod kruznice s polomérem r, které se vali bez prokluzovani po
nehybné kruznici s polomérem R a lezi vné této kruznice. Predpokladejte, ze R = nr, kde n > 1 je
celé, a najdéte obsah epicykloidy. [(n + D(n+ 2)7Tr2]

Hypocykloida je kiivka, kterou opisuje bod kruznice s polomérem r, ktera se vali bez prokluzovani
po nehybné kruznici s polomérem R a lezi uvnitf této kruznice. Predpokladejte, ze R = nr, kde
n > 2 je celé, a najdéte obsah hypocykloidy. [n(n - 1)7Tr2]




Vypoététe integral /(xz —yz)dx + (y* — x2)dy + (% — xy)dz po Easti sroubovice # = acosp,
c

h 1
y=asing, z = 9. ¥ pocateénim bodem A = [a;0;0] a koncovym bodem B = [a;0; h]. [§ h?’]
7

Pomoci Stokesovy véty vypoctéte integral j{(y +z)de + (z + 2)dy + (x + y) dz, kde C je elipsa
c

-2 . . ’ v z
r=asin’t, y = 2asintcost, z = cos’t, 0 < t < 7, orientované ve sméru rostouciho parametru t.

[0]

Pomoci Stokesovy véty vypoctéte integral j{(y —z)de + (z — 2)dy + (# — y) dz, kde C je elipsa
c

x2—|—y2:a2’§—|—%:1,a>0,h>0. [—27‘(&(&—1—]1)]

Pomoci Stokesovy véty vypoctéte integral j{(yz + 2%y de+ (2?4 2%) dy + (22 +y*) dz kde C je kiivka
c

24+ y? + 22 =2Rx, 2 +y? =2rz, 0 <r < R, 2 > 0, orientovana tak, Ze vné&jsi strana mensf ¢asti
kulové plochy z? + y? 4+ 2?2 = 2Rz ohraniéend touto kiivkou je vlevo. [27TR7°2]

10



