
Plo¹né integrály

Urèete tì¾i¹tì èásti roviny x+ y + z = 1, která le¾í v prvním oktantu x > 0, y > 0, z > 0 a hustota

rozlo¾ení hmoty je rovna jedné.

�
xT = yT = zT =
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Spoètìte

ZZ
S

1

(1 + x+ y)2
dS, kde S je hranice ètyøstìnu ohranièeného rovinou x + y + z = 1 a

souøadnicovými rovinami.
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Urèete tì¾i¹tì plochy S =
�
(x; y; z) 2 R3 ; x2 + y2 = 2z ; 0 < z < 2

	
, je-li hustota rozlo¾ení hmoty

rovna jedné.

"
xT = yT = 0 ; zT =

1
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Urèete obsah plochy S =
�
(x; y; z) 2 R3 ; x2 + y2 + z2 = R2 ; x2 + y2 < Rx ; z > 0

	
.
�
R2(� � 2)

�
Vypoètìte plo¹ný integrál

ZZ
S

(x2+y2) dS, kde S je hranice tìlesa
p
x2 + y2 � z � 1.
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Spoètìte

ZZ
S

jxyzj dS, kde S =
�
(x; y; z) 2 R3 ; z = x2 + y2 ; 0 < z < 1

	
.
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Spoètìte momenty setrvaènosti plochy S vzhledem k osám soustavy souøadnic, je-li plocha S hranicí
tìlesa V =

�
(x; y; z) 2 R3 ; x2 + y2 < z2 ; 0 < z < 1

	
a hustota rozlo¾ení hmoty se rovná jedné.h
Jx = Jy =

�
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�
3
p
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�
; Jz =

�
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Urèete souøadnice tì¾i¹tì plochy S, která je èástí kulové plochy S =
�
(x; y; z) 2 R3 ; x2+ y2 + z2 =

a2 ; x > 0 ; y > 0 ; z > 0
	
a hustota rozlo¾ení hmoty je f(x; y; z) = z.

�
xT = yT =

4a

3�
; zT =

2

3
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Urèete

ZZ
S

dS

(1 + x+ y)2
, kde S =

�
(x; y; z) 2 R3 ; x+ y + z = 1 ; x > 0 ; y > 0 ; z > 0
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Urèete

ZZ
S

z dS, kde S je èást ¹roubové plochy dané parametricky rovnicemi: x = � cos', y =

� sin', z = '; 0 < � < 1, 0 < ' < 2�.
�
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Urèete

ZZ
S

(xy + yz + xz) dS, kde S je èást ku¾elové plochy z =
p
x2 + y2, která le¾í uvnitø válce

x2 + y2 < 2x.
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Urèete

ZZ
S

(x + y + z) dS, kde S =
�
(x; y; z) 2 R3 ; x2 + y2 + z2 = R2 ; z > 0

	
.
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Vypoètìte plo¹ný integrál

ZZ
S

x dS, kde S je dána parametrickými rovnicemi x = u cos v, y =

u sin v, z = v; 0 < u < a, 0 < v <
�

2
.
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Vypoètìte plo¹ný integrál

ZZ
S

z2 dS, kde S je èást ku¾elové plochy x = r cos' sin�, y = r sin' sin�,

z = r cos�; 0 < r < a, 0 < ' < 2�, 0 < � <
�

2
je konstanta.
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2
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Najdìte obsah èásti plochy az = xy, která le¾í uvnitø válce x2 + y2 = a2.
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Najdìte obsah èásti plochy z =
p
x2 + y2, která le¾í uvnitø válce x2 + y2 = 2x.
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Najdìte obsah èásti plochy x2+y2 = 2az, která le¾í uvnitø válce (x2+y2)2 = 2a2xy.
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Najdìte obsah èásti plochy (x2 + y2)3=2 + z = 1, která le¾í nad rovinou z = 0.h�
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Najdìte obsah èásti kulové plochy s polomìrem R omezené dvìma poledníky '1, '2 a dvìma
rovnobì¾kami �1, �2.

�
('2 � '1)(sin �2 � sin �1)R

2
�

Najdìte obsah èásti anuloidu x = (b+ a cos ) cos', y = (b + a cos ) sin', z = a sin , 0 < a � b,
omezeného dvìma poledníky '1, '2 a dvìma rovnobì¾kami  1,  2. Jaká je plocha tohoto anuloidu?�

a('2 � '1)
�
b( 2 �  1) + a(sin 2 � sin 1)

�
; 4�2ab

�
Urèete hmotnost plochy S =

�
(x; y; z) 2 R3 ; z2 + y2 = 1 ; 0 < x < 2

	
, kde hustota rozlo¾ení hmoty

je f(x; y; z) =
k

x2 + y2 + z2
. [2�k arctg 2]

Najdìte hmotnost parabolické skoøepiny z =
1

2
(x2 + y2), 0 � z � 1, její¾ hustota se mìní podle

vztahu �(x; y; z) = z.
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Najdìte hmotnost polokoule x2 + y2 + z2 = a2, z > 0, je-li její hustota v bodì M = [x; y; z] rovna
z

a
.
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Najdìte statické momenty homogenní trojúhelníkové desky x + y + z = a, x � 0, y � 0, z � 0,

vzhledem k souøadnicovým rovinám.
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Sxy = Sxz = Syz =

p
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6
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Urèete souøadnice tì¾i¹tì homogenní plochy S =
n
((x; y; z) 2 R3 ; Rz = h

p
x2 + y2 ; 0 < z < h

o
.�

xT = yT = 0 ; zT =
2

3
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Urèete souøadnice tì¾i¹tì plochy S =
�
(x; y; z) 2 R3 ; x2 + y2 + z2 = R2 ; z � 0

	
, je-li hustota ro-

zlo¾ení hmoty rovna f(x; y; z) = k
�
x2 + y2

�
.

�
xT = yT = 0 ; zT =

3

8
R
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Najdìte souøadnice tì¾i¹tì èásti homogenní plochy z =
p
x2 + y2, která le¾í uvnitø plochy x2+y2 =

ax.
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2
; yT = 0 ; zT =

16a
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Urèete momenty setrvaènosti kulové plochy o polomìru R vzhledem k souøadnicovým osám, je-li

hustota rozlo¾ení 1.

�
Jx = Jy = Jz =

8

3
�R4

�

Urèete momenty setrvaènosti plochy S =
n
(x; y; z) 2 R3 ; Rz = h

p
x2 + y2 ; 0 < z < h

o
vzhledem

k souøadnicovým osám, je-li hustota rovna jedné.h
Jx = Jy =

�

4
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�
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�

2
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p
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Urèete

ZZ
S

dS

x2 + y2 + z2
, kde S =

�
(x; y; z) 2 R3 ; x2 + y2 = R2 ; 0 < z < h

	
.
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Stanovte hmotnost koule o polomìru R a støedu v poèátku, je-li hustota rozlo¾ení hmoty rovna

f(x; y; z) =
p
x2 + y2.

�
�2R3

�
Urèete

ZZ
S

(x + y + z) dS, kde S je hranice krychle (0; 1)� (0; 1)� (0; 1). [9]

Urèete

ZZ
S

z dS, kde S =
�
(x; y; z) 2 R3 ; z = x2 + y2 ; 0 < z < 1

	
.
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Urèete obsah plochy S =

�
(x; y; z) 2 R3 ; x2 + y2 + z2 = a2 ;

x2

a2
+
y2

b2
< 1 ; 0 < b < a

�
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Vypoètìte plo¹ný integrál F (t) =

ZZ
x2+y2+z2=t2

f(x; y; z) dS, kde

f(x; y; z) =

(
x2 + y2 pro z �

p
x2 + y2

0 pro z <
p
x2 + y2

.
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Urèete

ZZ
S

F dS, kde F = (x; y2; yz) a S =
�
(x; y; z) 2 R3 ; h2(x2 + y2) = R2(z � h)2 ; 0 < z < h
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Urèete

ZZ
S

xz dx dy, kde S je èást roviny x + y + z = 1, která le¾í v prvním oktantu, x > 0 ; y >

0 z > 0, orientovaná tak, ¾e n � (1; 0; 0) > 0.

�
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Urèete

ZZ
S

y dy ^ dz + z dz ^ dx kde S =
�
(x; y; z) 2 R3 ; x+ z = 1 ; x2 + y2 < 1

	
. [0]

Urèete

ZZ
S

x dy dz+ y dz dx+ z dx dy, kde S =

�
(x; y; z) 2 R3 ; x

2

a2
+
y2

b2
+
z2

c2
= 1 ; x > 0 ; y > 0

�
je orientovaná tak, ¾e n � (1; 0; 0) > 0. [�abc]

Urèete

ZZ
S

xy dy ^ dz + yz dz ^ dx+ xz dx^ dy, kde S je èást roviny 2x+ 3y + z = 6, která le¾í v

prvním oktantu, x > 0 ; y > 0 ; z > 0, a je orientovaná tak, ¾e n � (1; 0; 0) > 0.
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Urèete

ZZ
S

F dS, kde F = (0; 0; xz2) a S =
�
(x; y; z) 2 R3 ; x2 + y2 + z2 = R2 ; z > 0

	
. Orientaci

volte tak, ¾e n � (0; 0; 1) > 0. [0]

Urèete

ZZ
S

yz dy dz + xz dz dx+ xy dx dy, kde S je èást roviny x+ y + z = a, která le¾í v prvním

oktantu, x > 0 ; y > 0 ; z > 0, orientovaná tak, ¾e n � (1; 0; 0) > 0.
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Urèete

ZZ
S

y dy dz + z dz dx + x2 dx dy, kde S =
�
(x; y; z) 2 R3 ; x2 + y2 = z2 ; 0 < z < h

	
. Ori-

entaci volte tak, ¾e n � (0; 0; 1) > 0.
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Urèete

ZZ
S

(x + y + z) dx ^ dy, kde S =
�
(x; y; z) 2 R3 ; x+ y + z = 4 ; x > 0 ; y > 0 ; z > 0

�
ori-

entovaná tak, ¾e normála má kladné slo¾ky. [32]

Urèete

ZZ
S

x dy dz + y dz dx, kde S =
�
(x; y; z) 2 R3 ; x2 + y2 + z2 = R2 ; z > 0

	
orientovaná tak,

¾e n � (0; 0; 1) > 0.
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Urèete

ZZ
S

x dy^dz+y dz^dx+(z2�1) dx^dy, kde S =
�
(x; y; z) 2 R3 ; x2 + y2 = 1 ; 0 < z < 1

	
,

která je orientovaná tak, ¾e normála má pro x > 0 a y > 0 první slo¾ku kladnou. [2�]

Urèete

ZZ
S

dy ^ dz � z2 dx ^ dz, kde S =
�
(x; y; z) 2 R3 ; z = x2 � y2 ; x2 + y2 < 1

	
orientovaná

tak, ¾e n � (0; 0; 1) > 0. [0]

Urèete

ZZ
S

x2y2z dx dy, kde S =

�
(x; y; z) 2 R3 ; x

2

a2
+
y2

b2
+
z2

c2
= R2 ; z > 0

�
, která je oriento-

vaná tak, ¾e tøetí slo¾ka normály je kladná.
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Urèete

ZZ
S

z dx dy � (x + y) dz dx, kde S =
�
(x; y; z) 2 R3 ; z = x2 + y2 ; 0 < z < 1

	
, která je

orientovaná tak, ¾e n � (0; 0; 1) > 0. [�]

Urèete

ZZ
S

xz dy ^ dz + x2y dz ^ dx + y2z dx ^ dy, kde S =
�
(x; y; z) 2 R3 ; x2 + y2 = 1 ; x >

0 ; y > 0 ; 0 < z < 1
	
orientovaná tak, ¾e n � (1; 0; 0) > 0.
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Vypoètìte plo¹ný integrál

ZZ
S

�
dy dz

x
+

dz dx

y
+

dx dy

z

�
, kde S je vnìj¹í strana elipsoidu

x2

a2
+

y2

b2
+
z2

c2
= 1.
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a2b2 + a2c2 + b2c2

abc
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Vypoètìte plo¹ný integrál

ZZ
S

x2 dy dz + y2 dz dz + z2 dx dy, kde S je vnìj¹í strana kulové plochy

(x � a)2 + (y � b)2 + (z � c)2 = R2.
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Urèete

ZZ
S

xz dy dz+xy dz dx+yz dx dy, kde S je hranice ètyøstìnu x > 0 y > 0 ; z; > 0 ; x+y+z <

1, která je kladnì orientovaná, tj. normála smìøuje vnì.
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Spoètìte integrál

ZZ
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fdS, kde f (x; y; z) = (x; y; z) a S =
�
(x; y; z) 2 R3 ; x2 + y2 + z2 = a2 ; x >

0 ; y > 0 ; z > 0
	
, kde normála má v¹echny slo¾ky kladné.
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Vypoètìte integrál

ZZ
S

x2 dy ^ dz + z2 dx ^ dy, kde S je kladnì orientovaná hranice krychle D =�
(x; y; z) 2 R3 ; 0 � x � 1 ; 0 � y � 1 ; 0 � z � 1

	
. [2]

Vypoètìte integrál

ZZ
S

x3 dy dz + y3 dz dx + z3 dx dy, kde S =
�
(x; y; z) 2 R3 ; x2 + y2 + z2 =

1 ; z � 0
	
, která je orientovaná tak, ¾e n � (0; 0; 1) > 0.
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Vypoètìte integrál

ZZ
S

fdS, kde f = (x; y; z2 � 1) a S je kladnì orientovaná hranice tìlesa D =�
(x; y; z) 2 R3 ; x2 + y2 � 1 ; 0 � z � 1

	
. [3�]

Vypoètìte integrál

ZZ
S

xz dy dz + xy dz dx + yz dx dy, kde S je kladnì orientovaná hranice tìlesa

D =
�
(x; y; z) 2 R3 ; x2 + y2 � r2 ; 0 � z � h ; x � 0 ; y � 0

	
.

�
r2h

�
�

8
h+

2

3
r

��

Vypoètìte

ZZ
S

fdS, kde f = (x2; y2; z2) a S je èást ku¾elové plochy x2+ y2 = z2, 0 < z < h, která

je orientovaná tak, ¾e n � (0; 0; 1) < 0.
h
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Vypoètìte plo¹ný integrál

ZZ
S

(x�y+z) dy dz+(y�z+x) dz dx+(z�x+y) dx dx, kde S je plocha

jx�y+zj+ jy�z+xj+ jz�x+yj= 1 orientovaná tak, ¾e její normála má v bodì M = [1=3; 1=3; 1=3]
kladnou první slo¾ku. [1]
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