Prednaska 1

V tomto semestru se budeme zabyvat diferencidlnim a integrdlnim poctem funkci n
realnych proménnych. Podstata diferencialniho poc¢tu spociva v tom, ze v okoli daného
bodu nahrazujeme graf funkce, tj. néjakou plochu v R"*!, jednodussimi funkcemi, zejména
polynomy a pomoci téchto jednodussich ploch zkoumame vlastnosti funkce v okoli daného
bodu.

Mnohé konstrukce v této prednasce budou zobecnénim konstrukci v obvyklém eukli-
dovském prostoru Fjs, které by snad mély byt znamé z analytické geometrie. V tvodni
prednéasce zopakujeme tyto konstrukce a zobecnime je na pfipad n-rozmérného eukli-
dovského prostoru FE,.

Analyticka geometrie euklidovského prostoru F,
Geometrické vlastnosti prostoru £,

Pro kazdé dva body A, B € E, je definovéana jejich vzdalenost d(A, B) > 0, tj. nezdporné
c¢islo takové, ze

1. d(A,B) =d(B, A);
2. d(A, B) = 0 prave tehdy, kdyz A = B;
3. Pro kazdé tii body A, B, C € E, plati tzv. trojuhelnikovd nerovnost

d(A,C) < d(A,B) +d(B,C).

Poznamka: Pojem vzdalenosti se v matematice zobecnuje na pojem metriky na mnoziné M, coz
je nezédpornd funkce d : M x M — (0,+00), pro které plati 1, 2 a 3. Mnozina M, na které je
definovana metrika se pak nazyva metricky prostor.

Déle pro dva body A, B € E, definujeme orlentovanou usecku z bodu A do bodu B,
kterou oznacime AB. Pro orientovanou tsecku AB Je jeji délka déna jako d(A, B).

Je-li AB orientovana tsecka z bodu _A> do bodu B a BC orientovan tisecka z bodu B do
bodu C, deﬁn_u;jeme geraci AB + BC = AC. Dale pro orientovanou usecku AB a ¢ € R
oznacime c(AB) = AC orientovanou usecku z bodu A do bodu C, ktery lezi na piimce
dané body A a B a jehoz vzdalenost od bodu A je |c|d(A, B). Pfitom je-li ¢ > 0 lezi bod
C na polopiimce s pocatecnim bodem A, na které lezi bod B, kdezto pro ¢ < 0 lezi na
opacné poloptimce.

Dalsi geometricky pojem v prostoru E,, je tithel mezi orientovanymi tseckami, které zaci-
naji ve stejném bodé. Kazdé tii navzajem ruzné body A, B a C tvoii trojihelnik AABC
nebo lezi na jedné piimce. Jestlize oznac¢ime délky jeho stran a = d(B,C), b = d(A,C) a

=d(A, B) ay € (0, ) thel pii vrcholu C, plati v E,, kosinova véta

& =a®>+b* — 2abcos .
/ 4 ’ / . . 7/ . ’ ~ . H é
Tento tihel v se nazyva thel mezi orientovanymi tseckami CA a C'B.

—
Orientované usecky AB se ¢asto nazyvaji vazané vektory. V euklidovském prostoru je
podstatné, ze takové orientované tsecky lze paralelné (rovnobézné) posouvat z bodu do
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bodu, tj. ze pro kazdy bod C' umime orientovanou tisecku AB s pocatecnim bodem A po-
sunout tak, abychom ziskali pravé jednu orientovanou uisecku CDs pocateénim bodem C',
ktera odpovida orientované tsecce AB. Navic paralelni posunuti neméni délku vazaného
Vektoru ani ﬁhel ktery sviraji dva Vézané vektory, které zaél’naji ve stejném bodé.

visi na tom, po jakym zpusibf)m prenasime Vektor AB z bodu A do bodu C. Konkrétneé,
pokud preneseme vektor AB do bodu C' piimo (po nejkratsi dréze) nebo ho nejprve
preneseme do bodu Ca pak z bodu C do bodu C, dostaneme v bodé C' stejny vektor.
Tato zdanlivé samoziejma vlastnost paralelniho prenosu neplati napiiklad na kulové plose
a vede k tzv. neeuklidovské geometrii.

Paralelni posunuti umoznuje zavést pojem volného vektoru v. To je v podstaté vektor,

ktery odpovida celé mnoziné vazanych vektoru, které ziskdme paralelnim posunutim z
—

jednoho daného vazaného vektoru AB. Mnozinu vsech volnych vektoru budeme znacit V,.

Poznamka. Matemit)icky e takové ztotoznéni formuluje tak, Zga mnoziné vazanych vektoru
difi)nujeme relaci AB ~ CD pravé tehdy, kdyz vazany vektor C'D vznikne z vazaného vektoru
AB paralelmm posunutlm Ukazuje se, ze tato relace Je reflexivni, tJ proﬁzdy vézany vektor
AB je AB ~ AB symetrlcka tJ pokud je AB ~ CD pak je CD ~ AB, a tranzitivni, tj.
pokud je AB ~ CD a CD ~ EF je AB ~ EF. Takové relace se nazyvéa relace ekvivalence.
Relace ekvivalence rozdéluje mnozinu vsech vazanych vektorti na mnozinu tiid ekvivalence, tj.
podmnozin vzajemné ekvivalentnich prvki. Tyto tiidy ekvivalence jsou navzdjem disjunktni,
tj. pro dvé ti{dy ekvivalence T7 a Ty bud plati 77 = T5 nebo T3 N1y = (. To ndm umoziiuje
definovat mnozinu V,,, jejiz prvky jsou tfidy ekvivalence, tzv. volné vektory v.

Mezi prvky prostoru V,, lze definovat operaci sé¢itani a ndsobeni realnym cislem. Presnéji,
jsou-li Viawvy prvky V,,, vybereme vazany vektor A—B> ktery patii do tiidy v, a vazany
vektor BC, ktery je prvkem t]rld_y> Vo. Soucet téchto vektoru vy + vy je pak ttida, ktera
obsahuje vazany vektor AC AB + BC. Podobné definujeme nésobeni redlnym cislem.
Lze ukézat, ze tato definice nezavisi na vybéru reprezentantu v; a vy. Navic je ziejmé, ze
vazany vektor AA reprezentuje nulovy vektor 0. S témito operacemi tvoii V,, vektorovy
prostor.

Pro euklidovsky prostor E,, je dimenze prostoru V,,, tj. pocet linedrné nezavislych vektoru,
které generuji V,,, rovna n.

Protoze paralelni posunuti neméni délku vazaného vektoru, maji vSechny vazané vektory
tiidy v stejnou délku. Tuto délku oznacime ||v|| a budeme ji nazyvat délkou vektoru v. Z
vlastnosti 1, 2 a 3 vzddlenosti bodu plyne, ze pro délku vektor ||v|| plati

1. Pro kazdé v € V,, je ||v|| > 0. Pfitom z rovnosti ||v|| = 0 plyne v = 0;
2. Prokazdé v eV, aceRje|cv] =|c|]|v];
3. Pro kazdé vy, vo € V, plati trojuhelnikova nerovnost

Vi + vall < flvall + vl -

Poznamka. Funkce v na vektorovém prostoru V', pro kterou plati 1, 2 a 3, se nazyva norma
a vektorovy prostor V, na kterém je definovana norma, se nazyva normovany vektorovy pro-
stor. Jestlize je V normovany vektorovy prostor v normou v, muzeme na V definovat metriku
d(vi,va) = v(vy — va).



Protoze paralelni posunuti neméni thel, ktery sviraji dva vazané vektory CAaCB , lze
tento thel najit mezi volnymi vektory vi a vy z V,,, které témto vektorim odpovidaji.
Pro urceni ihlu mezi vektory ve vektorovém prostoru V,, slouzi operace, ktera se nazyva
skalarni soucin. Skaldrni soucin pfirazuje kazdym dvéma vektorum vq, vo € V,, redlné
c¢islo, které budeme znacit vy - vo. Pro toto zobrazeni V,, x V,, — R plati:

1. Pro kazdé vy, vo, v3 € V,, a ¢y, co € R je

(clvl + CQVQ) V3 = (1 (Vl : Vg) + Co (VQ : V3) ;

2. Pro kazdé vy, vo € V,, je vi - vy = Vg - Vq;

3. Pro kazdé v € V,, je v- v = ||v||* > 0. Pfitom z rovnosti v - v = 0 plyne v = 0.
V euklidovském prostoru F, je vztahem /v -v = ||v| definovdna délka vektoru v v
—

prostoru V,,, a tedy i délka vazaného vektoru AB, ktery vektor v reprezentuje.
Poznamka. V obecném vektorovém prostoru V, ve kterém je definovan skaldrni soucin, plati
nasledujici tzv. Schwarzova, nerovnost.

Véta (Schwarzova nerovnost). Pro kazdé dva vektory vy, vo € V' plati nerovnost
Vi - va| < |[lvi]l [[va] -

Pritom rovnost nastava pouze tehdy, kdyz jsou vektory v; a vg linearné zavislé.

DUKAZ: Jestlize jsou vektory vi a vo linedrné zavislé, je bud vo = 0 nebo vi = cva, kde ¢ € R.
Piimym vypoctem se snadno presvédéime, ze v tomto pripadé plati v uvedeném vztahu rovnost.
Necht jsou vektory vq a vo linedrné nezévislé. Z toho plyne, Ze vo # 0 a tedy ||va| > 0. Pro
kazdé t € R vektor vi — tvy nenulovy. Proto je pro kazdé t € R

F(t) = (Vl — tVQ) . (Vl — tVQ) = HV1H2 — 2t(V1 . VQ) —|—t2HV2H2 >0.

Pro dané v; a vy je F(t) kladnd kvadraticka funkce proménné ¢, kterd nabyva minimum v bodé
to, pro ktery plati

(vi-v2)

F/(tg) = —2(vy - VQ) + 2t0HV2H2 =0, tj. to=
[[val?

Ale v tomto bodé je
(vi-va)’

F(tO) = HVIH2 - HV2H2

> 0.

To je pravé uvedend Schwarzova nerovnost.

Ze Schwarzovy nerovnosti plyne v obecném vektorovém prostoru se skaldrnim soucinem troj-
thelnikova nerovnost
[vi 4+ ol < [[vill + [lva]|-

Abychom uvedeny vztah dokdazali, uvazujeme
[vi+ vl = (vi +v2) - (vi +v2) = Vi[> + 2(v1 - v2) + [[vof* <
2
< vall® + 2llvall vzl + lIvall® = (Ilvall + lIval))™,

kde jsme pouzili Schwarzovu nerovnost.



V kazdém vektorovém prostoru V' se skaldrnim soucinem definuje vztah ||v|| = y/v - v normu.
Obecné nemusi byt norma ve vektorovém prostoru definovana skaldrnim soucinem, ale ve vek-
torovém prostoru V,,, ktery odpovida euklidovskému prostoru E,, tomu tak je.

Nyni muzeme dat geometrickou interpretaci skalarniho sou¢inu. Uvazujme dva nenulové
vektory vi a vy z prostoru V,,. Necht jsou tyto vektory reprezentovany vdzanymi vektory
— = —

CB a CA. Pak vektor vo— vy lze reprezentovat vazanym vektorem BA. V prostoru F, jsou

body A, B a C vrcholy trojihelnika se stranami a = d(C, B) = ||v4]|, b = d(C, A) = ||v2|
ac=d(B,A) = |vy— vi]|. Podle definice skalarniho soucinu plati vztah

= |vo—vi|® = (va—v1) - (va—v1) = [vi]P + V2 = 2(vi - va) = a® + 0> = 2(vy - va) .

Jestlize srovndme tento vztah s kosinovou vétou ¢ = a? + b*> — 2abcosy, kde v je thel v
trojihelniku pti vrcholu C, dostaneme pro hodnotu skalarniho soucinu vyraz

vy - vy = |[vil [|vallcosy,

kde « je thel mezi vektory vy a vsy. Tohoto vztahu se pouziva pro vypocet thlu mezi
dvémi nenulovymi vektory v; a v, ve V,,, resp. v E,,.

7 uvedeného vztahu je zirejmé, ze vektory v a vy jsou kolmé, casto se tika ortogondlni,
praveé tehdy, kdyz v; - vo = 0.

Piiklad. Pozdéji, v prednasce o kiivkovém nebo plosném integralu druhého druhu, se
setkame s ukolem najit kolmy prumét daného vektoru F do sméru daného nenulovym
vektorem v. Jestlize oznacime « tihel mezi vektory F a v, je tento prumét roven

Fj=|F|cosa.
Protoze podle definice skaldrniho soucinu je
F.v=|F[|v]cosea,

dostaneme pro hledany prumét vztah

F.
F| = ||F||cosa:—V:F-s, kde s= .
Il Il
Pro vektor s plati ||s|| = 1.
Jednotkovy vektor s, tj. vektor s, pro ktery je ||s|| = 1, se ¢asto nazyva smérovy vektor

nebo smeér.

Na zavér shrneme nase tvahy. Euklidovsky prostor £, je vlastné dvojice (E,, V,,), kde E,,
je mnozina bodu a V,, je n-rozmérny vektorovy prostor se skalarnim souc¢inem.

Pritom kazdym dvéma bodum A, B € E,, je piifazen pravé jeden vektor v € V,,, konkrétné
vektor, ktery odpovida vazanému vektoru AB.

Déle kazdému bodu A € E, a vektoru v € V,, je prifazen pravé jeden bod B € E,,
konkrétné bod B takovy, ze vazany vektor AB odpovida vektoru v.

Poznamka. Tato zobrazeni musi mit jisté vlastnosti, které zde nebudeme vypisovat. Jde v pod-

staté o to, abychom pomoci soufadnic mohli pro kazdé dva body A, B € E,, a vektor v € V,,
—

psit AB=(B—-A)eV,aB=A+v.



Poznamka. S vektorovymi prostory V jste se seznamili na pfednésce z linedrni algebry. Na rozdil
od vektorového prostoru je euklidovsky prostor E,, vlastné dvojice (E,, V), kde E,, je mnozina
a V,, n-dimenzionalni vektorovy prostor, pro kterou jsou definovana uvedend zobrazeni. V ma-
tematice se struktura takového typu nazyva afinni prostor modelovany vektorovym prostorem
V. Rozdil je v tom, Zze ve vektorovém prostoru je dan specialni prvek, nulovy vektor 0, kdezto
v afinnim prostoru takovy specialni prvek neni.

Tedy euklidovsky prostor F, je afinni prostor, ktery je modelovany n-dimenziondlnim vekto-
rovym prostorem se skaldrnim sou¢inem.

Kartézské souradnice v prostoru FE,

Vsechny geometrické pojmy v euklidovském prostoru E, lze formulovat pouze pomoci uve-
denych operaci mezi body prostoru F,, a vektory vektorového prostoru V,,, ktery moduluje
E,,. Pti konkrétnich vypoctech ale potiebujeme popsat tyto objekty pomoci mnoziny cisel.
Proto se v téchto prostorech zavadeéji souradnice. My budeme pouzivat nejjednodussi, tzv.
kartézsky systém soutadnic, ktery nyni zavedeme.

V prostoru E,, vybereme bod P, ktery budeme nazyvat pocdtek souradnic. Kazdému bodu
X € E, je pak jednoznac¢né prifazen vazany vektor PX. Tento vektor je reprezentantem
volného vektoru (X — P) =x €V,

V prostoru V,, zvolime bézi, kterd je tvorena jednotkovymi ortogonalnimi vektory ey, kde
k=1,2,...,n,kde n =dimV,. Pro vektory takové baze plati

< _JO proi#k,
ei.ek_dik_{l pro i =k.

Zde zavedeny symbol §;; se nazyva Kroneckerovo delta a pomérné ¢asto se pouziva pri
vypoctech.

Kazda takova usporadana mnozina & = (P; e, ey, ... ,en) se nazyva kartézskiy soutadny
systéem v E,.

Poznamka. Slovo kartézsky zde vyjadiuje, ze jsou vektory ex ortonormdln, tj. navzéjem kolmé
a jednotkové. Obecné lze za systém vektoru e zvolit libovolnou bézi prostoru V,,, ale v tom

Protoze vektory ey tvoti bazi v prostoru V,,, lze kazdy vektor x € V,, vyjadrit prave jednim
zpusobem ve tvaru

n
X =mr1€] + To€y + ... + T8, = > Tp€5,
k=1

kde x;, € R. Realna cisla x, se nazyvaji souradnice vektoru x € V,, v bazi eg. Pro
danou bézi e, prostoru V,, jsme takto dostali zobrazeni V,, — R", které kazdému vektoru
X prifazuje usporadanou n-tici redlnych ¢isel, jeho soutadnic. Proto se pro danou bazi
zapisuje vektor x jako

X= (xlax27"'7xn)7

kde z; jsou souradnice vektoru x. Vsimnéte si toho, ze souradnice vektoru baze jsou v
tomto zapise e; = (1,0,...,0), e =(0,1,0,...,0), ..., e, =(0,0,...,0,1).

Vyhoda volby kartézského systému souradnic spo¢iva v tom, ze pro skalarni sou¢in vektoru
x s vektorem béaze e, plati

n n

X-ep = inei e = leélk =T .
i=1 =1



To znamena, ze souradnice vektoru x jsou kolmé pruméty vektoru x do smeéru e.

Navic pro skaldrni sou¢in vektoru x = (21, x9,...,2,) ay = (y1,¥2, .- -, Yn) dostaneme

n n n n n

Xy= (Z%‘ei) : <Zykek) = D Tiyrei-ek = ), TiYrOik = ) TkY -

i=1 k=1 i k=1 ik=1 k=1

Specialné pro délku vektoru x mame vztah
2 N2 : N2
x| =x-x= 2 ap, t. x| =4/,
k=1 k=1

ktery odpovidd Pythagorove véte.
Nyni uvazujme pevné dany soufadny systém & = (P;el,eg, e ,en) v FE,. Kazdému

—
bodu X € FE, pritadime vazany vektor PX. Tomuto vazanému vektoru volny vektor
(X — P) = x a volnému vektoru x jeho souradnice x. Symbolicky lze tuto posloupnost
zobrazeni zapsat jako

—_—
X—PX—X—-—P=xw+ (r1,29,...,2,) .

Timto zpusobem pro dany souradny systém & priradime kazdému bodu X € FE,, uspo-
fadanou n-tici redlnych cisel, tj. prvek prostoru R™, tak zvanych soufadnic bodu X.
Abychom vyjadfili rozdil mezi soufadnicemi bodu X prostoru E,, respektive vazanymi
vektory PX a volnymi vektory x, budeme toto pritazeni symbolicky psat jako

X=z=[r,29,...,2,].

Podivame se trochu podrobnéji na geometricky vyznam uvedené konstrukce soutradnic
bodu z hlediska euklidovského prostoru FE,. Volbou bodu P € E, jsme vlastné zvolili
pocatek souradného systému. Pro samotny bod P je P — P = 0 = (0,0,...,0), tj.
soutadnice pocétku P jsou p = [0,0,...,0]

Volné jednotkové navzajem ortogonalni vektory baze ek_o(>1p0V1’daj1' v prostoru E, vybéru
bodu Xy = P + e v E, takovych ze vazané vektory P Xy, které zacinaji v bodé P jsou
jednotkové a navzajem kolmé. Poznamenejme, ze soutadnice téchto bodu jsou X = ) =
[0,...,0,1,0,...,0], kde 1 je pravé na k-tém misté. Vazané vektory P—X;€ urcuji v E,
vzajemné kolmé orientované piimky, které se nazyvaji souradnicové osy. Pro dany bod
X € E, pak sestrojime jeho kolmé prumeéty na souradnicové osy a soutadnice x; bodu X
jsou orientované vzdalenosti téchto prumeétu od bodu P, tj. xp > 0, pokud prumét lezi na
poloptimce PX} s pocatkem v bodé P, a z; < 0 v opacném piipadé.

Jc;s:cliZe ﬂ))u X ( a Y dva body v E,, plati pro kazdé P € E,, mezi vazanymi vektory vztah
PY = PX + XY. Jestlize ozna¢ime v =Y — X €V, vektor, ktery odpovidd vazanému

—_—
vektoru XY, lze uvedeny vztah zapsat jako
v=Y-X=Y-P)—-(X-P)=y—=x.

Tedy jestlize jsou soutadnice bodu X = & = [z1,29,...,2,] a bodu Y = [y1, 92, ..., Yn)
ma vektor v =Y — X soutadnice

V:Y—X:(y1—371,3/2—$2,---a3/n—9€n)-
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Podobné dostaneme pro souradnice bodu Y = X + v vztah
Y= [y17y27"'ayn] =r+v= [$1+U1,$2+U2,...,5En+vn],

kde © = [x1, %9, ..., 2,] jsou souradnice bodu X € E, a v = (v, v,...,v,) jsou sourad-
nice vektoru v € V,,.

Vzdalenost bodu X a Y v E, definovali jako délku vazaného vektoru XY. Jestlize tedy
jsou soutadnice bodu X a 'Y rovny © = [x1,29,...,2,] a Yy = [Y1,Y2, - - -, Yn|, je vzddlenost
téchto bodu dana vztahem

d(X,Y) = [IY = X =

Poznéamka. Duvod, pro¢ se soufadnice v prostoru E,, zavadi pomérné slozitym zpusobem, i kdyz
intuitivni zavedeni soufadnic je z geometrického hlediska zcela ziejmé, je v tom, ze soufadnice
bodu zavisi na volbé soufadného systému &. Uvédomte si, ze bod X € E, je zcela konkrétni
objekt, kdezto jeho soufadnice jsou pouze pomocny pojem. Jestlize ma bod X vzhledem k
soufadnému systému & soufadnice ¢ = [x1,22,...,T,] a vzhledem k jinému soufadnicovému
systému &’ souradnice &’ = [z}, 2%, ..., 2], umoziuje uvedend konstrukce najit pomeérné jed-
noduse vztah mezi témito dvéma popisy. K tomu se vratime pozdéji.

Obsahy rovnobéznika v F,

Zvolme v E, pevny kartézsky souradny systém & = (P;ey,...,e,). Jiz vime, ze délka d
vektoru v = (vq,vs,...,v,) je ddna vztahem

n
d* = |v|* = v
k=1

Poid_()éji budeme potiebovat najit obsah rovnobéznika ABC D. Jestlize vazané vektory AB
a DC' reprezentuji volny vektor vi = B— A = C' — D, jehoz délka je v; = ||vy|| a vizané
vektory AD a BC reprezentuji volny vektor vo = D—A = C'— B, jehoz délka je vy = ||vs]|,
je zirejmé, ze obsah P tohoto rovnobéznika je P = vjvssin «, kde « je tithel mezi vektory
vy a vy. Jestlize pouzijeme skaldrni soucin, dostaneme

. Vi+:-Vy, V1 Vo
P? = vivs sin® a = vivs —vivs cos® a = (v1-vy)(Va-vy)—(vi-va)? = det ( ’ :

V2 Vi, V2 V3
Pro dva tfirozmérné vektory u a v definujeme vektorovy soucin vektoru u a v (v tomto

poradi), ktery znaci se u x v. Konkrétné, jsou-li souradnice vektori u = (uy,ug,u3) a
vV = (U17U2703)7 je

Uy U us U u; U €1, €2, €3
u><v:det(2 3)e1—|—det<3 1)e2+det(1 2>e3:det Uy, Us, Us

Vg, U3 U3, U1 U1, Vg
’ ’ ’ V1, V2, U3

Vektorovy soucin u x v je vektor kolmy na oba vektory u a v a jeho velikost je

[ux v = [fulf[[v][sin e,
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kde « je ihel mezi vektory u a v, tj. je rovna velikosti rovnobéznika se stranami tvorenymi
vektory u a v.
Pro vektorovy soucin dvou vektoru plati fada uzitecnych vztahu, z nichz uvedeme pouze
jeden. Pro vektory w = (uy,us,us), v.= (v1,v2,v3) a w = (wq, we, ws) plati

Uy Uz, U3

u-(vxw)=det| vy, vy, v3

Wy, W2, W3

Tedy objem V' rovnobéznosténu v Ej se stranami, které jsou rovnobézné s vektory u, v a

W, je roven
V=lu-(vxw)|.

Poznamka. Lze ukdazat, ze pro k-rozmérny obsah P, k-rozmérného rovnobéznika v FE,,, jehoz

strany jsou rovnobézné s vektory vy, va, ..., vi plati
Vi-Vy, VI-V2, ..., V1 Vg
9 V2:Vy, V2 Vo, ..., V2-Vg
Pk — det
VE-V1, V- V2, ..., Vi Vi
Uvazujme matici A typu k xn, jejiz fadky jsou tvofeny soufadnicemi vektorta v; = (v;1,...,0ipn),
tj.
V1,15 V1,25 -+ 5 Vln
V2,1, V2,2, ---, U2n
A= | . .
Uk, Uk2, -+ s Vkn
Pak plati
Vi-Vi, V1-V2, ..., V] Vg
V2:-Vy, V2 :V2, ..., V2 Vg
AAT = ,
Vg V1, Vg V2, ..., V- Vg

kde AT je transponovand matice k matici A.
V algebte, specidlné v teorii determinantu, se ukazuje, ze pro matici A typu k x n, kde k < n, je
T 2
det(AAT) = 3 Al i
i1 <ig<...<ij
kde A;, 4,...i, je determinant ¢tvercové matice Ay, i, . i, , kterd vznikne z matice A pokud v ni
ponechame pouze sloupce i1, io, ..., ij.
Specialné pro ¢tvercovou matici A typu n X n dostaneme vztah

det(AAT) = (det A)?,

ktery plyne ze znamych vztahti pro determinant sou¢inu matic a determinantu transponované
matice. Proto je m-rozmérny objem V = P, rovnobéznosténu, se stranami rovnobéznymi s
vektory vq, ..., v, roven

V1,1, V12, -+, Vln

V21, V22, ---, U2
V=|detA|, kde A=|["T"7 _

Un,1s Un2, -+, Unn



Déle nas bude zajimat (n — 1)-rozmérny objem P,_; (n — 1)-rozmérného rovnobézniku v E,,
jehoz strany jsou rovnobézné s vektory vi, ..., v,_1. Podle obecného vztahu dostaneme

P2  =D}4+Di+...+ D2,

kde Dy je determinant matice, ktera vznikne z matice

V1,1, V1,25, -+, Uln
V2,1 5 V22, ..., V2n
Un—1,15 Un—12, «-+- 5, Un—1n

typu (n — 1) x n tak, ze vynechdme k-ty sloupec. Povsimnéte si také toho, ze vektor

n
n= 3 (~1)*1Dyey
k=1

je ma délku rovnou obsahu P,_; a je kolmy na kazdy vektor v;. To plyne ihned z toho, Ze vyraz

n n X
n-v; = Zvj,in "€ = E(_l)Z—HDiW,i =0,
i=1 i=1
je roven rozvoji podle prvniho fadku determinantu matice, ktera mé stejny prvni a j-ty fadek,
ktery je rovny v;.
Podobné ivahy vedou k tomu, ze pro kazdy vektor v je vyraz

U1, v2 , ey Un,
1,1, V1,2, .-, Uln
v -n = det V21, V22, ..., V2n
Un—1,15 Un—12, -+-, Un—1n
v absolutni hodnoté roven objemu rovnobéznosténu se stranami v, vy, ..., Vp_1.

7 véty o rozvoji determinantu podle prvniho fadku plyne, ze uvedeny vektor n lze formélné
zapsat jako

€, e, ey (S7%%

v1,1, V1,2, ---, Uln

n=det| %21, V22, ..., VU2n
Un—-1,15 Un—-1,25 - -+ s Un—1,n

Vektor n je zobecnénim vektorového souc¢inu dvou vektort v ti{diménziondlnim prostoru.
k-rozmérné nadroviny v FE,

Zatim jsme se zabyvali popisem bodu v euklidovském prostoru F£,. Dalsimi velmi jedno-
duchymi utvary v prostoru E, jsou linearni utvary, tzv. k-rozmérné nadroviny v F,. Ty
jsou zobecnéni pojmu primka a rovina v dvou- nebo tfi-rozmérném prostoru.

Necht je ddm bod A € E, a k linedrné nezavislych vektort vy, vo, ..., vy € V,. k-
rozmérnou nadrovinou Ly v E,, ktera prochazi bodem A a je rovnobéznd s vektory v;,



1 =1,2, ..., k, nazgyvame mnozinu vSech bodu X € E, takovych, ze vektor X — A je
linearni kombinaci vektoru v;.

Toto tvrzeni lze zapsat tak, ze prvek X € F), je prvkem nadroviny L pravé tehdy, kdyz
existuji realna cisla tq, to, ..., t; takova, ze

k
X—A:V1t1+V2t2—|—...+thk:Zviti. (1)
=1

Poznédmka. 0-rozmérné nadroviny jsou body, jedno-rozmérné nadroviny se nazyvaji piimky
a pro 2-rozmérné nadroviny pouzivame, zejména v E3 nézev roviny.

Rovnice (1) popisuje nadrovinu £ bez ohledu na vybér souradného systému & v E,.
Jestlize v E,, pevné zvolime soufadny systém & = (P;eq,...,e,) a souradnice bodu A a
vektoru v; jsou v tomto soufadném systému

a:[al,ag,...,an], V’i:<v’i,1av’i,2a"'7vi,n)7 i:1,2,...7k,
davé rovnice (1) pro soutadnice = [z1,...,2,] bodu X nadroviny L; vztah
k
m—a:ZViti, neboli m=a+v1t1+v2t2+...+vktk, tl,...,tkER7 (2)

=1
nebo ve slozkach
Tp = Qp + V1t + V2,00 + o+ Vg, Ty, r=1,2,...,n, t,t, ..., €R.

Rovnice (2) se nazyvaji parametrické rovnice nadroviny.
Specialné, primka, kterd prochézi bodem A a je rovnobézna s vektorem v # 0, je dana
rovnici

r=a+vt, teR nebo z.=a.+vt, r=12 ..., n,

a rovina, kterd prochazi bodem A a je rovnobézna s linedrné nezavislymi vektory u a v,
ma parametrické rovnice

r=a+us+vt, steR, tj. x,.=a +us+uvt, r=1,2,...,n.

Nyni uvedeme jesté jeden popis nadrovin v F,. Jestlize je v prostoru E, déno (n — 1)
linearné nezavislych vektoru v;, i = 1, 2, ..., n — 1, existuje, az na nasobek praveé jeden
nenulovy vektor n € V,,, ktery je kolmy na vSechny vektory vi, k= 1,2, ..., n— 1, tj.
pro ktery plati

n-vp=0, k=12 ....,n—1.

Jestlize je A bod (n — 1)-rozmérné nadroviny £,_1, je pro kazdy bod X € L, 1 vektor
X — A kolmy k vektoru n. To znamena, ze plati

n-(X—-A4)=0.

Jestlize ma bod A soutadnice @ = [ay,as,...,a,] a normalovy vektor souradnice n =
(n1,n9,...,ny), plati pro soufadnice & = [z1,xs, ..., 2,| bodu X nadroviny £,,_; rovnice

n-(w—a) =0, tj. m(z1—a1)+ne(zg—as)+... +nu(x, —a,) =0. (3)
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Je-li v E, déno k linedrné nezavislych vektoru vy, va, ..., vy, existuje pravé (n — k)
linearné nezavislych vektoru ni, ns, ..., n,_g, které jsou kolmé na kazdy vektor v,
1=1,2, ..., k, tj. pro které plati

n, vy =0, r=12....,n—k, s=1,2 ..., k.

Jestlize je L) k-rozmérna nadrovina v FE,,, ktera prochazi bodem A a je rovnobézna s
vektory vy, Vo, ..., Vg, je pro kazdy bod X této nadroviny vektor X — A linearni kombinaci
vektoru vy, va, ..., vi. Proto je kolmy ke kazdému vektorun,, r =1, 2, ..., n—k a body
této nadroviny L; popsat rovnicemi

n.-(X—-—A)=0, r=1,2,....,n—k.

Jestlize ma bod A soufadnice a = [ay,as,...,a,] a souradnice vektoru n, jsou n, =
(M1, NMp2y ooy Nyp), kde 7 =1, 2, ..., n — k, je nadrovina £, popsana soustavou rovnic
n,-(z—a)=0, r=1,...,n—k, (4)
neboli
ne1(x1 — ar) + neo(xe —az) + ...+ npp(v, —a,) =0, r=1,...,n—k.

Geometricky vyznam tohoto popisu je ten, ze k-rozmérnou nadrovinu popisujeme jako
prunik (n — k) ruznych (n — 1)-nadrovin v E,,, které jsou dany rovnicemi (4).

Jestlize je k-rozmérna nadrovina L v E, rovnobézna s linedrné nezavislymi vektory
Vi, ..., Vi, nazyva se kazdy nenulovy vektor n, ktery je kolmy na vSechny vektory v,
normdlovy vektor k nadroviné L. Kazda primka, kterd je rovnobézna s normélovym vek-
torem se nazyva normdla k nadroviné L. Jestlize bod A lezi v nadroviné L, je normaéla
k nadroviné Ly, kterd prochazi bodem A dana parametrickou rovnici

r=a+nt, tekR.

Ke k-rozmérné nadroviné L existuje pravé n — k linedrné nezavislych norméalovych vek-
tort ny, ..., n,_j. Kazdd (n — k)-rozmérnd nadrovina, kterd je rovnobéznd s linedrné
nezavislymi normélovymi vektory se nazyva normalova nadrovina k L. Je-li A dany bod
nadroviny Ly, jsou parametrické rovnice normélové nadroviny, ktera prochazi bodem A

T=a+nt,+ngto+...4+n0, pty p, t1,t, ...,k €R.

7 ptredeslych tuvah plyne, ze k-rozmérnou nadrovinu Ly, kterd prochazi bodem A a je rov-
nobézn4 s linedrné nezavislymi vektory vy, ..., v, lze popsat bud pomoci parametrickych
rovnic

T =a+vity +voto+ ... +Vity, ti1,%t9, ..., €R (5)

nebo pomoci feseni soustavy linedrnich rovnic
n-(x—a)=0, r=12 ..., n—k, (6)

kde ny, ..., n,_x jsou linedrné nezavislé normalové vektory k nadroviné Ly.
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7 vyse uvedenych uvah by mohlo byt zfejmé, ze parametricky popis nadrovin souvisi s
tecnymi vektory a popis nadroviny pomoci soustavy linearnich rovnic, tj. jako prunik
(n — 1)-nadrovin, s normélovymi vektory. Pozdéji uvidime, Ze tento princip plati i pro
obecné plochy.

Poznamka. Kratce pfipomenu vztah mezi mezi témito dvémi popisy, ktery by mél byt zndm z
linearni algebry.
Snadno nahlédneme, Ze linearni rovnici

nixT1 +noxo + ...+ npTy, =0, (7)

kde alespon jedno ny, # 0, je ddna (n—1)-rozmérnd nadrovina L, v E,, jejiz norméalovy vektor

jen=(ny,ne...,n,) # 0.
Z lineérni algebry by mélo byt zndmo, ze obecné teseni & = [x1,x9, ..., xy] rovnice (7) lze zapsat
ve tvaru

rT=a-+Vv,
kde a je jedno feseni nehomogenni rovnice (7) a v je obecné feseni homogenni rovnice
vy +nove + ... +nyv, =n-v=0. (8)

Je také znamo, ze mnozina vSech Feseni homogenni rovnice (8) tvoii vektorovy prostor. V nasem
pripadé je baze v tomto prostoru tvofena n — 1 linearné nezavislymi vektory vy, ..., v,—1, které
jsou kolmé na normadlovy vektor n. Obecné feseni linearni rovnice (7) tedy je

r=a+viti+voto+...+vy 1tn_1, ti,ta, ..., th_1 ER,

coz je parametrickd rovnice (n — 1)-rozmérné nadroviny, ktera je ddna rovnici (7).
Jestlize je nadrovina déna jako feSeni soustavy k linedrnich rovnic

n1,121 +n1222 + ... + N1 pTy = by, n - =by,
N21T1 + N2 22 + ... + N2 pTy = ba . ny - = by,
t). : (9)
NE 121 + Mg 2T + ... + Ng Ty = by, ng - = b,
kde nq, ..., ng jsou linearné nezavislé vektory, je jeji obecné reseni
rT=a-+Vv,

kde a je jedno feseni nehomogenni rovnice (9) a v je obecné feseni homogenni rovnice

N1V +N12V2 + ...+ NV, =N -V = 0,
N21V1 + N22V2 + ...+ N2 pUy = N2 -V = 0,

(10)
NE1V1 + Nk 2v2 + ... +NppUp =N -V = 0.

Protoze predpokladame, ze jsou normalové vektory linedrné nezavislé, ma vektorovy prostor
feseni bazi tvorenou (n — k) linedrné nezavislymi vektory vy, ..., v,,_r a obecné feseni soustavy

(9) je
r=a+viti+volto+ ...+ vV itn_r, ti,to, ..., th_r €R,

tj. parametrické rovnice (n — k)-rozmérné nadroviny.
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Naopak od parametrického popisu nadroviny (5) pfejdeme k jejimu popisu pomoci soustavy

rovnic (6) tak, ze z rovnic (5) vylou¢ime parametry t1, to, ..., tg. To lze udélat tak, ze najdeme
(n — k) linedrné nezéavislych vektora n,, r = 1, 2, ..., n — k, které jsou kolmé na vektory v,
s=1,2, ..., k, tj. pro kazdé r a s plati n, - vy = 0. KdyZz napiseme parametrické rovnice (5) ve
tvaru

T —a=vity +vaolo+...+ viig,
je ihned vidét, ze pro kazdé r =1, 2, ..., n — k, plati
n.-(x—a)=n, -vity +n,-vata+...+n, - vty =0,
coz je soustava rovnic (6), kterd popisuje danou nadrovinu.

Kvadratické nadplochy v F,, kuzelosecky v F,

Nadplocha P C FE,, se nazyva kvadraticka, jestlize ji 1ze vyjadrit ve tvaru

Zalkx:vk—l—Zbel—i-C—O
i,k=1 i=1

kde a;, = ag; nejsou vSechna rovna nule. Jestlize zavedeme symetrickou matici A a sloup-
cové vektory & a b, lze tuto rovnici zapsat ve tvaru

zTAz +2b7x+¢c=0.

Obecné o tvaru kvadratické nadplochy P rozhoduje signatura kvadratické formy

n
S iy = ¢ Ax
ik=1

n
a linedrni cleny > b;z; = b’ 2 udavaji posunuti stiedu této plochy.

V prednasce se nebudeme zabyvat obecnymi kvadratickymi plochami v E,,. Co byste ale
meli znat, jsou rovnice kvadratickych kiivek v roviné, tj. kuzelosecek, s osami rovnobézny-
mi se souradnicovymi osami. Uvedu rovnice téchto krivek se stredem v pocatku. Kiivky,
které nemaji stred v pocatku dostaneme, kdyz zaménime z — = — xs a y — y — ys
(pouzivam konvenci x = z7 a y = xa).

2 2
1. Rovnice — + :Z—Q = 1 je rovnice elipsy s poloosami a a b. Je-li a = b = R jedné se o
kruznici s polomerem R;
22 2 '
Rovmce—+b—2:0jebodx:y20;
22 2
Rovnlce — + = —1 je prazdna mnozina.
2 y?
2. Rovnice — — o 1 je rovnice hyperboly s hlavni poloosou a ve sméru osy x a
vedlejsi poloosou b ve sméru osy vy;
22y
Rovnice el Tl —1 je rovnice hyperboly s hlavni poloosou a ve sméru osy y a

vedlejsi poloosou b ve sméru osy x;
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1.2 2

x x x
Rovnice — — y_2 = (— — Q) (— + g) = 0 je rovnice dvojice ptimek — — v _ 0a
z y @ b a b/\a b a b
—+=-=0.
a b
3. Rovnice 2% = ay, a # 0, je rovnice paraboly s osou v ptimce z = 0, tj. v soufadnicové
ose Y;

Rovnice 22 = 0 je rovnice pifmky = = 0, tj. soufadnicova osa y.
Zména soufadného systému, transformace soutradnic

Abychom mohli néjaky dtvar 7, tj. mnozinu bodu, v prostoru E, popsat pomoci n ¢isel x1, xo,
..., T, musime nejprve zvolit kartézsky systém soutfadnic

6:{P;e1,eg,...,en},

tj. bod P € E, a n vzijemné ortogondlnich jednotkovych vektori e, e, ..., €, € V,,.

Pomoci takto zvoleného soutfadného systému & pak muzeme kazdému bodu X € FE,, pfitadit jeho
soutadnice, tj. usporddanou n—tici redlnych ¢isel € = [z1,z2,...,2,], a Gtvary v E,, popisovat
pomoci jeho soufadnic. Pti takovém prifazeni odpovidaji podmnoziny M C R" jednoznaéné
Utvarum 7 v n-rozmérném euklidovském prostoru E,,.

Ale dany utvar 7 muzeme také popsat pomoci jiného souradného systému

S ={Q;fi,f,... ,f,}.

V takovém souradném systému prifadime bodu X € E,, iplné jinou usporadanou n—tici realnych

Cisel = [fl,:fg, ves ,i’\n] .
Nyni se budeme zabyvat otazkou, jak souvisi souradnice bodu X € E,, v soufadnych systémech
S a 6, tj. hledat vztah mezi n-ticemi & = [z1,29,...,2,] a T = [@\1,@2, .. ,EEn].

—_— —_— =

Rovnost PX = PQ + QX mezi vizanymi vektory vede ke vztahu (X — P) = (Q — P)+ (X — Q)
n

mezi volnymi vektory. Vektor (X — P) = rrer udava soufadnice bodu X v soufadném

k=1
n

systému &, vektor (Q — P) = >_ grer udava souradnice pocdtku @ soustavy S v soustavé & a
k=1

n ~
vektor (X — Q) = > Zxfy urcuje soufadnice bodu X v soustavé &. Proto musi ve vektorovém
k=1

prostoru V,, platit vztah
n n n
Z Trrer = Z qrer + Z fkfk .
k=1 k=1 k=1

Abychom nasli nové soufadnice Z; bodu X, vyndsobime tento vztah skaldrné vektorem f;. Protoze

vektory fi jsou ortonormdlni, tj. plati i, - f; = J;,, dostaneme pro kazdé i = 1, 2, ..., n rovnost
R n

Ti= 3 (zr — qi)(er - fi) . (11)
k=1

Protoze vektory e; a fi,, Kk = 1, 2, ..., n, tvofi dvé baze v n-dimenziondlnim prostoru V,,, lze

jedny vyjadrit pomoci druhych, tj. musi existovat regularni matice U a 'V typu n x n takové,
ze pro kazdé k=1, 2, ..., n plati
n

e, = > Uty fr = > Vikes.
s=1

r=1
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Jestlize vynasobime prvni rovnici skalarné vektorem f; dostaneme

e, -fi= > Ul - fi = > Upidri = Ui, .

r=1 r=1

Podobné kdyz vynasobime druhou rovnici skalarné e; dostaneme f; - e; = Vj;. Tedy plati
Vie =fr-e;=e; - f = Uy;, mneboli V:UT7

kde U7 je matice transponovana k matici U.
Dalsi vztah mezi maticemi U a V dostaneme z nasledujici identity

€ = ZlUrszr‘ = ZlUrk( Zlvgres> = Z ‘/srUrkes .
r= r= s=

r,s=1

Jestlize tuto rovnost vynasobime skaldrné vektorem e;, dostaneme rovnost

n
e, € =0 =y, ViUl =

r,s=1 r=1

n
‘/irUrk )

kterou lze maticové zapsat jako VU = I, kde I je jednotkova matice. Tedy matice V je nejen

transponovana k matici U, ale je k ni také inverzni. To znamend, ze plati

v=ul=ut.

Radky (sloupce) matice, pro které je inverzni matice rovna transponované matici, tj. pro které
plati U~ = U7, jsou tvofeny navzajem ortogonalnimi jednotkovymi vektory a proto se nazyvaji
ortogondlni matice.

Vztah (11) lze tedy pomoci ortogondlni matice U zapsat jako

Zi= > Upp(xr —qr), mneboli =U(z—q). (12)
k=1

Jestlize za bod X vezmeme pocatek P souradného SystémE G, je x = p = 0. Tedy souiadnice
pocétku P soufadného systému & v souradném systému & jsou p = —Ugq a vztah (12) mezi
soufadnicemi bodu X lze zapsat ve tvaru

r=p+Uzx.
Skalary, vektory a tenzory v euklidovském prostoru

Jak jsme se uz zminili, jsou soufadnice bodu v euklidovském prostoru E, pouze pomocny po-
jem, ktery ndm umoznuje provadét vypocty. Jestlize zavedeme v E,, néjaky kartézsky systém
soutadnic

6= {P;elae27"'7en}7

pritadime kazdému bodu X € E,, jeho soufadnice vzhledem k systému &, tj. uspofadanou n—tici
redlnych ¢isel © = [x1, 2, ..., x,]|. Pomoci soutadnic pak popisujeme ruzné objekty O v prostoru
E,, tak, ze jim pfifadime néjakou mnozinu redlnych ¢isel f,(x), kde a patii do néjaké mnoziny.
Méme tedy jisty objekt O, kterému v kazdém soufadném systému & piifadime funkce fo(x).
Symbolicky lze psat

S(0) — fo(x).
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Pro jednoduchost se omezime pouze na kartézské souradnice, tj. pfipoustime pouze souradné
systémy S a &, které jsou spojeny transformaci (12). V téchto souradnych systémech dostaneme
pro funkce, které popisuji objekt O

S(0)— folz) a  S(0)— fu(T).

Protoze tyto funkce popisuji stejny objekt O, musi pro né existovat néjaky vztah, ktery urcuje,
jak je prepocitat z jednoho souradného systému do druhého. Podle tohoto vztahu se definuji
objekty ruzného typu.

Skaldry jsou objekty, které 1ze popsat v souradném systému & redlnou funkei f(x) a pii prechodu
k souradnému systému & danému vztahem (12) pro né plati

f@) = f(@). (13)

Vektory jsou objekty, které lze popsat v soufadném systému & uspoiddanou n-tici realnych
funkei fi(x),i=1,2, ..., n, neboli f(x) = (fl(a:),fQ(m), . .,fn(a:)) a pii pfechodu k soufad-
nému systému & danému vztahem (12) pro né plati

-~ —~ n
f(z)=Uf(z), tj. fu(®)=> Ukfi(z). (14)
i=1
Piiklad. Napiiklad n—tice tvofené souradnicemi bodu = = [z1,2,...,z,] nejsou vektory,

protoze se pii prechodu k jinému souradnicovému systému transformuji podle vztahu (12). Ale
—
vazany vektor XY z bodu X do bodu Y je skutecné vektor, protoze pro jeho soufadnice plati

y-z2=Uly—-q)-Uz-q)=Uly—-g-z+4q)=U(y —z).

Obecné nemuzeme prohlésit, ze kazda redlnd funkce f(x) proménné x je skaldr, protoze pro ni
musi platit transformacni predpis (13). Naptiklad prvni souradnice vektoru neni skaldr, prestoze
je to redlné cislo. Dokonce tato soufadnice ani neodpovida néjakému objektu v prostoru E,.
Problém je v tom, ze ze znalosti pouze této soufadnice v jednom soufadném systému nelze
urcit jeji hodnotu v jiném soufadném systému. Naproti tomu vektor, tj. usporadand mnozina
soutadnic, odpovida jistému objektu v E,,, protoze z jeho znalosti v jednom soufadném systému
lze jednoznac¢né urc¢it hodnotu vSech soufadnic v libovolném soufadném systému.

Piiklad. Ukazeme, ze skaldarni souc¢in dvou vektoru u a v definovany vztahem

n
u-v = Zuivi (15)
i=1

je skutec¢né skaldr. Protoze jsou u(x) a v(x) vektory, plati pro né podle (14) transformaéni
vztahy
u(z) =Uu(z) a v(z)=TUv(x),

nebo v souradnicich

W(@) = S Upun(z) a 6(@) = > Ugvi(®).
k=1 /=1

Pro jejich skaldrni soucin tedy plati

(6-9)@) = S u@E@) = > Unlu(@)v(e).
i=1 i,k =1
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Protoze je matice U ortogondlni, tj. UTU =1, je > UyUsr = Sxe, a tedy
i=1

(6-9)@) = % dwup(@)(z) =
k=1

el
1=

u(z)vp(z) = (u-v)(z).

Proto lze skaldrni sou¢in dvou vektoru u a v pocitat podle vztahu (15) v libovolné kartézské
soustavé soufadnic.

Tenzory se souhrnné nazyvaji objekty v prostoru E,, které se pfi zméné souradnic (12) trans-
formuji podobné jako jisté souciny, tzv. tenzorové souciny, vektort. Tenzorem T druhého fadu
nazyvame objekt ve prostoru F,, kterému v daném soufadném systému piifadime n? redlnych
funkei Tj;(x), které se pii zméné soufadnic (12) transformuji podle vztahi

—~ n
Tij(x) = > UpUyThe(z).
kA=1
Napiiklad jsou-li u a v vektory se soufadnicemi u; a vj, je velicina, kterd se sklada ze slozek
T;j = w;vj tenzor druhého fadu. Piikladem tenzoru druhého fddu, ktery nelze vyjadfit jako
soucin vektort, je Kroneckeruv symbol d;;, ktery ma ve vSech systémech soufadnic stejny tvar.
To plyne ze vztahu
~ n n
bij = > UUjedre = >° UieUjp = 045 -
k=1 k=1
Takové tenzory, které maji ve vSech soutadnicich stejny tvar, se nazyvaji invariantni.
Tenzor T druhého fadu lze interpretovat také jako linearni zobrazeni, které vektoru v se slozkami
vy, priradi vektor Tv se slozkami

(Tv); =
k

Tikvk .
1

7

Jako pfriklad fyzikalni interpretace tenzoru druhého faddu miuze byt tzv. tenzor napéti T, ktery
plose AS s normalovym vektorem n, pfitadi silu F, ktera na tuto plochu ptisobi. Ve slozkach se
toto pritazeni zapise jako

Fi(x) = (tn),(x) AS = kilnk(m)nk(w) AS.

Obecné se tenzorem r—tého fadu nazyva objekt T' v prostoru E,, ktery lze popsat n” redlnymi
funkcemi Tj,;,. i, (), které se pii zméné souradnic (12) transformuji podle vztahu
~ R n
nli2-'~ir(w) = Z Uik Uigks - - - Uirkerlk2---k7'(m) : (16)
K1 ,k2,e k=1

Specialnim piipadem tenzoru jsou skalary, které jsou tenzory fadu 0 a vektory, coz jsou tenzory
fadu 1.
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