Prednaska 12
Krivkové a plosné integraly druhého druhu
Prace vektorového pole po krivce

Ve fyzice se fesf loha najit praci, kterou vykona silové pole f(x) = (f.(x), f,(x), f2(x)),
kdyz pusobi po krivece C. Tuto tlohu muzeme fesit tak, ze kiivku C rozdélime body x; na
malé useky a nahradime ji lomenou ¢arou L s vrcholy v bodech x;. Maly tsek mezi body
X; a X; 41 lomené ¢ary L je tsecka urcend pocatecnim bodem x; a vektorem

Ax; = X1 — X5 -

Délku této tsecky oznacme As; = HAXZH Z fyziky je znamo, ze préce sily f(x) po této
usecce je

AA; = f||<Xi> Asi,
kde fj(x;) je kolmy prumét sily f do sméru uréeného vektorem Ax;. Je-li o tihel mezi
vektory f a Ax;, je fj(x;) = f(x;)cosa, kde f(x;) = ||f(x;)|| je velikost vektoru f(x;).
Proto je préce sily f(x) tsecce, ktera spojuje body x; a x;;1 rovna

AA; = f(x;) cosaAs; .

Oznacme 7; jednotkovy vektor ve sméru Ax;, tj.

AXZ‘ . AXZ'

T, =

Pak 1ze pomoci skalarniho sou¢inu psat
fi(xi) = f(x;) cosa = f(x;) - 7
a prace po malé usecce je rovna

AA; =f(x;) - T As; = % As; = f(x;) - Ax; .
S;

Jestlize secteme préci po viech malych tseckéch dostaneme pro préci A silového pole f(x)
po kiivce C

7

A kdyz prejdeme k limité Ax; — 0, dostaneme na pravé strané Riemanntuv integral

Azépm@M+@@m@amwmy

Jestlize je kiivka C reguldrni a jeji parametrizaci ¢ : (a,b) — R3 budeme psat ve tvaru
x = x(t) = (2(t), y(t), (1))
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jak je pfi vypoctech zvykem, odpovida déleni kiivky C na malé useky body x; jistému
déleni intervalu (a, b) body t; takovymi, ze x; = x(t;). Pak je

AXZ' = X(ti_ﬂ) - X(tz> ~ X,(ti) Atz s

kde At; = t;11 — t; nebo ve slozkach

Ay = y(tiyr) —y(ti) = y'(t:) Aty
AZ,’ = Z(ti_,_l) — Z(tl) ~ Z/(tz) Atl .

Pro praci po kiivce C pak plati
Azggwgﬂm+@mwwgfumzmgmi

a kdyz prejdeme k limité At; — 0 dostaneme pro praci vyjadieni pomoci Riemannova
integralu

A:/(h@@nﬁmquﬂmy@+ﬁ@@yﬁga.

Jestlize jesté zavedeme vektor ds = (dx, dy,dz) = (x’(t),y’(t), z’(t)) dt, 1ze praci zapsat
pomoci téchto znacek jako

A= /(fgc(x) do + f,(x)dy + f.(x) dz) = /f(x) ds,
c c
kde v poslednim vyrazu si pod f(x) ds musime predstavit skaldrni souc¢in vektoru f a ds.

Jak je zndmo, zavisi prace, kterou vykona sila, na sméru, v jakém kiivku probihame.
Pokud budeme ktivku probihat v opaé¢ném sméru, zmeéni se znaménko prace. Pro regularni
kiivku C lze smér pohybu po kiivce C zadat smérem tec¢ného vektoru t. Proto musime pfti
vypoctu prace sily f po regularni kiivce C zadat aspon v jednom bodé regularni kiivky
smér tecného vektoru, ve kterém se po kiivce pohybujeme, tzv. orientaci kiivky. Protoze
jsme pfi definici regularni kiivky predpokladali, ze se tecny vektor méni na kfivce spojité
a je v kazdém bodé nenulovy, je smérem tecny v jednom bodé regularni kiivky C urcen
smér ve vSech jejich bodech.

Tok vektorového pole plochou

Dalsi fyzikalni tulohou, kterou se budeme zabyvat, je tok vektoru v(x) plochou S. Slovy
Ize tuto ulohu formulovat takto: Je dana plocha S, pres kterou proudi kapalina rychlosti
v(x). Ptdme se, kolik kapaliny protece plochou S za jednotku ¢asu.

Abychom tuto tlohu vyftesili, rozdélime nejprve plochu S na konecny pocet malych plosek
AS; tak, abychom mohli rychlost proudéni v(x) v kazdé ploSce povazovat za konstantni a
rovnou v(x;), kde x; € AS;. Ploskou AS; pak za jednotku ¢asu protece kapalina objemu

AV, = UJ_(XZ') AS; )



kde v, (x;) je prumét rychlosti kapaliny do sméru kolmého k plosce AS; a AS; je obsah
této plosky. Celkovy objem kapaliny pak je

) =1

Kdyz prejdeme k limité AS;, — 0, dostaneme vyjadieni tohoto objemu pomoci plosného

integralu prvniho druhu
V://UJ_(X)dS.
s

Do tohoto vztahu jesté dosadime za v, (x). Pro prumét vektoru rychlosti do sméru kol-
mého k plose § v bodé x plati

vy (x) =v(x)cosa,

kde « je tihel mezi vektorem rychlosti v(x) a vektorem normaly n(x) k plose S v jejim
bodé x. Pomoci skaldarniho souc¢inu lze tedy psat

o1 (x) = v(x) - n(x)

G

a plochou S protece za jednotku casu objem

kde jsme zavedli oznaceni

Je-li S reguldrni plocha s parametrizaci ¢ : Q — R3, kterou budeme psat jako
r=ux(u,v), y=vyluv), z==zu,v), (u,v) € Q, (1)

je normala dana vztahem

-Grovs) @

jsou tecné vektory k plose S. Ale protoze je v tomto piipadé

or Oy 82’)7 i

n=t,xt,, kde t,= (%’%’%

dS = ||n(u,v)|| dudv,

dostaneme pro objem kapaliny, ktera protece plochou § dvojny Riemannuv integral

V= //Qv(x(u,v)) n(u, v) dudv =
= //Q <vx (x(u, v))ng(u, v) 4 vy (x(u, v))ny (u, v) + v (x(u, v))nz(u,v)>du dv.
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Pro tento integral se ¢asto pouziva jesté jeden zapis, ktery se nyni pokusim aspon formalné
vysvétlit.
Slozky normaly

nI(U,’U) = det % % ) ny(u7v) = det % % y nz(u,v) = det % %
ov’ v ov’ v ov’ v

zavisi na tom, v jakém potadi vezmeme soutadnice u a v. Jestlize je vyménime, zméni se
u slozek normalového vektoru znaménko. Snaha je, aby formalni zapisy byly nezavislé na
volbé soutadnic. Proto nemuze ve formalnim vyrazu

dS,; = ng(u,v) dudv

platit du dv = dv du, ale du dv = —dv du. Proto se mezi symboly du a dv zavadi operace
du Adv, kterd se nazyva vnéjsi soucin. Tato operace je linearni v kazdém svém argumentu
a antisymetrickd, tj. pro kazdd realna ¢isla ay, as, by a by plati

(a1du + bydv) A (agdu + badv) = —(agdu + bedv) A (aydu + bydw) . (3)
Specidlné ze vztahu (3) dostaneme, Ze
du ANdu = —du ANdu =0, dvAdv=—-dvAdv=0, du AN dv = —dv Adu.

Jestlize pak napiseme

oy 0: oy 02
dS; = ng(u,v)du A dv = det %’% du A dv = —det %7% du Adv =
dv’ v du’ du
dy 0z
_ v’ v
= det oy 0z dv A du
ou’ Ou

a podobné pro dalsi slozky, je toto vyjadieni nezavislé na tom, kterou ze souradnic u a v
povazujeme za prvni a kterou za druhou.

Jestlize si uvédomime, ze

_ Ox ox Oy dy 0Oz 0z
dx—audu—i—avdv, dy—audu—iravdv, dz_&udu+6vdv’
dostaneme z antisymetrie vnéjsiho soucinu
dz Ad —<@d +8—Id)A(@d +@d)—
A= T a0 ou " a0 ) T
Oz Oy Oz Oy Oz Oy oz Jy B
_%%du/\du—i—%%du/\dv—i—%%dv/\du%—%%dv/\dv—
oz Oy ox Jy
ou Ov whd Jv du uhdv
or 0Oy
_ (0x dy Ox Oy B o’ du B
_<%%—%%)du/\dv—det %@ du Adv =
ov’ Ov

=n,(u,v)du Adv = dS, .



Podobné se ukaze, ze plati
dS, = ngy(u,v)du Adv = dy Adz, dS, = ny(u,v)du Adv =dz Adx.
Pomoci této symboliky lze psat

dS; — ng(u,v)du Adv— dy A dz,
dS, — ny(u,v)du Adv — dz A dz, (4)
dsS, — n,(u,v)du Adv — dax A dy.

Pak pro tok vektoru plochou piseme

// x)dS = // v (X) Sz 4 vy(x) dSy + v2(x )dSz>:

= // vz (x)dy A dz + vy (x) dz A dz + v, (x) dz A dy).
S

Mnohdy se pri zapisu integralu symbol vnéjsiho souc¢inu A vynechava a pise se prosté

// x) dS = // vo(x) dy dz + v,(x) dz do + v, (x )dxdy)

Vsimnéte si toho, ze jsme zachovavali poradi symbolu dz, dy a dz. Jestlize napiiklad
napiseme dx dz, myslime tim —dz dzx.

Vsechna tato znaceni vyjadiuji stejny integral a nezavisi na parametrizaci plochy S.
Jestlize je plocha S popsana parametrickymi rovnicemi (1), je

// x)dS = // g (x(u, v) ) ng (u, v) + vy (x(u, v) )0y (u, v) + v, (x(u, v))n. (u, v))dudv

kde vektor normaly n(u,v) je ddn v (2).

Pozndmka. Uvedené znaceni souvisi s vektorovym soucinem nebo presnéji feceno s tzv.
diferencidlnimi formami, coz jsou v podstaté vyrazy

w(z,y, 2) = way(z,y, 2) de A dy + wa (2, y, 2) de Adz + wy,(z,y, 2) dy A dz.
Jestlize srovname vyrazy w(z,y, z) = v(z,y, z) dS, tj.
Weydz Ady + wg.dz ANdz +w,, dy Adz = v dy A dz +v,dz A do + v, dz A dy,
vidime, ze musi platit
Vg = Wyz = —Wzy, Vy = Wz = —Waz, Vy = Wey = —Wyz -

Proto se v matematice pouziva pro integraly tohoto typu znaceni / w, kde § je regularni

S
k-rozmérnéd nadplocha v prostoru R" a w(x) je tzv. diferencidlni k—forma definovand na
nadplose S.



7 fyzikalniho vyznamu tohoto integrdlu je zfejmé, ze zavisi na tom, ve kterém sméru
povazujeme tok vektoru plochou za kladny a ve kterém za zaporny. Dobfe je to vidét na
prikladé plochy S, kterd je hranici néjakého télesa 7. Jestlize totiz uvazujeme normélu,
ktera miti ven z télesa, pocitame objem, ktery z télesa vytece. Naopak jestlize uvazujeme
normalu, ktera mifi dovniti télesa, poc¢itame objem kapaliny, ktery do télesa vtece. Aby-
chom zadali ilohu zcela presné, musime tedy urcit alespon v jednom bodé regularni plochy
S smér vektoru normély neboli plochu § orientovat. Pfi zméné orientace na opacnou se
meéni znaménko integralu.

Orientace krivek a ploch

Jak jsme se zminili dfive, zavisi prace vektorového pole po regularni kiivce C na sméru,
ve kterém ji probihdme, tj. na jeji orientaci. Smér probihani reguldrni kiivky lze urcit
tecnym vektorem t(x) v bodé x € C.

Definice. Reguldrni kiivku C, na které je definovéno spojité vektorové pole 7(x) jednot-
kovych tecnych vektoru, nazveme orientovanou requldarni krivkou a vektorové pole 7(x)
nazyvame orientaci regularni ktivky C.

Poznamka k definici. Protoze orientace regularni kiivky je dana spojitym polem jed-
notkovych teénych vektoru a v kazdém bodé regularni kiivky x € C existuje nenulovy
tecny vektor t(x) = ¢'(t), kde ¢(t) je parametrizace regularni kiivky C a x = ¢(t), staci
pro zadani orientace zadat jednotkovy teény vektor 7(x) pouze v jednom bodé regularni
krivky C. A protoze ma kiivka v bodé x pouze dva jednotkové tecné vektory, které se lisi
znaménkem, ma kazda regularni kiivka C pouze dvé orientace.

Jestlize je ¢ : (a,b) — R" parametrizace reguldrni kiivky C, je vektor t(x) = ¢'(t) nenu-
lovy spojity teény vektor ke kiivce C v bodé x = ¢(t). Protoze je [[t(x)] # 0, lze jednu
orientaci regularni kiivky C definovat jednotkovym teénym vektorem

Jestlize je tato orientace o(x) shodnd s danou orientaci 7(x), fikdme, ze parametrizace
@ je shodnd s orientaci reguldrni kiivky C. Jestlize orientace o (x) neni shodna s s danou
orientaci 7(x), musi byt 7(x) = —o(x). Pak ¢asto mluvime o parametrizaci opa¢né k
dané orientaci.

Jestlize existuji krajni body regularni krivky Cy, tj. body

pla) = lim o(t) a @(b) = lim o(),
Ize definovat kiivku C = Co U {(a), p(b)}. Jestlize je ¢(a) = ¢(b), iikdme, ze kiivka C
je uzavrend.
Podotknéme, ze v krajnich bodech regularni kiivky nemusi existovat ani jednostranné
nenulové tecné vektory ke kiivce C. Proto jsme se pii definici regularni kiivky krajnim
bodum vyhybali.



Je-1i Cy regularni orientovana krivka a ktivka C, ktera z ni vznikne pridanim krajnich bodu,
neni uzaviend, lze rozhodnout, ktery z krajnich bodu je pocatecni a ktery koncovy bod
kiivky C. Je-li parametrizace kiivky Cy souhlasna s danou orientaci, je bod ¢(a) = x®
pocdtecni bod kiivky C a bod @(b) = x¥) koncovyj bod. Jestlize je parametrizace opaénd k
orientaci, je tomu naopak.

Proto muzeme orientaci regularni kiivky Cp, kterd ma krajni body a neni uzaviend urcit
tak, ze rekneme, ktery z krajnich bodu je pocatecni a ktery koncovy.

Toho se pouzijeme k definici orientace souvislé kiivky C, kterd je slozena z regularnich
krivek a jejich krajnich bodu.

Necht jsou C; a Cy dvé orientované regularni kiivky, které maji pocatecéni a koncové body

x\¥) a xgk), kde i = 1, 2. Necht plati xgk) = xgp). Pak se souvisla kiivka

€= = CLUC U xP x® — x x¥)
nazyva se souctem orientovanych regularnich krivek C; a C,.
Ptitom se bod xgp ) nazyva pocateéni a bod xgk) koncovy bod kiivky C; + Cs.

Podobné postupujeme u koneéného poctu orientovanych regularnich krivek. Jestlize jsou

Ciy 1 = 1,2, ..., r, orientované regularni kiivky s pocdtecnimi body xg” ) a koncovymi

Z(k) = xgi)l nazyvame kiivku

e~ (Ue)u (U xy)
i=1 i=1
souctem orientovanych reguldrnich krivek a budeme jej znacit jako

C=C+C+...+C,. (5)

body xgk) aprokazdéi=1,2,...,r—1plati x

Pritom bod x?’ ) se nazyva pocateéni bod ktivky C a bod x ) jeji koncovy bod. Jestlize

. k 4 ’ > ~ 7
je xgp ) = x$ ) nazyva se kiivka uzavrend.

Definice. Souvisla kiivka C se nazyva orientovand, jestlize je souc¢tem koneéného poctu
regularnich orientovanych kiivek.

Podstatné slozitéjsi je popsat orientovanou k-rozmérnou nadplochu & C R”, kde k > 1.
Pomérné snadno se definuje orientace (n— 1)-rozmérné regularni nadplochy v R™, protoze
k ni existuje v kazdém bodé jednotkovy normalovy vektor, ktery se na nadplose & méni
spojité. Problém ovsem je, jak spojovat jednotlivé reguldarni kousky nadplochy v R™. Proto
se bohuzel budu muset omezit na plochy v prostoru R3.

Nejprve definujeme orientaci regularni plochy, tj. plochy, kterou muzeme celou popsat
parametrickymi rovnicemi.

Definice. Reguldrni plochu & C R3, na které je definovdno spojité vektorové pole jed-
notkovych normdl v(x), nazveme orientovanou requldrni plochou a vektorové pole v(x)
nazyvame orientaci regularni plochy S.

Jestlize je reguldrni plocha S popséna parametrickymi rovnicemi (1), muzeme sestrojit
normélové vektorové pole n(x) pomoci (2). Protoze je podle definice |[n(u,v)| # 0 pro
kazdé (u,v) € €, tj. pro kazdé x € S, je jednotkovy vektor normély

n(u,v)

v(x) = (a0 kde x =x(u,v).



Proto existuji pouze dvé orientace reguldrni plochy, a to konkrétné v(x) nebo —v(x).

Stejné jako v pripadé kiivek budeme orientované regularni plochy mezi sebou spojovat.
Dvé orientované reguldrni plochy je mohou stykat v jisté kiivce C, a proto je situace
pro druhou bod pocatecni.

Nejprve definujeme hranici reguldrni plochy S C R3. To je mnoZina

58 =3\8,

kde S je uzévér mnoziny S v R?. Budeme se zabyvat pouze plochami, jejichz hranice je
souvisla orientovana ktivka.

Budeme ftikat, ze hranice 0S orientované regularni plochy S je souhlasné orientovana s
orientaci v(x) plochy S, jestlize pii pohledu ze sméru normaly v(x) v jistém okoli bodu
hranice obthdme kiivku S proti sméru pohybu hodinovych rucicek.

Definice. Orientovanou reguldrni plochu S s hranici S, ktera je orientovana souhlasné
s plochou & nazyvame requldrni orientovand plocha s hranici.

Abychom 1épe pochopili, jak spojujeme jednotlivé regularni kousky plochy S, uvazujme
orientovanou regularni plochu S s orientaci v(x) a v ni regularni kiivku C, ktera je ¢asti
hranice dvou disjunktnich regularnich ploch &} a S, které lezi v S. Zvolme orientaci
T kiivky C, kterd je souhlasna naptiklad s orientaci v reguldrni plochy S;. Jestlize ale
prejdeme pres kiivku C z plochy &; do plochy Sy, zméni se nam smér obéhu kiivky C a
orientace T kiivky C je proto vzhledem k orientaci v(x) plochy Sy nesouhlasné. Proto
musi byt vzhledem s plochou Ss souhlasné orientace —7 kiivky C.

Definice. Necht jsou S; a S, orientované reguldrni plochy s hranicemi 6S; a dS,, jejichz
prunik 651N3Ss je neprazdny. Jsou-li orientace kiivek S; a S, opaéné, fikame, ze plochy
S1 a Sy jsou souhlasné orientované.

Jestlize jsou S; a Sy souhlasné orientované reguldrni plochy s hranicemi 6S; a 6S,, nazveme
plochu
stl‘i—SQ :Sl U82U681U(582

orientovanym spojenim reguldrnich orientovanych ploch &; a Ss.

Podobné postupujeme u koneé¢ného poctu regularnich orientovanych ploch s hranicemi.
Jestlize jsou §;, 1 =1, 2, ..., r, navzajem disjunktni regularni orientované plochy s hrani-
cemi 0S; a pro kazdé i, k takové, ze 0S;NdSy, # B jsou plochy S; a S, souhlasné orientované
nazyva se plocha

S=8+8&+...+8 =S
=1

orientovanym spojenim ploch §;. Orientace této plochy je dana orientaci libovolné regu-
larni plochy S;.

Definice. Souvisla plocha S se nazyva orientovatelnd, pokud ji lze zapsat jako spojeni
konecného poctu souhlasné orientovanych regularnich ploch s hranici.

Intuitivné je snad jasné, co myslime hranici S orientovatelné plochy S, a proto nebude-
me psat dalsi nepfehlednou definici. Poznamenejme pouze, Ze pokud je dS = (), nazyva
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se orientovatelna plocha S wzaviend a pokud je 0S krivka, je souhlasné orientovand s
plochou S.

Poznamka. Existuji souvislé plochy, které nelze orientovat. Asi nejznaméjsi priklad takové
plochy je Mobituv list. Tuto plochu si lze predstavit jako prouzek papiru, jehoz jeden
konec otoc¢ime o 180° a slepime s druhym koncem. Takové plochy maji vlastné pouze
jednu stranu.

Krivkovy integral druhého druhu

Definice. Necht je C orientovand reguldrni kiivka v R™ s orientaci 7(x) a f(x) je vektorova
funkce definovana na kiivce C. Integral

[ fo0as = [tew) ¢ = [ Srem)emar. (6)

kde ¢(t), t € (a,b), je parametrizace kiivky C souhlasnd s orientaci 7(x), tj.

P

nazyvame krivkovy integrdl druhého druhu vektorového pole f(x) pres reguldrni kiivku C.

Podle definice souvisi kiivkovy integral druhého druhu (6) s kiivkovym integrédlem prvniho
druhu vztahem

/C £(x) ds — /C Jy() ds = /C ) 7(x)ds = [ S0 ds,
kde 7(x) je orientace kiivky C a
f(x) = £(x) - 7(x) = iilfxxm(x)

je prumét vektoru f(x) do sméru 7(x).

Pro ktivkovy integral druhého druhu se také pouziva oznaceni

[ ras = [ 3= ). 7)

které dostaneme tak, ze formalné polozime ds = (dzy,dxs,...,dx,).
Speciélné v prostoru R? se ¢asto pouziva znaceni f(x) = (f.(x), fy(x), f2(x)) a

[ fe0ds = [ (6o do s G0y + fx)dz)
C C

Definice. Necht je C orientovand kiivka v R™ a f(x) vektorové funkce definovana na kfivce
C. Pak definujeme krivkovy integrdl druhého druhu vektorové funkce f(x) pres kiivku C

vztahem )
/f(X)dS:E/ f(x)ds,
c i=1.Jc;
9



kdeCzCl—l—Cg—l——f—Cr
Jestlize je orientovana kfivka C uzaviend, pouziva se pro kiivkovy integral druhého druhu

pfes tuto kiivku oznaceni ]{ f(x)ds.
c

Poznamka. Kiivkovy integrdl druhého druhu vektorového pole f(x) pfes orientovanou
kiivku C v prostoru R?* m4 fyzikdln{ vyznam prdce silového pole f(x), které pusobi po
ktivce C ve sméru daném orientaci kiivky. Proto zavisi tento integral na orientaci kiivky
a pri jeji zméné na opac¢nou se zméni znaménko integralu.

Plosny integral druhého druhu

Definice. Necht je S orientovana reguldrni plocha v R? s orientaci v(x) a f(x) je vektorovd
funkce definovand na S. Pak integral

// ) dS // x)dS = / (£ (%) + £, (), (%) + £.(x)r.(x)) dS

nazyvame plosny integrdl druhého druhu vektorové funkce f(x) pres plochu S.

7 duvodu, o kterych jsme se zminili difve, se pro plosny integral druhého druhu pouzivéa
také oznaceni

// dS_/ fulx dS+fy()dS+fz()dS)

= / fo(x)dy A dz + fy(x)dz A dz + f.(x)dz A dy).
S

Pokud je regularni orientovana plocha § déana parametrickymi rovnicemi
r=z(u,v), y=yuv), z=z(u,v), (u,v) € Q,
postupujeme pii vypoctu tak, ze najdeme normalovy vektor

oxr Oy O dr Oy O
n=t, xt,, kde tu:<_x,_y,_z>, v:<_x7_y7_z)'
ou’ Ou’ Ou ov’' Ov’ dv
Pokud tento normdlovy vektor zadéva orientaci shodnou s danou orientaci v(x), tj. pokud

n(u,v)

v(x(u,v)) =

In(u, v)[|

[ ras = [ r(xtw0)) n(uo) duan -

fa(x(u,0)), fy(x(u,0)), f:(x(u,v))

je

Ox(u,v) Oy(u,v) 0z(u,v) (®)
// det ou ? ou ’ ou dudv.
Ox(u,v) 0y(u,v) 0z(u,v)
dv ov v
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Jestlize normalovy vektor n(x) zadava orientaci opac¢nou k orientace v(x), musime na
pravé strané (8) zménit u integralu znaménko.

Definice. Necht je S orientovatelnd plocha v R* s orientaci v(x) a f(x) je vektorova
funkce definovana na S. Pak integral

//Sf(x)ds:;//&f(x)ds,

kde S = 8§ + Sy + ... + S, je spojeni souhlasné orientovanych disjunktnich reguldrnich
ploch S; a orientacemi v;(x) = v(x), nazyvame plosny integrdl druhého druhu vektorové
funkce f(x) pfes plochu S.

Poznamka. Fyzikalni vyznam plosného integralu druhého druhu vektorové funkce f(x)
ptes plochu S je tok vektoru f(x) plochou S. Tento integral 1ze pocitat pouze pres orien-
tovatelné plochy a jeho hodnota zavisi na orientaci plochy §.
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