Prednaska 3

Derivace funkce podle vektoru, parcialni derivace,
tecéna rovina a diferencovatelné funkce

V této prednasce bude vétsinou f : X — R, kde X C R”, redlna funkce n proménnych.
Pro jeji funkéni hodnoty budeme obecné psat y = f(x). Geometricky budeme graf funkce
y = f(x) interpretovat jako plochu & v Euklidové prostoru £, se soufadnicemi (x, y),
kde x € X ay = f(x).

V pripadé funkce dvou realnych proménnych budeme ¢asto pouzivat obvyklého znaceni
z = f(x,y) a graf funkce bude plocha § C FE3 s parametrickymi rovnicemi

r=u, y=v, z=f(u,v), [u,v] € X C R?
s parametry v a v nebo, jak se pise obvykle,
r=x, y=vy, z=f(x,y), [z,y] € X C R%.
Derivace funkce podle vektoru a parcialni derivace

Necht je y = f(x) funkce definovand na mnoziné X C R", a € X a v vektor v R™. Necht
existuje 0 > 0 takové, ze pro vSechna |t| < § je bod x = a + vt € X. Pak je pro |t| <
definovana funkce

F(t) = f(a+vt) = f(a1 + vit, as + vot, ..., a, + vnt) ) (1)

Definice. Derivaci funkce F'(t), kterd je definovana vztahem (1), v bodé ¢t = 0, tj. F’(0),
nazyvame derivace funkce f(x) podle vektoru v v bodé a a budeme ji znagit

fo(a) = (e,

Je-li |[v]]? = 1, nazyvame f!(a) derivace funkce f(x) ve sméru v v bodé a.
Je-li v = e;, kde e; je jednotkovy vektor ve sméru osy x;, nazyva se f, (a) parcidlni
derivace funkce f(x) podle proménné x; v bodé a a budeme ji znacit jako

@) = fifa) = (@),

Poznéamka. Jestlize interpretujeme funkci n proménnych f(x) jako n-rozmérnou nadplochu
S v prostoru R"*! se souradnicemi [x, y], jsou parametrické rovnice této nadplochy

Tp=x5, k=1,2,....n, y=f(x).

Pro dané a € Dy lezi bod A = [a, f(a)] v této nadplose. Pro dany nenulovy vektor
v € R" sestrojime dvou-rozmérnou nadplochu Py, tj. rovinu, kterd prochézi bodem A a
je rovnobéznd s vektory V = (v,0) a e,41. Prunik roviny P, s nadplochou § je kiivka C,
ktera prochazi bodem A a jejiz parametrické rovnice jsou

x=a+vt, y=fla+vt)=F(t), it| < 6.
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Bodu A = [a, f (a)} odpovida hodnota parametru t = 0 a teény vektor ke kiivce C v bodé

A je
t = (va\//(a)) :

Protoze kiivka C lezi v nadplose S, musi byt vektor t rovnobézny s tecnou nadrovinou k
nadplose § v bodé A. Pokud ovSem tecna nadrovina existuje.

Priklad. Najdéte derivaci funkce f(z,y) = 22 — zy + y* podle vektoru v = (2,1) v bodé
a=[1,-1].
RESEN{: Funkce F(t) definovand vztahem (1) je v tomto pifpadé

F(t)=f(1+2t,—1+1t) =1 +2t)2 = (1+2t)(—=1+1) + (=1 +1)> = 3+ 3t + 3t>.
Protoze jeji derivace je F'(t) = 3 + 6t, je

fo(l,—1) = F'(0) = 3.

Poznamka. Podle definice je

af . f(alw"7ai717ai+ha&i+17"'7&n)_f(alw"aaifl)aia&lﬁrla'"7an)
(a) = lim :
ox; h—0 h

To znamena, ze pii vypoctu parcidlni derivace podle proménné z; polozime nejprve xp =
ar pro k # ¢ a tim ziskame funkei jedné proménné Fj(z;) = f(a,. .., ai—1, Ti, Qix1, - - -5 Q),
kterou derivujeme v bodé x; = aj.

Priklad. Najdéte obé parcidlni derivace funkce

Fley) = 2y + (y— 1 arcsin(5)’
T,y) ==z — 1) arcsin
Y Y Yy 34y
v bodé a = [2,1].
RESENI. Pfi vipoctu f7.(2, 1) sestrojime nejprve funkei Fy(z) = f(x,1) = 2, jejiz derivace

v bodé z =2 je

dF;
'(2,1) = —
f,ac(?) dx

a pro vypocet f’ (2,1) sestrojime funkci Fy(y) = f(2,y) = 4y, jejiz derivace je

(2) =4,

dFy

=1

f,/y(27 1) =

Zatim jsme definovali derivaci podle vektoru a parcialni derivaci funkce y = f(x) v daném
bodé a. Nasledujici definice definuje derivaci podle vektoru a parcialni derivaci jako funkci
na jisté mnoziné X CX.
Definice. Necht je XcXx mnozina vSech x € X, pro kterd existuje derivace podle
vektoru v v bodé x. Funkce f! : X — R definovand vztahem y = f/(x), se nazyva
derivace podle vektoru v.



Je-li v = e;, nazyvame funkci f’(x) = (x) parcidlnd derivace podle proménné x;.

al’i
Poznédmka. Rozdil mezi predchozimi definicemi je v tom, ze derivace v bodé a v prvni

definici je c¢islo, kdezto druha definice definuje funkci, jejiz hodnota v bodé x je rovna
derivaci v bodé x.

Protoze derivace funkce y = f(x) podle vektoru v a parcidlni derivace jsou definovany
pomoci derivace funkce jedné realné proménné, plati pro né véty o derivaci souctu, soucinu
a podilu, které jsou znamy z prvniho semestru.

Véta. Necht je y = f(x) a ¢ € R. Jestlize existuje f!(a) existuje také f’ (a) a plati
fov(@) = cfi(a).

DUKAZ: Pro vypocet derivace podle vektoru v sestrojime funkce F(f) = f(a+tv) a pro vypocet
derivace podle vektoru cv funkci

F(t) = f(a+ ctv) = F(ct) .
Podle véty o derivaci slozené funkce je F'(t) = cF'(ct), a tedy v bodé t = 0 plati

fiy(a) = F'(0) = cF'(0) = cf{(a). O

Tecnd nadrovina ke grafu funkce y = f(x)

Jak jsme se zminili diifve, je pro kazdy bod a € Dy nenulovy vektor v € R" vektor

t=(v.fi(a) =v+ fi(a)en

tecny vektor v bodé A = [a, f (a)} k jisté kiivee, kterd lezi v n-rozmérné nadplose S dané
rovnici y = f(x).

Predpokladejme, ze v bodé A = [a, f (a)] existuje k nadplose S tecna nadrovina. Ta je
uréena bodem A a n linedrné nezavislymi vektory ty, to, ..., t, v R™"! které lezi v tecné
nadroviné. Predpokladejme, ze jsou to naptiklad vektory

t; = (e, f1.(a)) = (e, fi(a)) = e + fi(a) epsr

které jsou podle predchoziho teéné k jistym kiivkam, které lezi v nadplose & a prochazi
bodem [a, f (a)} € §. Piimym vypoctem se lze presvedcit, ze vektor

n=(fi(a), fa(a),..., fl(a), —1) = Y fi(a)e; — enp
i=1
je kolmy na vSechny vektory t;, a tedy je to vektor normaly k tecné nadroviné. Proto je
rovnice tecné nadroviny

n-(x—a,y— f(a) =0, tj z":(?f

=10z,

(@) (z; —a;) —y+ f(a)=0.
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Tedy za predpokladu, ze v bodé a existuji parcidlni derivace funkce y = f(x), a ze v bodé
[a, f(a)] existuje tetnd nadrovina k nadplose & C R"*! definované rovnici y = f(x), je
jeji rovnice

y—fla)=>

i=1 3;1:1

(a) - (z; — ;). (2)

Nutnéd podminka k existenci te¢né nadroviny je, aby pro kazdé dva vektory t; a to, které lezi
v teéné nadroviné, v nf lezel také vektor t = t; + to (obecnéji kazd4 linedrni kombinace téchto
vektort). Protoze pro kazdé vektory vy a vg lezi v teéné nadroviné vektory t; = (vl, f(,l(a)) a
to = (va, f{,(a)). Tedy musi v nf lezet vektor

t1 -+t = (vi+ve, fl, (@) + fi,(a) .

Na druhou stranu v teéné nadroviné lezi také vektor

t= (V1 + V27f\/71+v2 (a)) :

Jestlize srovname tyto dva vztahy, zjistime, Ze nutnd podminka pro existenci te¢né nadroviny
ke grafu funkce y = f(x) v bodé [a, f(a)] je, aby pro kazdé v; a vq platilo

f\//1+V2 (a) = f\//1 (a) + f\//2 (a) . (3)

Nasledujici piiklad ukazuje, ze tato rovnost obecné neplati.
Piiklad. V bodé a = [0, 0] najdéte derivace funkce f(x,y) = /2% + y3 podle vektoru e; = (1,0),
ex=(0,1)av=e;+e=(11).
RESEN{: Podle definice sestrojime pro vypocet jednotlivych derivaci funkce

Fi(t) = f(t.0)=t,  BO=f0t)=t  F)=/f(t1)=tV2.
7 toho dostaneme

f6,(0,0) = £6,(0,0) =1 a f3(0,0) = V2 # f5,(0,0) + f¢,(0,0) = 2.
Dokonce ani kdyz plati (3) pro kazdé v; a vo, nemusi existovat tetnd nadrovina a dokonce funkce
y = f(x) nemusi byt v bodé a ani spojitd.

Piiklad. Uvazujme funkci

4,2
fwy) =gy o [yl #0000 a f0.0=
Necht je v = (v1,v2) # (0,0). Pak je
4,242
_ vyust
F(t) = f(vit,vat) §1+ ’U?t‘l
pro t # 0 a F'(0) = 0. Podle definice je
_ 4,2
F(0) = lim LU= FO el
=0 t =0 vy + vt

(Pro vy = 0 je funkce rovna nule a pro vg # 0 je to zfejmé). Tedy pro kazdé v; a va plati (3).
Ale protoze
4,2 8
. 7y . T 1
lim ——=1lim-——-=-+#0,
[z,y]la[gm 8 + yt 200 28 1+ 28 2 7
y=x

neni tato funkce v bodé [0, 0] spojité.



Diferencial funkce

Diferencialni pocet je zalozen na tom, ze graf dané funkce y = f(x) nahrazujeme v okoli
bodu A = |a, f(a)] jednodussimi plochami, v prvnim pfiblizenim teé¢nou nadrovinou.
Proto jsou dulezité funkce, pro jejichz graf existuje tecnd nadrovina v libovolném bodé
[x, f(x)], kde x € X = Dy.

Obecnd n-rozmérnd nadrovina v R" ™!, kterd prochézi bodem [a, f(a)] a jejiz normala nen{
kolméa na vektor e, 1, ma rovnici

y— f(a) = é@(% —a;), (4)

kde ¢; jsou realna ¢isla. Z téchto nadrovin budeme vybirat tu, ktera s jistém smyslu nejlépe
nahrazuje graf funkce y = f(x) v okoli bodu [a, f(a)].

Rozdil mezi hodnotou funkce f(x) a hodnotou, kterou dostaneme v bodé x, kdyz nahra-
dime graf funkce nadrovinou (4), je

n=fx) - fla) - z@ —a).

Jestlize presuneme pocatek souradnic do bodu [a, f(a)] a nové souradnice ve sméru os e;,
t=1,2, ..., n, ozna¢ime h; a ve sméru osy e, jako Ay, tj. zavedeme proménné

hi=xi—a;, 1=1,2,...,n, Ay:y—f(a)7
je rovnice nadroviny (4)
Ay = > cih;
i=1

a odchylka 7 je

n(a,h) = f(a+h) = f(a) = 2.ch; = fla+h) = f(a) —c-h, (5)
kde ¢ - h je skalarni souc¢in vektoru ¢ = (¢1,¢9,...,¢,) a h = (hy, ho, ... hy).

Nase snaha bude zvolit vektor c, tj. ¢isla ¢;, tak, aby absolutni hodnota funkce n(a, h)
byla pro mala ||h]| co nejmensi.
Budeme postupovat analogicky jako v piipadé funkce jedné proménné, tj. n = 1. Tam je
a=a,h=ha

n(a, h) = fla+h)—f(a) —ch.

7 této rovnice plyne pro h # 0 vztah

In(a,h)| ’f(a +h) — fla) —ch
i h

fla+h) = f(a)
- | : — . (6)

Aby byla piimka Ay = ch, tj. y — f(a) = ¢(x — a), tecna ke grafu funkce y = f(z) v bodé
[a, f(a)] museli jsme zvolit

iy i Sla+h) — f(a)
o= ) =y T



Ze vztahu (6) je vidét, ze tento pozadavek je ekvivalentni tomu, ze

nla,h)]
e

Proto budeme pro funkci n proménnych po vektoru ¢ pozadovat, aby platilo

_|n(a,h)|
T I (7)

Definice. Necht je ddna funkce f : X — R, X C R", a bod a € X°. Jestlize existuji
realnd ¢isla ¢y, ca, ..., ¢, takovd, Ze pro funkci n(a, h) definovanou vztahem (5) plati (7),
fikame, ze funkce y = f(x) je diferencovatelnd v bodé a.

Je-li funkce f = f(x) diferencovatelnd v bodé a a ¢ = (¢, ¢a, ..., ¢,) takové, ze plati (7),
nazyvame linearni funkci n proménnych h = (hy, ha, ..., h,), definovanou vztahem

df(a,h) = écihi _c-h (8)

)

diferencial funkce y = f(x) v bodé a.

Definice. Jestlize ma funkce y = f(x) v bodé a diferencidl (8), nazyvé se nadrovina s
rovnici

y—fla) = ;Cz’(%‘ — a;) (9)
tecnd rovina ke grafu funkce y = f(x) v bodé A = [a, f(a)].

Poznamka. Kdyz srovndme definici diferencidlu (8) a te¢né nadroviny (9), vidime, ze se jedna
o tytéz objekty. Vztah pro diferencidl je vlastné rovnice te¢né nadroviny v soufadnicich df =
y — f(a) a h; = x; — a;. Proto se ¢asto prozivé, zejména pii zdpisu funkce y = y(x), znaceni
df =dy a dz; = z; — a; a diferencial (8) se piSe ve tvaru

n
dy = > ¢idx;.
i=1
Pozdéji uvidime pocetni vyhody tohoto znaceni.

Podobné lze definovat diferencial zobrazeni F : X — RF kde X C R™ Je-lia € X°
sestrojime pro “mala”h zobrazeni

n(a,h) =F(a+ h) — F(a) — Ch,

kde C je matice typu k x n. V soutadnicich 1ze tuto rovnici zapsat ve tvaru

ni(a,h) = Fi(a+h) — F(a) — > Cjh;.
=1

Definice. Jestlize existuje matice C takova, ze

n—0 ||h]|
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nazyva se zobrazeni y = F(x) diferencovatelné v bodé a a linearni zobrazeni proménné h
definované vztahem

dF(a,h) = Ch
diferencidl zobrazeni y = F(x) v bodé a.

Véta. Zobrazeni y = F(x) je diferencovatelné v bodé a prave tehdy, kdyz jsou vSechny
jeho slozky diferencovatelné funkce v bodé a a plati

dF(a,h) = (dFi(a,h),dFy(a,h),...,dF,(a, h)).

Poznamka. Diferencidly, které jsme definovali vySe, se nazyvaji upiné nebo totdlni diferencidly.
To souvisi s tim, ze jsme vektor h € R™, o ktery jsme se posouvali z daného bodu a zvolili tak,
abychom dostali okoli U(a) bodu a € X°. Proto jsme méli n linedrné nezavislych posunuti. Je
ale mozné vybrat podprostor V C R" dimenze r a pozadovat, aby byl vektor h € V. Pak mame
pouze r linedrné nezavislych posunuti a dostavame tzv. parcidlng diferencidly.

Dale se definuji diferencialy funkce vzhledem k mnoziné M C X. Pfi jejich definici se pozaduje,
aby a € M a uvazuji se pouze takové posunuti h, pro kterd je a+h € M.

Nésledujici véta ukazuje souvislost diferencialu funkce y = f(x) s derivacemi funkce podle
vektoru, specialné s parcidlnimi derivacemi.

Véta. Je-li funkce y = f(x) diferencovatelnd v bodé a, existuje jeji derivace v bodé a
podle kazdého vektoru v a plati

fy(a) =df(a,v). (10)

DUKAZ. Jestlize ma funkce y = f(x) v bodé a diferencidl df(a,h) = > c;h;, je
i=1

F@+h) - f@) - Yeih
lim =1

=0.
h—0 Ikl

Pro v = 0 je tvrzeni (10) trividlni. Necht je v # 0. Pak je také limita vzhledem k mnoziné
h=tv

fla+h)— fa) - ;h

‘f(a +tv) — f(a) — écitvi

li =1 =0.
b ] 50 DI
h=tv

Tedy plati

t _ n
%‘f(a+ ‘;) f@) sl =0
=1
Ale to znamen4, ze
fi(a) = lim flattv) = J@) s~ dfav). O
—0 t i=1



Jestlize v této vété zvolime v = e;, dostaneme

0
fol) = fila) = o (@) =c

Tedy pokud existuje diferencial funkce y = f(x) v bodé a, existuji parcidlni derivace
funkce f(x) v bodé a a plati

-(a) h; . (11)

Specidlné rovnice te¢né roviny jsou dany vztahem (2).

Definice. Necht je funkce y = f(x) diferencovatelnd v bodé a. Pak vektor

grad f(a) = (fi(a), fa(a)...., [1.(a)) (12)
nazyvame gradient funkce f(x) v bodé a.

Pomoci gradientu lze diferenciél funkce f(x) v bodé a zapsat jako skaldrni soucin

df(a,h) = (grad f(a)) - h

a vztah (10) pro derivaci funkce f(x) podle vektoru v v bodé a jako

fL(a) = (grad f(a)) - v.

Poznamka. Abych vysvétlil znaceni a nézvoslovi, které se v matematice obvykle pouziva, vratim
se na chvili k funkci jedné redlné proménné y = f(x). Pro ni je diferencidl v bodé a definovan
jako linedrni zobrazeni R — R (graf je pifimka, ktera prochézi pocatkem)

df(a,h) = ch,

kde pro redlné ¢islo ¢ plati
| fat ) — fla) — ]
im =0.
h—0 ’h’

Cislo ¢, pomoci kterého je linedrni zobrazeni df(a,h) definovano, jsme nazvali derivace funkce
f(z) v bodé a a oznacili f'(a), tj. psali jsme

df(a,h) = f'(a)h.

Pro zobrazeni F : R® — R* jsme postupovali podobné. Nejprve jsme definovali diferencisl
zobrazeni F(x) v bodé a jako linedrni zobrazeni

dF(a,h) = Ch,

kde matice C ma vyse zminéné vlastnosti a urcuje toto linedrni zobrazeni. V analogii s funkci
jedné redlné proménné se ozna¢i C = F’(a), tj. diferenciél se zapise ve tvaru

dF(a,h) = F'(a)h



a matice F'(a) se nazve derivace zobrazeni F(x) v bodé a.
Naptiklad derivace funkce n proménnych f(x) v bodé a je vektor

f/(a> - (f,,l(a>7 f,IQ(a)7 ) f,/n(a>) - gradf(a) .
Pro zobrazeni F(x) = (Fi(x), F, (x),...,Fr(x)), kde x € R™ je derivace F'(a) matice typu
k x n se slozkami

F;
(F’(a))ij:gx‘(a), i=1,2,...,k, j=1,2,....n.
J

Zatim jsme definovali diferencidl funkce nebo zobrazeni v bodé a. Podobné jako pro
derivace podle vektoru v bodech, kde existuje diferencial, definuje zobrazeni, které se
také nazyva diferencial.

Definice. Necht je f: X - R a M C X C R". Jestlize je funkce f(x) diferencovatelnd,
v kazdém bodé mnoziny M, tikdme, zZe je diferencovatelnd na mnozinée M.



