Prednaska 6
Funkce definované implicitné a regularni zobrazeni

Funkce definované implicitné

V prvni ¢ésti této prednasky se budeme zabyvat nasledujicim problémem:

Je dano s spojitych funkei

Fr(z, 20, T Y1, Y2, -+, Ys) = Fr(x,y), k=1,2,...,5.

Otédzka je, kdy existuji, alespon lokalné, tj. v okoli daného bodu [a, b}, spojité funkce
y1 = [1(X), yo = fa(X), ..., ys = [s(x) takové, ze pro kazdé k =1, 2, ..., s plati

Fro(x,£(x)) = Fy(z1, 32, . .., 20, [1(X), fo(x), ..., fs(x)) = 0.

Jak se obecné postupuje pii feSeni tohoto problému, ukédzeme na nejjednodussim piiklade
r =s = 1. V tomto piipadé jde o feseni rovnice F'(x,y) = 0 v okoli jistého bodu [a, b].
Nejprve musime zaruéit, ze rovnice F'(z,y) = 0 ma aspon néjaké feseni. Proto musime
predpoklddat, ze F'(a,b) = 0.

Abychom zaruéili existenci fesenif rovnice F(z,y) = 0 v okoli bodu [a, b], pouzivaji se na
funkei F'(z,y) ruzné predpoklady.

My budeme predpokladat, ze je funkce F'(x,y) spojitd v okoli bodu [a, b] a ze v jistém okoli

tohoto bodu existuje spojita parcidlni derivace podle proménné vy, tj. a—(m, y), kterd je v
Y

bodeé [a, b] ruznd od nuly. Za téchto predpokladu lze, alespon teoreticky, sestrojit pro kazdé
x z néjakého okoli bodu a spojitou funkei y = f(x), kterd je feSenim rovnice F'(x,y) = 0,
tj. spojitou funkci, pro kterou plati F’ (x, f (x)) = 0. Naznacime princip této konstrukce.
Oznaéme C = [ (a,b) # 0 a uvazujme zobrazeni ®(z,y) = y — éF(m,y). Rovnice
F(z,y) = 0 je pak ekvivalentni rovnici y = ®(x,y). Navic plati ®(a,b) = b, funkce ®(z,y)
je spojitd v jistém okoli bodu [a, b], existuje parcidlni derivace ®’,(z,y), kterd je spojitd
v jistém okoli bodu [a,b] a @’ (a,b) = 0.

Pro dané x budeme rovnici y = ®(z, y) fesit metodou postupnych aproximaci. Sestrojime
posloupnost bodu yo = b, y1 = ®(x,4), y2 = P(x,v1), .-, Yns1 = P(z,yn), ... a
dokazeme, ze y(z) = nh_g)lo Y. Jestlize na tusecce, kterd spojuje body [z, y,] a [z, yni1] ex-
istuje parcidlni derivace @, (z,y), pak podle Lagrangeovy véty o sttedni hodnoté existuje
n takové, ze bod [z, n] lezi na této usecce a plati

‘yn-i-l - yn‘ = ‘(I’(%yn) - (I)(x:yn—l)’ = ‘(Py(l‘,’l’]){ : }yn - yn—ll .

Nasim cilem je ukézat, ze existuje > 0 takové, ze pro kazdé x € (a — §,a + d) a pro
kazdé n je

’ynJrl_yn‘gK‘yn_ynfl‘v kde K <1.
Pak totiz budeme moci pouzit obecnou vétu o feseni rovnice © = f(x), kde f: M — M a
M je metricky prostor. Tato véta, tzv. véta o kontrahujicim zobrazeni se pomérné casto



pouziva, a proto ji zde uvedeme. Pojem tplného prostoru, ktery se v této vété objevi
zavedeme, az bude zfejmé, pro¢ ho budeme potiebovat.

Véta. Necht je M tplny metricky prostor s metrikou p a f : M — M, pro které plati:
Existuje K € (0,1) takové, ze pro kazdé x, y € M je

p(f(x), f(y) < Kp(z,y). (1)

Pak existuje pravé jedno x € M takové, ze x = f(x).
DUKAZ: Vezmeme libovolné g € M a sestrojime posloupnost x1 = f(xg), 2 = f(z1), ...,
Tnt1 = f(xp), ... Protoze plati (1) je

plaz,x1) = p(f(21), f(20)) < Kp(w1,20) -

Necht je n > 1. Indukef se snadno ukdze, Ze

P($n+1a$n) = P(f(%z),f@n—l)) < KP(fEnal"n—l) < KnP(l”l,%o) .

Necht je m > n. Pak z trojihelnikové nerovnosti postupné dostaneme

m—1
P(xm, xn) < p(Xm, Tm—1) + p(Tm—1,2n) < ... < D> p(Trg1, @) <
m—1 00 T_T}('n (2)
< > K'p(x1,70) < Y0 K"p(w1,70) = p(T1,T0) -
r=n r=n 1-K

Protoze K € (0, 1) plyne z této nerovnosti tvrzeni, ze pro kazdé ¢ > 0 existuje ng takové, ze pro

kazdé m > n > ng je p(zm,xn) < €.

Budeme potiebovat, aby z této podminky plynula existence limity lim xz,, = x. To je pravé
n—oo

predpoklad tzv. uplnosti metrického prostoru M.

Budeme se tim na chvili zabyvat trochu podrobngji. Obecné plati véta:

Véta. Necht je z,, posloupnost v metrickém prostoru M s metrikou p. Jestlize existuje lim z, =
n—oo

x € M, pak ke kazdému & > 0 existuje ngy takové, ze pro kazdé m > n > ng je p(xm,zy,) < €.

DUKAZ: Podle definice limity existuje ke kazdému e > 0 piirozené &islo ng takové, Ze pro kazdé
n > ng plati p(z,, z) < %5. 7Z trojuhelnikové nerovnosti pak dostaneme, ze pro kazdé m, n > ng
je

P, 2p) < p(@m, z) + p(z,2,) < Je+3e=ec. O

Definice. Posloupnost x,, v metrickém prostoru M s metrikou p se nazyva cauchyovskd, jestlize
spliiuje tzv. Cauchy-Bolzanovu podminku:

Ve > 03dng € N;Vm, n > ng plati p(am,,z,) <c. (3)

Predchézejici véta iika, ze kazdé posloupnost v metrickém prostoru, ktera konverguje v M, je
cauchyovskd. Opak ale obecné neplati. Jako piiklad muze slouzit mnozina vsech racionédlnich
Cisel, protoze posloupnost racionalnich ¢isel muze konvergovat k iraciondlnimu é&islu. To je
hlavni duvod, pro¢ se mnozina racionédlnich ¢isel rozsifuje na mnozinu realnych ¢éisel. V. mnoziné
redlnych ¢isel totiz plati, ze kazdé cauchyovska posloupnost konverguje. Od mnoziny racionalnich
Cisel 1ze prejit k mnoziné redlnych ¢isel tak, ze doplnime ¢isla, kterd jsou limitami cauchyovskych
posloupnosti racionalnich ¢isel. Podobné ” ziiplnéni” lze provést v libovolném metrickém prostoru.
To nés vede k nasledujici definici.



Definice. Metricky prostor M se nazyva uplny, jestlize kazda cauchyovskd posloupnost x,, € M
m4 limitu v M.

Nyni se muzeme vratit k dukazu véty o kontrahujicim zobrazeni. V (2) jsme ukézali, ze posloup-
nost z, je cauchyovska a protoze predpokladame, ze M je dplny metricky prostor, existuje
lim z, =x € M.

n—oo
O tomto x ukdzeme, zZe je FeSenim rovnice z = f(x). To plyne z nasledujici uvahy:

p(w, f(2)) = lim p(zni1, f(2)) = lim p(f(zn), f(2)) < K lim p(an,z) = 0.

Tedy p(z, f(x)) = 0 a podle definice metriky je z = f().
Nakonec jesté ukdzeme, ze FeSeni je jediné. Necht plati z = f(z) a y = f(y). Pak je

p(z,y) = p(f(2), f(y)) < Kp(z,y).
A protoze K € (0,1) je p(z,y) =0, tj. x = y. O

Po této odbocce se vratime k dukazu existence feseni rovnice F(z,y) = 0 neboli y =
O(x,y).

Protoze predpoklddame, ze je &', (x,y) v okoli bodu [a, b] spojita funkce a plati ¢’/ (a,b) =
0, existuje A > 0 takové, ze pro kazdé [z,y] € (a — A,a+ A) x (b— A, b+ A) = O plati
9, (2.1)]| <

Podle predpokladu je funkce ®(x,y) spojitd v jistém okoli bodu [a, b] a plati ®(a,b) = b.
Proto existuje §, 0 < 6 < A takové, ze pro kazdé = € (a — §,a+9) je ‘q)(:c, b) — b| < iA.
Necht je z € (a — 0,a + &) pevné. Pak je

1 —wo| = [@(2,0) =] < F A,
a tedy [z,y1] € O. Déle plati
lyo—vo| < |v2—w1|+|y1—vo| = [®(z, y1) =Pz, y0) |+ |v1—w0| = (|¥',(z,m)| + 1) |y1—0l-
Ale protoze [x,m1] € O, plati |<I>fy(x,7]1)‘ < % To znamen4, ze
lyo = 0| < (3 +1) |1 — b = 2|®(z,0) —b| < EA < LA

Tedy bod [z, ys] € O.
Jestlize predpokladame, ze [z, yx] € O pro k =0, 1, ..., n, plati nerovnost

}yn—&-l - yn| = |(I)<I7yn> - qD(*Tayn—l)‘ = |‘I>fy($777n)‘ {yn - yn—l‘ < % ‘yn — Yn-1

Y

protoze [z,n,] € O. Z toho plyne, ze pro n > 1 plati ‘ynﬂ — yn‘ < 2*”|y1 — yo‘. Pak je

|Yn41 — vo| < E;Olym — | < Z%?‘T!yl — o < 2;02‘%1 —yo| =2y —wo| < 5A.

To ale znamena, ze ‘ynﬂ —b| < %A, neboli [z, y,11] € O. Z axiému matematické indukce
pak plyne, ze pro z € (a — d,a + 6) je [x,y,] € O pro kazdé n € N.
Necht je 2 € (a — §,a + 0) pevné. Pak pro kazdé n € N plati nerovnost

|yn+1 - yn| < % |yn - yn—l’
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a Yy, € <b — %A,b + %A> Stejné jako ve vété o kontrahujicim zobrazeni lze ukézat,
ze posloupnost y, je cauchyovska a protoze je interval <b — %A,b + %A> C R tplny
metricky prostor s metrikou p(yi, y2) = |y1 — yo|, existuje v ném prévé jedno feseni rovnice
y = ®(z,y) neboli F(z,y) = 0. Proto existuje funkce f: (a —d,a +0) = (b — A, b+ A)
definovand predpisem y = f(x), kde y je pravé nalezené reseni.

Podrobnéjsi zkoumani ukazuje, ze funkce y = f(x) je na intervalu (a — d,a + &) spojita.
Jestlize budeme navic predpoklddat, ze je funkce F'(z,y) diferencovatelnd, je na intervalu
(a — d,a+ ¢) diferencovatelnd také funkce y = f(z) a plati

y(z) = —=——=d,
Fy(x,y)
neboli F (2.)
/ €T x7y
y(@) = ———+. (5)
Fy(x,y)
Vztah (4) je vlastné feSenim rovnice
OF OF
F Sl =y =
dF(z,y) e dx + 5 dy

a vztah (5) lze ziskat tak, ze derivujeme rovnici F'(z,y(x)) = 0 podle proménné z. Podle
véty o derivace slozené funkce je totiz

d _OF  0F dy
a(F(z,y(m))) _%+a_y£_0'

Téchto postupu se ¢asto k vypoctu diferencidlu a derivace implicitné definované funkce
casto pouziva.

Zobecnéni uvedeného postupu, které uz ale uvadét nebudeme, vede k nasledujici vété o
implicitnich funkcich.

Véta (o implicitnich funkcich). Necht je a = [a,b] = [a1, as, ..., ar, b1, ba, ..., by]. Necht
jsou funkce Fi(x,y) = Fp(x1,...,%m41,---,Ys), k = 1,2, ..., s, spojité v jistém okoli
bodu a a maji v tomto okoli vSechny parcidlni derivace 8—k(x, y), které jsou spojité v

Ye
bodé a. Necht plati

1. Fy(a,b)=0,prokazdé k=1,2, ..., s;
OF},

2. det C # 0, kde C je matice se slozkami Cy, = a—(a, b).
Ye

Pak existuji 6 > 0 a A > 0 takové, ze ke kazdému x € 7 = {x; |, —a;| <6, 1=
1,2, ..., r} odpovid4 prave jednoy € J = {y; lye —be] < A, 0=1,2,..., s} takové,
ze pro vSechna k =1, 2, ..., s plati Fj(x,y) = 0.

Soutadnice y, tohoto bodu definuji funkce

yk:@k(I17I2,...,I‘T)7 k:1,27...787

které jsou spojité na intervalu Z.



Jestlize maji vSechny funkce Fi(x,y) na mnoziné Z x J diferencidl n—tého tadu, maji
vechny funkce yr = pp(x) diferencial n—tého fddu na mnozine Z.
Jestlize jsou vSechny funkce Fi(x,y) € C,,(Z x J), jsou i vSechny funkce pi(x) € C,(Z).

Véta se dokazuje podobné jako pitklad r = s = 1, jehoz ditkaz jsme naznaéili. Z podminky
det C # 0 plyne existence inverzni matice C~! se slozkami (Cfl) e & misto soustavy Fj (x,y)=0
se pro pevné x postupnymi iteracemi fesi ekvivalentni soustava yr = ®r(x,y), kde

S

O =y — ézl(cfl)MFg(x,y) .

Podrobnosti zde uvadét nebudeme.

Pro funkce definované implicitné lze najit jejich derivace nebo diferencidly, i kdyz samotné
funkce explicitné vyjadrit neumime. V praxi postupujeme tak, ze ovéiime predpoklady
uvedené véty a pak najdeme prvni diferencidly funkei y = y(x) pomoci soustavy rovnic

- OF, - OF)

dF}, = X, dl’z—i‘
g ;(%i( y) ezzlaye

(x,y)dy,=0. (6)

Reseni této soustavy linedrnich rovnic pro neznamé dy, existuje v bodech, kde je deter-
minant

OF;, D(Fy, Fs, ..., Fy)
D(x,y :det<—> JY) = x,y) #0. 7
( ) 3y£ ( ) D<y17y27"'7ys) ( ) ( )
A protoze dy, = Z%(X, y)dz;, najdeme velmi snadno z prvniho diferencidlu také
i=10%;

parcialni derivace.

Lze ovSem postupovat i tak, ze derivujeme rovnice Fj(x,y(x)) = 0 podle proménné z;.
Y ?
Kdyz pouzijeme vétu o parcidlnich derivacich slozené funkce, ziskame soustavu

5o xy) + 35 ) G = 0. 0

83:'2-

Tuto soustavu muzeme opét jednozna¢né fesit za podminky (7).

2

Abychom nagli druhé diferencidly d?y,, respektive druhé parcidlni derivace 5 gk (x),
T;0Z;

spocitame druhy diferencidl funkei Fi(x,y), respektive jeji druhou derivaci podle promén-

2 k
S0

nych z; a x;. Timto zpusobem ziskdme soustavu rovnic pro d?y,, respektive
kterda mé opét za podminky (7) jediné feseni.

Piiklad. Najdéte vsechny druhé parcialni derivace funkce z = z(x,y), kterd je definovana
rovnici

F(z,y,2) = 20% —y* + 2° + 6ayz + 22 = 0 9)
v bodé [1,2,0].
RESEN{: Nejprve ovéiime predpoklady véty o implicitnich funkeich. Dosazenim snadno
zjistime, ze F(1,2,0) = 0. Funkce F(z,y, z) € Cx(R®) a protoze F',(x,y, z) = 32> + 6xy,
je F.(1,2,0) = 12 # 0.



Protoze jsou splnény vsSechny predpoklady véty o implicitnich funkcich, definuje rovnice
(9) na néjakém okoli bodu [1,2] funkei z = z(z,y), jejiz hodnoty lezi v jistém okoli bodu
z=0.

Abychom nasli parcialni derivace této funkce, derivujeme rovnici

2% — y* + 2°(2,y) + 6zyz(z,y) + 20 =0

podle proménnych x a y. Tyto derivace davaji

0 0 9,
4x—|—322—z+6yz+6xy—z+2:0, t]. 6yz+4x+2+(6xy+322)—z
ox ox ox

—2y + 322 g—; + 6zz + 6y g—; =0 tj. 6xz— 2y + (6zy + 32?)

=0,
(10)

oz
dy

Toto jsou rovnice, ze kterych muZeme za podminky 6zy + 322 # 0 najit parcidlni derivace

0z 0z

— a —. Specialné pro x =1, y = 2 a z = 0 dostaneme
or Oy
0z 0z 0z 1 0z 1
6+12—(1,2)=0 —4+12—(1,2) =0, tj. —(1,2)=—= —(1,2) = —.
+ 813( ’ ) ’ + ay< ’ ) ? -] ax( ) ) 27 ay< ? ) 3

Abychom nasli druhé parcidlni derivace, derivujeme rovnice (10). Jestlize derivujeme prvn{
rovnici podle proménné x, dostaneme

0z O0z\ 0z 0?2
6y = +4+ (6y+62 5= ) 2= + (6zy +32%) S = 0.
y8x+ T\ e 8m+(xy+ Z)axz
o . / 1 , . 22 2
Protoze prox =1,y =2a 2 =0 je 2, = —3, dostaneme z této rovnice m(l,Q) =3
’ x

Jestlize derivujeme prvni rovnici v (10) podle proménné y, dostaneme vztah

0z dz\ 0z o 0%z
6z+6ya—y+<6x+6za—y>a—x+(6xy+3y)6xay—0,
0z 1

-
Kdyz bychom derivovali druhou rovnici v (10) podle proménné z, dostali bychom opét
2%, Derivaci této rovnice podle proménné y, ziskdme rovnici

kteréhoprox =1,y=2,2=0, 2. = -1 a2 =1plyne ——(1,2) =
ze kterého pro x y z 2, 5 a2, =3 plyn 8x8y( )

0z 02\ 0z 02z
62 22 — 2 <6 6—)— 6y +322) 22 — 0,
xé’y + (6 + 62 5 ay—i—(:t:y—l— Z>8y2
2
1
ze které v daném bodé plyne g—?;(l, 2) = —5

Ukéazeme jesté postup, ktery pouzivéd diferencidlu funkce F'(x,y,z). Pro jeji diferencidl
plati

dF(z,y, 2) = 4rdr — 2ydy + 322 dz + 6yzdz + 6rzdy + 6oy dz + 2de =
= (6yz + 4z + 2)dz + (622 — 2y) dy + (62y + 32%)dz = 0.

6



Vsimnéte si, ze tento vztah je soucet prvni rovnice v (10) vynésobené dz a druhé vynaso-
bené dy, a tedy obsahuje obé tyto rovnice zaroven. Pro x = 1, y = 2 a z = 0 dostaneme

6dr —4dy +12dz2 =0, tj. dz= —%dx—l— %dy.
A protoze dz = 2/, dx + 2/, dy, dostaneme opét /,(1,2) = —3 a 2/,(1,2) = 3.
Pti vypoctu druhého diferencialu si musime uvédomit, ze proménné z a y jsou nezavislé,
a proto je d?z = d%y = 0. Naopak z je zavisla na proménnych z a y, a proto nemusi platit
d?z = 0. Druhy diferencidl funkce F(x,y,2) dava

(6zdy + 6y dz + 4dw) dr + (6zdz + 6z dz — 2dy) dy+
+(6y dz + 62 dy + 62 dz) dz + (6zy + 32?)d?z = 0.

Protoze prox =1,y=2,2=0je dz = —% dx + %dy, plyne z této rovnice

—8da® + 2dzdy +2dy* + 12d°2 =0, tj. d’z=2d2®—idedy— Ldy°.

"

A protoze d*z = 2%, da® + 22", dx dy + 2, dy?, dostaneme srovnanim téchto vztahi opét

G2 =5  A02)=-5.  #,02) =5

Priklad. Necht jsou funkce y = y(z) a 2z = z(x) feSenim soustavy rovnic

-4+ =1, xy+xz+yz=3 (11)

v okoli bodu [1, 1, 1]. Najdéte Taylorovy polynomy stupné 2 funkei y = y(x) a z = z(x)
se sttedem v bodé z = 1.

RESEN{: Taylortiv polynom stupné dva funkce f(z) se sttedem v bodé z = 1 je

L(f;2) = f(1) + (1) (@ = 1) + 5 /(1) (= = 1)*.

Proto musime najit prvni dvé derivace funkei y = y(z) a 2z = z(z) v bodé x = 1.

Pro z = y = z = 1 jsou obé rovnice splnény a obé funkce v rovnicich jsou t¥idy Cu(R?).
Podminka na determinant z véty o implicitnich funkcich zarucuje jednoznacnou fesitelnost
nasledujici soustavy a ovéfime ji béhem vypoctu.

Jestlize derivujeme obé rovnice v (11) podle z (protoze y = y(x) a z = z(z) tam jind
nezavisld proménna vlastné ani neni), dostaneme vztahy

2r — 2yy' +32%2' =0, y+z+(@+2)y+(@x+y)=0. (12)
V bodé z =y = z =1 je to soustava

2—-2y+32 =0, 2+2y +22 =0,

kterd ma jediné fefenf y'(1) = —1, 2/(1) = —%. Protoze m4 uvedend rovnice pravé jedno
feseni, je podminka na determinant ve vété o implicitnich funkei splnéna.

Druhé derivace funkei y = y(x) a z = z(z) dostaneme tak, ze derivujeme obé rovnice v
(12). To dava

2—2(y)? 4 62(2')% — 2yy" + 322" =0,
Y+ + 1+ + 1 +y) + (e +2)y" + (x+y)" =0.

7



Kdyz dosadime r =y=z2=1ay = —é, Z' = —%, dostaneme soustavu

o " _ _ 54 /" "= 42
2y" +32" = -5, 2y +227 = 55
e e 117 " — _ 12
Jeji feseni je y" = 5r a 2 (1) = 125°

Hledané Taylorovy polynomy tedy jsou

y(z) ~ 1= L(z—=1)+ L (z - 1)*, @) ~1—2(z—1)— & (z—1)°.

Priklad. Necht je funkce F(x,y) = F(x1,Zo,...,T,,y) spojitd v n&jakém okoli bodu
[a, b} = [ay, az, . .., a,,b], ma v okolf tohoto bodu diferencidl prvntho fddu a F”,(a,b) # 0.
Pak je rovnici F(x,y) = F(a,b) = C v okoli bodu a definovédna préavé jedna funkce
y = f(x), jejiz hodnoty jsou v okoli bodu b a plati f(a) = b. Tato funkce mé v bodé a
diferenciél prvniho fadu, a proto k jejimu grafu existuje v bodé [a, b] tecna rovina. Jeji
rovnice jsou

o (a) (x — a;). (13)
Podle véty o implicitnich funkcich jsou ale

of , . Fy
e (a) = _E<a> b).

Jestlize tento vztah dosadime do (13) v vyndsobime F” (a,b), dostaneme rovnici tecné
roviny ve tvaru

S (@) (5~ a) + Fyfab) (s = ) = 0.

V tomto vyjadieni tecné roviny nehraje proménna y specialni roli jako dfive a muzeme ji
povazovat za dalsi soutadnici z,1.

Obecné plati, ze pokud je funkce F(x) spojitda v okoli bodu a, ma v okoli tohoto bodu
diferenciél prvniho tadu a || grad F'(a)|| # 0, definuje rovnice F'(x) = F(a) v okoli bodu
a jistou plochu v R™. Tato plocha ma v bodé a tecnou rovinu, jejiz rovnice jsou

l_ilFi(a) (z; —a;) =0, mneboli (grad F(a))-(x—a)=0. (14)

Z tohoto vyjadreni je vidét, ze vektor grad F'(a) je normdlovy vektor k plose definované
rovnici F'(x) = F(a) v bodé a.

Regularni zobrazeni

Nyni budeme podrobnéji zkoumat zobrazeni f : M — R" kde M C R" je oteviend
mnozina. Obraz bodu x € M budeme znacit y = f(x) nebo pomoci jeho slozek

e = fe(xr, 20, .o 2n), kde k=1,2,...,n.



Definice. Necht je M C R" oteviend mnozina a f : M — R™. Rekneme, 7e zobrazeni f
je regquldarni zobrazeni mnoziny M, jestlize f € C1(M) a pro kazdé x € M je

of of ok
Oxy’ Oxy’ 7 Oxy,
on of  of
J(x) =det | Oxy" Oxy” 7 Oz, | (%)

_ D(fl?f?a---vfn)

D(zy,x9,...,2,)

(x) #0. (15)

of of,  oF,

Oxy Oxy’ 7 Oxp

Derivace zobrazeni f, tj. matice

on o5 oh
Oxy Oxy’ 7 Oz,
f'(x) = | 0xy” 0" 77 Oz, | (%)

oh 01, o,

Oxy Oxy’ 7 Ox,

se nazyva Jacobiho matice a jeji determinant (15) nazyvame Jacobiho determinant neboli
jakobidn zobrazeni f.
Nejprve dokazeme jednu jednoduchou vétu o jakobidnu slozeného zobrazeni.

Véta. Necht jsou M a N oteviené podmnoziny R* a f : M — N ag: N — R" jsou
zobrazeni tiidy Cy (M) a C(N). Pak pro jakobian slozeného zobrazeni h = gof : M — R”

plati
D D D
(h17h27 7hn)(x _ (91792, 7gn) (f(X ) (f17f27 7fn)
D(zy,29,...,2,) D(y1,y2, - Yn) D(xy,z9,...,2,)

(%)
DUKAZ: Podle véty o parcidlnich derivaci slozené funkce plati pro Jacobiho matice
h'(x) =g (f(x)) - f'(x).
Tvrzeni véty pak plyne z véty o determinantu sou¢inu matic. O

Dusledek. Necht jsou f : M — R™ a g : N — R" regulérni zobrazeni a f(M) C N. Pak

je slozené zobrazeni h =gof : M — R” regularni.

DUKAZ: Podle véty o derivaci slozeného zobrazenf je slozené zobrazeni h € C1 (M) a z predchozi
véty plyne, ze jakobidn zobrazeni h je roven souc¢inu jakobidnii zobrazeni g a f, a tedy je nenulovy.
O

Poznamka. Uvedeme souvislost regularniho zobrazeni s vétou o implicitné definované
funkci. NapiSeme-li totiz rovnice yr = fi(x) ve tvaru Fi(y,x) = fr(x) — yr = 0, spliuje
soustava rovnic Fi(y,x) = 0, kde &k = 1, 2, ..., n, vSechny predpoklady véty o im-
plicitnich funkcich (pouze je zaménéna role x a y). Proto ke kazdému bodu |a, b], kde
b = f(a) existuji okoli bodu a a b, ve kterém lze tuto soustavu vyftesit, tj. psat x = ¢(y).
To znamend, ze pro regularni zobrazeni existuje vzdy aspon lokdlné inverzni zobrazeni.
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Presné vyjadiuje tyto uvahy nasledujici dulezita véta, kterou uvedeme bez dukazu.
Véta. Necht je f regularni zobrazeni oteviené mnoziny M C R™. Pak plati:
1. ke kazdému bodu a € M existuje jeho okoli U(a) takové, ze zizeni zobrazeni f na
U(a) je prosté;
2. je-li A C M oteviend mnozina, je f(A) oteviend mnozina v R™;
3. je-li f prosté reguldrni zobrazeni, je jeho inverzni zobrazeni ¢ : f(M) — M také

regularni.

Poznédmka. Prosta regularni zobrazeni slouzi k zavedeni ruznych kiivocarych soutadnic a
setkdame se s nimi pozdéji pii integralnim poctu.
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