8 KOOPERATIVNI HRY
DVOU HRACU

WX
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V této kapitole se budeme zabyvat situacemi, kdy hraci mohou
pred zacatkem hry uzavfit zavaznou dohodu o tom, jaké pouZiji
strategie, vygenerovany zisk si vS8ak nemohou prerozdélit (tak
je tomu napfiklad vzdy, kdy hodnoty vyplatni funkce pfedstavuji
uzitek jedince).

Ve Ctvrté kapitole jsme uvazovali nasledujici priklad:

O Priklad 1 — Konflikt typu manZelsky spor.

Pfedstavme si manzelsky péar, v némz maji partnefi ponékud od-
liSné nazory na nejlepsi vyuZziti volného vecera: Zena dava pred-
nost navstévé boxu, muz fotbalu. PUjdou-li na box, pfinese to
vétsi uzitek Zené a mensi muzi, ptjdou-li na fotbal, bude tomu
naopak. Pljde-li vak kazdy jinam, bude vysledkem celkové roz-
ladéni a uZzitek bude pro kazdého z nich mensi, neZz by tomu
bylo v pfipadé navstévy méné preferované akce. Situaci si mi-
Zeme znazornit napfiklad nasledujici dvojmatici popisujici uzitek
pro Zenu a muZe pfi jednotlivych kombinacich traveni volného
vecera:
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PepiCek

Strategie Box Balet
Box (2,1) « (0,0)

Maruska T 1
Balet (0,0) — [1,2)

Rovnovazné body v ryzich strategiich: (Box, Box), (Balet, Balet)
Rovnovazny bod ve smisenych strategiich:
m(p.q) =2pq+1(1—p)(1 —q) =3pg—p—q+1

T2 (p,q) = 1pg +2(1 — p)(1 — q) = 3pg — 2p — 2¢ + 1

WX
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m(p,q) =pBq¢—1)—qg+1, m(p,q) =qBp—2)—2p+1

Reakéni kfivky:

0 ...qe(0,%) 0 ...pe(0,2)
Ri(g) =1 (0,1) ...q=3 Ro(p)=1q (0,1) ...p=3
1 ...qe(3,1) 1 ...pe(()
q A
1 9
. ®
0 3 1 P

Teorie her © Magdalena Hyk$ova, FD CVUT v Praze

WX

294



Rovnovazny bod

Ocekavana vyhra

((0,1),(0,1))

Nasledujici obrazek zobrazuje vSechny dvojice vyplatnich funkci,

(2.1)
(5.3)

(2,1)

tj. vSechny body dosazitelné v ramci nekooperativni hry.

T, A
(1,2)

. (2,1)

(0,0)
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DVOJMATICOVA HRA

Hrac 2
Strategie t1 to . tn

51 (a11,b11)  (a12,b12) ... (ain,bin)

Hrac 1 52 (a21,b21)  (a22,b22) ...  (az2n,bon)
Sm (amh bml) (am2a bm2) e (amna bmn)

ailr a2 a1n bi1  bi2 bin

Ao | G a2 a2n . B- ) bap,

aml1 Aam2 Amn bml bm? bmn

WX
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Kooperativni hry dvou hracu

Definice 1. Necht G je dvojmaticova hra dvou hracd s vy-
platnimi maticemi A, B typu m x n. SpoleCnou strategii
budeme rozumét matici pravdépodobnosti P = (p;;) typu
m X n, {j.

pi; >0 pro 1<i<m,1<j<n,

2D pi=1

i=1 j=1

Spolecna strategie tedy pfifazuje pravdépodobnost kazdé dvo-
jici ryzich strategii. OCekavané hodnoty vyplatni funkce jsou pro
jednotlivé hrace pfi spolecné strategii P rovny

= Z Zpijaija v(P) = Z Zpijbij

i=1 j=1 i=1 j=1

WX
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O Priklad 2

Ve hife ManZelsky spor: spoleCnou strategii je napfiklad matice

N =
o~

P—

Q0|
PN

Ocekavana hodnota vyhry Marusky:

Ocekavana hodnota vyhry Pepicka:

1 1 1
P)=—-.1+-. -
v(P) 5 +8 0+8

1
0+--2=1
3

V kooperativni hie hraci uzaviraji dohodu o tom, jakou spolec-

nou strategii maji zvolit.
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Definice 2. Kooperativni vyplatni oblast je mnoZina

K = {(u(P),v(P)): P je spole€na strategie}. (8.1)

K je konvexni, uzaviena a omezena mnoZzina obsahujici od-
povidajici nekooperativni oblast

U, A
(1,2)

(:2)

s (2,1)

(010) u,

WX
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KONVEXNI MNOZINY

Definice 3. MnozZina M C R" se nazyva konvexni, jestlize
pro kazdé x,y € M a kazdé realné Cislo ¢, 0 < ¢ < 1, plati:

tr+(1—-t)yeM

Jinymi slovy, mnozina M je konvexni, jestlize kazda Usecka, jejiz
koncové body leZi v M, leZi cela v M.

WX
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Definice 4. Necht ' = {x, xs, .. ., x; } je kone€na podmno-
Zina R™. Konvexni kombinaci mnoziny F' se rozumi vektor

k
w=> ta; kde t; > 0,...,t, >0, t1+---tp = 1.
=il

Tvrzeni 1. Mnozina vSech konvexnich kombinaci mnoziny I’ =
{x1, @2, ...,z } je konvexni.

Dilkaz. Pro libovolné dvé konvexni kombinace
y="tixy + -+, 2=S81T1+ -+ ST,
a libovolné k € (0,1) plati:
ky+(1—k)z =[kti+ (1 —k)sp]er+- -+ [kt 1+ (1 —k)sp_1]xn 1+
HE(I =ty — - —tp) + (L =k) 1 =81 — - — Sp1)]|zp =

=ax+ -+ a,x,, kde a;+---+a, =10

Tvrzeni 2. Je-li dand mnozina M konvexni, pak kazda konvexni
kombinace bod{ z M opét lezi v M.

Dukaz. Indukci dok&zeme: {x:... .. .Y CM=S" . tx: € M.
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n=1:0K

n=n+1:Uvazume z = tyzy + - - - + t, 2, + ths1Tns1,

ti1+---+t,yy=1,0znaCmet; +---+t,=t, t,.1 =1—t.

Zfejmé plati:

p=t (Lo 4+ 2a) + (L= tzpy, 24 +2=1
+t

Podle indukéniho pfedpokladu je Y42y + - - - + 2x, € M. O

“X»
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Definice 5. Necht A je podmnozZina R™. Konvexnim
obalem mnoziny A se nazyva nejmensi konvexni mnozina
obsahujici A. Konvexni obal budeme znacit symbolem
conv(A).

Poznamka. Z pfedchozich tvrzeni plyne:

[0 conv(A) prinikem vSech konvexnich mnoZin obsahujicich A.
[1 Konvexni obal mnoziny A je mnoZinou vSech konvexnich
kombinaci bodl z A.

U, A
1,2)

(52)

» (2,1)

\

WX
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Véta 1. Necht' G je hra je hra dvou hract uréena dvojmatici C' typu
m x n. Kooperativni vyplatni oblast je konvexni uzavér mnoziny
bodl v R?, jejichZ soufadnice jsou prvky dvojmatice C.

Dlkaz. Je-li P spoleéna strategie, pak odpovidajici dvojice hod-
not vyplatnich funkci je

(W(P),0(P)) => > picij.

i=1 j=1
VSechny tyto body vytvofi konvexni uzavér mnoziny
Naopak, jakykoli bod konvexniho uzavéru této mnoziny je vyplatni
dvojici. O
Definice 6. Mnozina S C R? se nazyva symetricka, jestlize
pro kazdé u,v € R plati:

(v,u) €S <= (u,v) € S.
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Definice 7. UvaZzujme mnozinu A C R?. Symetricky kon-
vexniobal mnoziny A je definovan jako konvexni obal mno-
ziny

AU{(v,u): (u,v) € A}

a znaci se symbolem sconv(A).

Tvrzeni 3. Necht A c R? a k je takové Cislo, Ze pro kazdy bod
(u,v) € A plati:
u+v<k.

Potom stejna nerovnost plati pro kazdy bod symetrického kon-
vexniho uzaveru sconv(A).

“X»
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VYJEDNAVAC| PROBLEM

Definice 8. Vyjednavacim problémem budeme rozumét
usporadanou dvojici (P, ), kde P je kooperativni vyplatni
oblast, ug = (ug, vg), kde ug, v jsou vyplaty v pfipadé nedo-
saZzeni dohody (,hrozby").

V A

wy=(up,vy)

=V

WX
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Definice 9. Dvojice hodnot vyplatnich funkci (u,0) € K se
nazyva paretovska €i nedominovana, jestlize neexistuje
Z&dna jina vyplatni dvojice (u,v) € K, pro kterou by bylo

u >4 a zaroven v >0,
pficemz alespon jedna nerovnost by byla ostra.
Y
o—>
o (1,v)

(u,v) ®

<V

WX
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Definice 10. Vyjednavaci mnoZina pro dany vyjednavaci
problém je mnozZina vSech Paretovskych vyplatnich dvojic
(u,v) € P takovych, ze

U > Vg, v >y,

kde u = (ug,vo) je disledek nedosazeni dohody.

VA
vyjednavaci mnozina

4

uy=(uy,Vvy)

=V
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JOHN FORBES NASH (¥1928)

1950 The bargaining problem, Econometrica 18
1953 Two-person cooperative games, Econometrica 21

“X»
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Nashovy vyjednavaci axiomy

UvaZujme vyjednavaci problém (P, (ug,v0)), oznaCme jeho
feSeni U(P, (ug, o)) = (u*,v*).

Podminka 1 (Individualni racionalita)

u* > ug, v° > g
Podminka 2 (Paretovska optimalita)
Dvojice (u*, v*) je paretovsky optimalni.

Podminka 3 (Dosazitelnost)

(u*,v*) € P.

WX
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uy=(uy,vy)

N 4

WX
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Podminka 4 (Nezavislost nairelevantnich alternativach)

Je-li P’ vyplatni oblast obsazena v P a obé dvojice
(Uo,Uo), ('LL*,U*) € Pla pak

U(P', (ug,v9)) = (u*,v").

VA

(*,v¥)

uy=(uy,vy)

=V

WX
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Podminka 5 (Nezavislost na linearni transformaci)

Je-li P’ ziskano z P linearni transformaci
uw = au + b, v =cv+d, kde a,c>0,
pak

V(P (aug + b, cvg + d)) = (au* + b, cv* + d).

Podminka 6 (Symetrie)

Je-li mnozina P symetricka (fj. (u,v) € P < (v,u) € P) a
ug = vg, pak je u* = v*.

WX
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Véta 2. Existuje pravé jeden ,arbitrazni proces” ¥ spliujici
podminky 1-6.

Dikaz.
e Konstrukce V.
Pfipad (i) Existuje (u,v) € P, kde u > uy a v > vy.

Oznatme K = {(u,v) € P,u > ug,v > vy} a definujme
g(u,v) = (u—wup)(v —vy) pro (u,v) € K.

Existuje pravé jeden bod (u*,v*), v némz g(u,v) nabyva maxi-
malni hodnoty.

Polozme
U (P, (ug,v0)) = (u*,v").
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"4 (u—ug)(v—vy)=k

uy=(up,vy)

N 4

Pfipad (ii)
Pro zadny bod (u,v) € P neplati zaroven u > uy a v > vy.

WX
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Pfipad (iia) Existuje bod (ug,v) € P, pro ktery v > wvy.
Nejvétsi v s touto vlastnosti, kde (ug, v) € P, 0oznatme v*.

PoloZzme
@(P, (uo, Uo)) = (uo, U*).

(u09V*) ®

uy=(uy,vy) @

N 4

WX
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Pfipad (iib) Existuje bod (u,vy) € P, pro ktery u > wuy.
Nejvétsi u s touto viastnosti, pro néz (u,vy) € P, oznacme u*.

Polozme
‘I/(P, (UO,U())) = (U*,Uo).
V A
(l/l*, VO)
o
wy=(uy,vy)

N 4

WX
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Pripad (iic) Nenastava ani jeden z pripadu (iia), (iib).
Polozme

\II(Pa (UO>UO)) = (U'O;UO)-

WX
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e Ovéreni Nashovych axiomd.

Podminky (1) a (3) jsou zfejmé splnény ve vSech pfipadech.
Podminka (2): Pokud by nebyla spinéna, pak by existoval bod
(u,v) € P, (u,v) # (u*,v*), ktery by dominoval bodu (u*, v*).

V pfipadé (i) by platilo

(u—1ug) > (u* —up), (v—1g) > (V" —1y)

a aspon jedna z téchto nerovnosti by byla ostra ((u, v) # (u*, v*)).
Proto

g(u,v) > g(u”,v"),
cozZ je spor s konstrukci (u*, v*).
V pfipadé (iia) musi byt v* = uy = u, protoZe neplati zaroven
(iib); proto v > v*, coz je spor s definici v*. Analogicky pro (iib).

V pfipadé (iic) je (u*,v*) = (ug, vo); pokud by bylo u > ug, pak by
platilo (iib), pfi v > vy by nastal pfipad (iia), coz je spor.
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Podminka (4): V pfipadé (i) je maximalni hodnota funkce ¢ na
priniku K N P’ mensi nebo rovna jeji maximalni hodnoté na K.

ProtoZe je (u*,v*) € P’, jsou si tato maxima rovna.

Proto

\IJ(P/, (UO, Uo)) = \IJ(P, (Uo, Uo)).
V pfipadech (iia), (iib) Ize postupovat podobné, pfipad (iic) je
snadny.

Podminka (5): V pfipadé (i) plati (i) i pro vyplatni oblast P’ se
status quo bodem (awug + b, cvg + d). Proto

(u' — (aug + b)) (V" = (cvg + d)) = ac(u — ug) (v — vy).

Protoze a,c > 0, nabyva funkce na levé strané rovnice svého
maxima v bodé (au* + b, cv* +d). V pfipadé (i) tedy podminka (5)
plati. Postup v ostatnich pfipadech je obdobny.
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Podminka (6): Pokud by bylo u* # v*, pak by ze symetrie plynulo
(v*,u*) € P; v pfipadé (i) by platilo

Podle tvrzeni 3 nabyva funkce g svého maxima pouze v jednom
bodé, coz je spor. Pfipady (iia) a (iib) nemohou vzhledem k sy-
metrii nastat.

e Jednoznacnost.

Dllkaz se provede sporem, k némuz se dojde z predpokladu,
Ze existuje jiny arbitrazni proces ¥ splfiujici Nashovy axiomy.
ProtoZe jsou tyto procesy riizné, existuje vyplatni oblast P a bod
,status quo* (ug, vg) € P, pro néz

(w,v) = (P, (ug,v0)) # (P, (ug, v0)) = (u*,v*).
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Véta 3. Necht P je vyplatni oblast a (ug, vy) € P. Pfedpokladejme,
Ze existuje bod (u,v) € P s vlastnosti

u > Uy, UV >V,

mnozinu vSech bodl (u,v) uvedené vlastnosti ozname symbo-
lem K. Definujme na mnoziné K funkci

g(u,v) = (u—ug)(v — vp).

Potom ¢ dosahuje svého maxima na K v pravé jednom bodé.
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Ehud Kalai, Meir Smorodinsky

Other Solutions to Nash’s Bargaining Problem, 1975
(Econometrica 43, 513-518)

Reseni vychazejici z nejoptimistict&jsich ocekavani:

U,

a,(P) K(P)
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Misto podminky 4 (nezavislost na irelevantnich alternativach):

Individualni monotonie: Je-liP C P aproj #1ije aj(P') =
aj(P), pak KZ(P, d) < Ki(P,, d)

a,(P)=a,(P)
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Véta 4. Kalai-Smorodinského feSeni je jediné feSeni spliujici
podminky paretovské optimality, symetrie, nezavislosti na linear-
nich transformacich a individualni monotonie (n = 2).

Zavislost na irelevantnich alternativach
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Rovnostarské reseni — Ehud Kalai, 1977

E(P")

d

Silna monotonie: Je-li P C P, pak K;(P,d) < K;(P',d) pro
vSechna i.

Véta 5. Rovnostarskeé feseni je jediné feSeni spliujici podminky
slabé paretovské optimality, symetrie, a silné monotonie.
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~

Diktatorské reseni

U,

WX

Teorie her © Magdalena Hyk$ova, FD CVUT v Praze
327



O PrFiklad 3. UvaZujme kooperativni hru urenou dvojmatici

((2,—1) (—2,1) (1,1) )
(-1,2) (0,2) (1,-2) )

Hodnoty ug, vy nalezneme jako minimalni zaru¢ené vyhry jednot-
livych hrach v nejhorsi mozné situaci, ktera pro né v ramci dané
hry mliZe nastat, tj. v situaci, kdy by se je oponent snazil co nej-
vice poSkodit (to znamena: ¢im méné dostane prvni hrac¢, tim
vétSi uzitek pro druhého a naopak). Kazdy hrac tedy uvaZzuje an-
tagonistickou hru, kde on ma své plivodni hodnoty a protihra¢ ma
vzdy opacny zisk.

Z pohledu prvniho hrace:

(2,-2) (-2,2) (1,-1)
< <_1> 1) (070) (17 _1) ) .

MU&zeme eliminovat posledni sloupec, dale musime najit smisené

strategie. ProtoZe se nam jedna o zisk prvniho hrace v rovnovaz-

ném bodé, budeme rovnou pracovat se ziskem prvniho hrace a

ptat se, kdy je tento hrac indiferentni mezi svymi strategiemi, tj.

mezi prvnim a druhym fadkem:

29 —2(1—q) = —q & q=2/5
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V rovnici mame pfimo zisk prvniho hrace, staci tedy dosadit 2/5
do libovolné strany rovnice a ziskame ug = —2/5.

Z pohledu druhého hrace:

(_27 2) (_27 2) (27 _2) '
Druhy sloupec dominuje prvnimu i tfetimu, které tedy mzeme
eliminovat, v druhém sloupci vidime rovnovazny bod (—1, 1). Nyni
nas zajima zisk druhého hrace, proto vy = 1.
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((2,—1) (—2,1) (1,1) )
(-1,2) (0,2) (1,-2) )

Maximinni hodnoty: uy = —2, vy = 1.

Arbitrazni bod

(1,1)

(1,-2)
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PoloZme (ug,vo) = (—2,1). ArbitraZni bod zfejmé& musi byt na-
lezen mezi body vyplatni oblasti, které dominuji (—2,1) a které
nejsou dominovany zadnymi jinymi body — tj. na isecce s krajnimi
body (0,2) a (1, 1), kter4 pfedstavuje vyjednavaci mnozinu. Podle
konstrukce arbitraZzniho bodu hledame maximum funkce

2
g(u,v) = (u—up)(v —vy) = (u + 5) (v—1)
na Usec€ce dané rovnici v = —u + 2. Jedna se tedy o nalezeni

extrému funkce jedné realné proménné

2 3 2
g(u,—u+2) = (u+g> (—u+1):—u2+gu—|—5.

Pomoci diferencialniho poctu obdrzime

3 By
0’ """ 10°
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O PrFiklad 4. UvaZujme kooperativni hru urenou dvojmatici

( (5,1) (7,4) (1,10) )
(1,1) (9,-2) (5,1) )
(1,10)

Maximinni hodnoty: uy = 3, vy = 1.

u

T~
N (9.-2)

WX
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O PrFiklad 5. UvaZujme kooperativni hru urenou dvojmatici

(1,10)

-

(&)

((5,1) (7,4)
(1,1) (9,—-2)

Maximinni hodnoty: uy = 3, vy = 1.

(7.4)

(3,1) ‘(5,1)

\

(1,10)
(5,1) ) '

Y

u

9,-2)
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Vyjednavaci mnozZina je nyni tvofena dvéma UseCkami, stejny
postup jako v pfedchozim pfikladu se pouZije na obé Usecky, pfi-
¢emz pro jednu vyjde bod maxima mimo ni, pro druhou ziskame
arbitrazni bod
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