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6 OPAKOVANÉ HRY
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VĚZŇOVO DILEMA
Pı́šı́ se třicátá léta dvacátého stoletı́. V tehdejšı́m Sovětském svazu
cestuje jistý dirigent vlakem do Moskvy, kde jej večer čeká koncert se
symfonickým orchestrem. Pročı́tá si partituru a soustředı́ se na náročné
představenı́. Při této činnosti jej pozorujı́ dva agenti KGB, kteřı́ si ve
své nevzdělanosti myslı́, že partitura je jakási tajná šifra. Dirigentova
snaha o vysvětlenı́, že je to přece Čajkovskij, je zcela marná – je za-
tčen a uvězněn. Druhý den jej navštı́vı́ naše dvojice agentů se slovy:
„Raději byste měl všechno přiznat. Našli jsme toho vašeho kamaráda
Čajkovského a ten už mluvı́ . . . “
Dva nevinnı́ lidé, jeden proto, že studoval partituru, a druhý proto, že
se shodou okolnostı́ jmenoval Čajkovskij, se tak ocitnou ve vězenı́,
postaveni před následujı́cı́ problém: pokud by oba statečně zapı́rali,
navzdory fyzickému a psychickému týránı́, putovali by oba na tři roky
do Gulagu, pak by byli propuštěni. Pokud by se jeden z nich k fiktivnı́mu
zločinu špionáže doznal a udal zároveň toho druhého, který by zapı́ral,
bylo by mu to přičteno jako polehčujı́cı́ okolnost a dostal by jen jeden
rok, zatı́mco druhý by byl odsouzen na 25 let. Pokud by se doznali oba,
byli by posláni do Gulagu na 10 let.
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Situaci lze znázornit dvojmaticı́:
Hráč 1

Zapı́rat Přiznat

Zapı́rat (−3,−3) (−25,−1)
Hráč 2

Přiznat (−1,−25) (−10,−10)

Dilema se této situaci řı́ká z toho důvodu, že všeobecně nejvý-
hodnějšı́ by bylo, kdyby oba zapı́rali a dostali tak 3 roky vězenı́;
problém je však jednak v tom, že se nemohou domluvit, jednak v
tom, že i kdyby se domluvili, stále je zde velké pokušenı́ promluvit
a vyváznout s pouhým jednı́m rokem. A i kdyby byl každý z nich
solidárnı́, může si o svém kolegovi myslet, že podlehne pokušenı́
či mučenı́ a dozná se – pak by mu hrozilo 25 let, což je ještě
mnohem horšı́ než 10 let. Každý proto raději zvolı́ svou druhou
strategii a dozná se.

Skutečně, strategie přiznat dominuje strategii zapı́rat a dvojice
(přiznat, přiznat) je jediným rovnovážným bodem ve hře.
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☛ Přı́klad 1. Vězňovo dilema 2

Obecněji se vězňovým dilematem rozumı́ každá situace typu

Hráč 1

Spolupráce Zrada

Spolupráce (odměna, odměna) (oškubánı́, pokušenı́ )
Hráč 2

Zrada (pokušenı́, oškubánı́ ) (trest, trest)

kde
oškubánı́ < trest < odměna < pokušenı́.
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Pod spolupracı́ si můžeme představit prakticky cokoli – dvojice
strategiı́ (spolupráce, spolupráce) odpovı́dá vzájemně solidár-
nı́mu jednánı́; hráč 1 napřı́klad pomůže hráči 2 postavit dům,
hráč 2 mu to vzápětı́ oplatı́ a oba zı́skajı́ jistou hodnotu ve výši
odměna. Dvojice (spolupráce, zrada) odpovı́dá situaci, kdy hráč 1
pomůže hráči 2, ten však podlehne pokušenı́ a prvnı́ hráč skončı́
oškubán. Dvojice (zrada, zrada) představuje stav, kdy hráči na-
vzájem nespolupracujı́, popř. se přı́mo navzájem poškozujı́ a jsou
za to potrestáni.
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Kde se napřı́klad vězňovo dilema objevuje

• Budovánı́ čističky odpadnı́ch vod
(dva velké hotely u jednoho jezera):

– Spolupráce = vybudovat čističku

– Zrada = nevybudovat čističku

– Odměna = čistá voda přitáhne turisty – zákaznı́ky, zvýšı́
se zisky, museli jsme však investovat jistou částku

– Pokušenı́ = využı́t zlepšenı́ způsobené vybudovánı́m
čističky u druhého hotelu, ale přitom ušetřit na investici

– Trest = špinavá voda odláká turisty, kteřı́ raději pojedou
jinam, zisk klesne na nulu
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• Duopolisté:

– Spolupráce = dohodnout se na optimálnı́m množstvı́
výroby (odpovı́dajı́cı́m monopolu)

– Zrada = porušit dohodu

– Odměna = největšı́ zisk pro obě strany

– Pokušenı́ = vyrábět o něco vı́ce a zı́skat vı́ce na úkor
druhého duopolisty

– Trest = celkově menšı́ zisk pro oba
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• Vybı́ránı́ čmelı́ků:

– Spolupráce = vzájemné vybı́ránı́

– Zrada = nechat si vybrat čmelı́ky, ale neoplatit to

– Odměna = zbavı́m se čmelı́ků, nicméně za to zaplatı́m
vybránı́m Vašich

– Pokušenı́ = zbavı́m se čmelı́ků a přitom mne to nestojı́
žádnou námahu

– Trest = čmelı́ků se nezbavı́m a trápenı́ s nimi je horšı́
než trocha námahy s vybı́ránı́m Vašich
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• Veřejná doprava:

– Spolupráce = poctivě platit

– Zrada = neplatit

– Odměna = veřejná doprava funguje, mohu ji využı́vat,
jistou částku měsı́čně však za to zaplatı́m

– Pokušenı́ = využı́vat, ale neplatit

– Trest = (téměř) nikdo neplatı́, doprava je zrušena, mu-
sı́m si platit taxi, což je mnohem dražšı́ než původnı́
poplatek za veřejnou dopravu
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• Koncesionářské poplatky:

– Spolupráce = platit

– Zrada = neplatit

– Odměna = veřejnoprávnı́ rozhlasové či televiznı́ vysı́-
lánı́ funguje, mohu jej sledovat, ale něco málo mne to
stojı́

– Pokušenı́ = neplatit, ale sledovat

– Trest = (téměř) nikdo neplatı́, vysı́lánı́ je zrušeno
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• Bitva:

– Spolupráce = bojovat

– Zrada = schovat se

– Odměna = vı́tězstvı́, ovšem také riziko zraněnı́

– Pokušenı́ = vı́tězstvı́ bez rizika zraněnı́

– Trest = nepřı́tel zvı́tězı́ bez boje
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• Nukleárnı́ zbrojenı́:

– Spolupráce = odzbrojit

– Zrada = zbrojit

– Odměna = svět bez jaderného nebezpečı́

– Pokušenı́ = být jako jediný vyzbrojen

– Trest = všichni zbrojı́, platı́ za to velké částky a navı́c
hrozı́ nebezpečı́
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Opakované vězňovo dilema

Jak jsme viděli dřı́ve, uskutečnı́-li se hra jednou a nenı́ možné
dopředu uzavřı́t skutečně závaznou dohodu, zvolı́ racionálnı́ hráč
dominujı́cı́ strategii zrada. Ocitá-li se však daná dvojice hráčů ve
stejné situaci opakovaně, v nekonečném či neurčitém časovém
horizontu, pak spolupráce nenı́ nutně iracionálnı́:

☛ Přı́klad 2: Vězňovo dilema 3

Uvažujme následujı́cı́ modifikaci vězňova dilematu:

Hráč 1

Spolupráce Zrada

Spolupráce (3, 3) (0, 5)
Hráč 2

Zrada (5, 0) (1, 1)
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Představme si, že hra se bude opakovat, přičemž v každém
kole je pravděpodobnost, že se uskutečnı́ ještě i kolo následu-
jı́cı́, rovna 2/3.

Budou-li dva hráči spolupracovat, pak očekávaná hodnota výhry
je pro oba rovna

πS = 3 + 3 · 23 + 3 · (
2
3)
2 + 3 · (23)

3 + · · ·+ 3 · (23)
n + · · ·

Uvědomme si, že pravděpodobnost, že nastane druhé kolo, je

2
3 ·
2
3 = (

2
3)
2,

pravděpodobnost, že nastane třetı́ kolo, je

(23)
2 · 23 = (

2
3)
3,

atd.
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Strategie v opakované hře je kompletnı́ plán, jak se hráč za-
chová v průběhu celé hry ve všech možných situacı́ch, v nichž se
může ocitnout.

Uvažujme napřı́klad strategii nevraživec:

Spolupracuj, dokud Tě druhý nezradı́, pak vždy zrad’.

Setkajı́-li se dva nevraživci, budou navždy spolupracovat – dokud
bude hra trvat – a každý zı́ská hodnotu πS.

Snadno lze dokonce ukázat, že dvojice strategiı́

(nevraživec, nevraživec)

je rovnovážný bod dané hry.
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Představme si, že jeden z hráčů se od strategie nevraživec odchýlı́, tj.
zvolı́ jinou strategii, kterou si označı́me jako deviant. V některém kole
tedy tento deviant zradı́, přestože protihráč dosud spolupracoval (toto
kolo může být i prvnı́). Necht’ k této odchylce došlo poprvé v kole n+1.
Protože deviant hraje s nevraživcem, v dalšı́m kole bude protivnı́k volit
strategii zrada a již u nı́ zůstane. Deviant tedy nemůže zı́skat vı́ce než

πD = 3 + 3 · 23 + 3 · (
2
3)
2 + 3 · (23)

3 + · · ·+ 3 · (23)
n−1+

+5 · (23)
n + 1 · (23)

n+1 + · · ·

(mohl by zı́skat ještě méně, kdyby v některém z následujı́cı́ch kol volil
spolupráci).

Protože

πN − πD = (3− 5) · (23)
n + (3− 1) · (23)

n+1 + · · ·+ (3− 1) · (23)
n+k + · · ·

= −2 · (23)
n + 2 · (23)

n+1 + · · ·+ 2 · (23)
n+k + · · ·

= (23)
n

(
−2 + 2 · 23 ·

1

1− 23

)
= (23)

n · 2 > 0,

nevyplatı́ se odchýlit.

Podobně můžeme uvažovat strategii půjčka za oplátku, která za-
čne spolupracı́ a pak v každém kole vždy opakuje předchozı́ tah
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protivnı́ka. Dvojice

(půjčka za oplátku, půjčka za oplátku)

rovněž představuje rovnovážný bod.
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Přı́klady strategiı́ v opakovaném vězňově dilematu

Vždy spolupracuje (Always Cooperates)

Vždy zradı́ (Always Defects)

Nevraživec (Grudger, Spiteful): Spolupracuje, dokud jej protihráč
nezradı́, pak navždy zrazuje (neodpouštı́).

Půjčka za oplátku (Tit for Tat): V prvnı́m tahu spolupracuje, v dal-
šı́ch opakuje tah protihráče (zradı́-li v jednom kole protihráč, v
kole následujı́cı́m půjčka za oplátku zradı́, na spoupráci odpovı́
v následujı́cı́m kole spolupracı́).

Podezı́ravá půjčka za oplátku (Mistrust): V prvnı́m kole zradı́, v
dalšı́ch se chová jako půjčka za oplátku – opakuje předchozı́
tah protihráče.

Naivnı́ pokušitel (Naive Prober): Jako půjčka za oplátku, ale ob-
čas, zradı́ (např. náhodně, v průměru jednou za 10 tahů).

Kajı́cný pokušitel (Remorseful Prober): Jako naivnı́ pokušitel, ale
snažı́ se o ukončenı́ cyklu S–Z způsobeného vlastnı́ zradou: na
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zradu, která následuje jako odpověd’ na jeho vlastnı́ nespraved-
livou zradu, jednou zareaguje spolupracı́

Nelı́tostná půjčka za oplátku (Hard Tit for Tat): Spolupracuje s vý-
jimkou situace, kdy protivnı́k zradil aspoň jednou v poslednı́ch
dvou kolech.

Postupná (Gradual): Spolupracuje, dokud protivnı́k nezradı́. Potom
po prvnı́ zradě jednou zradı́ a dvakrát spolupracuje, po druhé
zradě dvakrát po sobě zradı́ a dvakrát spolupracuje, . . . , po n-té
zradě n-krát po sobě zradı́ a dvakrát spolupracuje, atd.

Postupný zabiják (Gradual Killer): V prvnı́ch pěti kolech zradı́, pak
dvakrát spolupracuje. Jestliže protivnı́k v 6. a 7. kole zradı́, pak
postupný zabiják zůstane navždy u zrady, v opačném přı́padě
navždy spolupracuje.

Nelı́tostná půjčka za dvě oplátky (Hard Tit for 2 Tats): Spolupracuje
kromě přı́padu, kdy protivnı́k zradil aspoň dvakrát po sobě v po-
slednı́ch třech kolech.

Něžná půjčka za dvě oplátky (Soft Tit for 2 Tats): Spolupracuje kromě
přı́padu, kdy protivnı́k zradil ve dvou po sobě jdoucı́ch kolech.
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Pomalá půjčka za oplátku (Slow Tit for Tat): Hraje S–S, potom po-
kud protivnı́k hrál dvakrát po sobě stejný tah, hraje tah opačný.

Periodicky ZZS (Periodically DDC): Hraje periodicky Zrada–Zrada–
Spolupráce

Periodicky SSZ (Per. CCD): Hraje periodicky Spolupráce–Spolupráce–
Zrada

Něžná většinová (Soft Majority): Spolupracuje, pak použije strate-
gii, kterou protivnı́k použil nejčastěji; jsou-li četnosti obou protiv-
nı́kových strategiı́ stejné, pak spolupracuje.

Krutá většinová (Hard Majority): Spolupracuje, pak použije strate-
gii, kterou protivnı́k použil nejčastěji; jsou-li četnosti obou protiv-
nı́kových strategiı́ stejné, pak zradı́.

Pavlov: Spolupracuje právě tehdy, když v předchozı́m kole zvolili
oba hráči stejnou strategii, jinak zradı́.

Pavlov Pn: Přizpůsobuje pravděpodobnost splupráce v jednotkách
1/n podle toho, jak si vedla v předchozı́m kole: Jestliže v před-
chozı́m kole spolupracovala s pravděpodobnostı́ p, pak v násle-
dujı́cı́m spolupracuje s pravděpodobnostı́
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p⊕ 1
n
= min(p+ 1

n
, 1), zı́skala-li Od;

p	 1
n
= max(0, p− 1

n
), zı́skala-li T ;

p⊕ 2
n
, zı́skala-li P ;

p	 2
n
, zı́skala-li Os.

Náhodná (Random): Spolupracuje s pravděpodobnostı́ 1/2.

Nelı́tostná Joss (Hard Joss): Hraje jako půjčka za oplátku, ale spo-
lupracuje jen s pravděpodobnostı́ 0,9 (Joss – čı́nská modla).

Něžná Joss (Soft Joss): Hraje jako půjčka za oplátku, ale zradı́ jen
s pravděpodobnostı́ 0,9.

Velkorysá půjčka za oplátku (Generous Tit for Tat): Hraje jako půjčka
za oplátku, ale po zradě spolupracuje s pravděpodobnostı́

g(Od, T, P, Os) = min

(
1− P −Od

Od−Os
,
Od− T

P − T

)
.

Lepšı́ a lepšı́ (Better and Better) Zradı́ s pravděpodobnostı́ (1000−
pořadı́ kola)/1000, tedy s pravděpodobnostı́ menšı́ a menšı́.

Horšı́ a horšı́ (Worse and Worse): Zradı́ s pravděpodobnostı́ pořadı́ kola/1000,
tedy s pravděpodobnostı́ většı́ a většı́.
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Axelrodův turnaj

V roce 1981 uspořádal Robert Axelrod počı́tačový turnaj, v němž
se 15 různých strategiı́ pro opakované vězňovo dilema, zaslaných
přednı́mi hernı́mi teoretiky, utkaly každá s každou v zápasech o
200 tazı́ch (celkem 15×15 zápasů). Sčı́taly se vždy body zı́skané
na základě matice

Hráč 1

Spolupráce Zrada

Spolupráce (3, 3) (0, 5)
Hráč 2

Zrada (5, 0) (1, 1)

Ke značnému překvapenı́ všech zúčastněných zı́skala nejvı́ce
bodů velmi jednoduchá strategie: půjčka za oplátku, kterou do
soutěže zaslal Anatol Rapoport, psycholog a odbornı́k na teorii
her.

V rozboru turnaje Axelrod rozlišil následujı́cı́ kategorie strategiı́:

• Milá strategie – nikdy nezradı́ jako prvnı́ (jen v odvetě),

Podlá strategie – aspoň někdy zradı́ jako prvnı́.
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V soutěži bylo 8 milých strategiı́ch a obsadily prvnı́ch 8
mı́st (nejúspěšnějšı́ zı́skala 504,5 bodů, což odpovı́dá 84%
standardu 600 bodů, dalšı́ milé zı́skaly 83,4%–78,6%; nej-
úspěšnějšı́ z podlých zı́skala 66,3%).

• Odpouštějı́cı́ strategie – může odplácet, ale má krátkou
pamět’, zapomı́ná staré křivdy,

Neodpouštějı́cı́ strategie – staré křivdy nikdy nezapomene,
nevymanı́ se z cyklu vzájemných odvet ani proti smı́řlivému
protivnı́kovi.

• Nezávistivá strategie – jde jı́ o vlastnı́ zisk, ne o porážku
soupeře,

Závistivá strategie

• Vyprovokovatelná strategie – nenechá se „oškubat“ ne-
milými strategiemi,

Nevyprovokovatelná strategie
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Druhý turnaj

V druhém Axelrodově turnaji, který následoval nedlouho po prv-
nı́m, nebyl pevně stanoven počet kol, ale turnaj probı́hal analo-
gicky s evolucı́ přı́rodnı́m výběrem: všem strategiı́m byla přiřa-
zena výhra určujı́cı́ počet potomků (při stálém celkovém počtu
jedinců) – úspěšnějšı́ strategie se množily na úkor méně úspěš-
ných, asi po 1000 generacı́ch bylo dosaženo stability. I zde zvı́-
tězila půjčka za oplátku.
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Výskyt opakovaného vězňova dilematu

(dalšı́ přı́klady)

• Válečná fronta – žij a nech žı́t:

– Spolupráce = žı́t a nechat žı́t

– Zrada = zabı́t každého, kdo k tomu dá přı́ležitost

– Odměna = přežitı́ dlouhých válečných let

– Pokušenı́ = zneužı́t toho, že protivnı́k je snadnou ko-
řistı́, a dopomoci si napřı́klad k vyznamenánı́ – přeci
jen je lepšı́ se nepřı́tele zbavit

– Trest = všichni stále ve střehu, dokonale krytı́,. . .
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• Výpomoc samců paviána anubiho:

– Spolupráce = pomoci druhému samečkovi při pářenı́
zahánět nepřı́tele

– Zrada = neoplatit pomoc

– Odměna = úspěšné pářenı́, mlád’ata

– Pokušenı́ = využı́t pomoc, ale neoplatit ji a tı́m ušetřit
čas a námahu

– Trest = méně mlád’at

V přı́rodě: čı́m častěji sameček A podporuje samečka
B, tı́m častěji i B podporuje A.
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• Fı́kovnı́k a vosičky chalcidky:

– Spolupráce = vyvážený poměr mezi květy, které chal-
cidka uvnitř fı́ku opyluje, a květy, do nichž naklade va-
jı́čka

– Zrada = naklást vajı́čka do vı́ce květů

– Odměna = šı́řenı́ genů

– Pokušenı́ = naklást vajı́čka do vı́ce květů a tı́m zvýšit
počet potomků

– Trest = fı́k i s celou „zrádnou rodinou“ schozen, rodina
vymı́rá
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• Střı́dánı́ pohlavnı́ch rolı́ u hermafrodita kanice:

– Spolupráce = jsem-li nynı́ sameček, stanu se přı́ště
samičkou

– Zrada = po samečkovi se opět stát samečkem

– Odměna = harmonické soužitı́, mnoho potomků

– Pokušenı́ = zopakovat si snadnou úlohu samečka

– Trest = vztah se rozpadne
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• Upı́r Desmodus rotundus (netopýr sajı́cı́ krev savců) –
krmenı́ hladových jedinců:

– Spolupráce = po úspěšném lovu nakrmit neúspěšné
„kolegy“

– Zrada = nechat si vše pro sebe

– Odměna = dlouhodobé úspěšné přežı́vánı́

– Pokušenı́ = v přı́padě nouze se nechat nakrmit, o svůj
úlovek se však nedělit

– Trest = v přı́padě neúspěšného lovu smrt vyhladově-
nı́m

V přı́rodě: Jedinci, kteřı́ se vrátili z neúspěšného lovu,
jsou úspěšnými, a to i nepřı́buznými, krmeni; poznajı́
se.
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Definice 1. Úplný rovnovážný bod – subgame perfect
equilibrium (Selten, 1975)

rovnovážný bod pro každou podhru původnı́ hry; tj. dané
strategiı́ jsou nejlepšı́ odpovědı́ jedna na druhou bez ohledu
na to, kterého uzlu ve stromu hry bylo dosaženo

☛ Přı́klad 3.

Vždy zrad’ – úplný rovnovážný bod

Půjčka za oplátku – rovnovážný bod, ale ne úplný

Tvrzenı́. Pro každé p; 0 ≤ p ≤ 1, existuje rovnovážný bod,
v němž se p objevuje jako zlomek času, kdy docházı́ ke
vzájemné spolupráci


