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Co jsou to prvocisla?

e prvocisla - definice

e zakladni stavebni kameny - atomy CcCislené
rady

e prvocCiselné rozklady

143
397

11 x 13
3x 13 x 23

e Eratosthenovo sito pro vyhledani prvocCisel



1 2 3 4 5 6 I 3 9 10
11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
21 22 23 24 25 26 27 28 29 30
31 32 33 34 35 36 37 38 39 40
41 42 43 44 45 46 a7 48 49 50
51 52 53 54 55 56 57 58 59 60
61 62 63 04 65 66 67 638 69 70
71 72 73 74 75 76 7’ 78 79 80
31 32 33 384 85 86 37 38 39 90
91 92 93 94 95 96 97 98 99 100

101 102 103 104 105 106 107 108 109 110
111 112 113 114 115 116 117 118 119 120

Uméli byste pokraCovat dalz...



Kolik je prvocisel?

e oznaCme w(IN) pocet prvocCisel < N

e v desitce Cisel je w(10) = 5 prvocisel, tedy
w(N) 5
=—=20.5b

N 10

ON —

e ve stovce Cisel je w(100) = 24 prvocisel,
w(IN) 24
=" =024
N 100

tedy oy =

e Vv tisicovce Cisel je 7(1000) = 168 prvocisel,
N 1

m(N) _ 168 _ 1 168
N 1000

tedy oy =



Tabulka hustotot prvocisel

N

10

104

103

104

10°

10°

ON

0.500

0.240

0.168

0.123

0.096

0.078

V roce 1792 si mlady K.F. Gauss (bylo mu 15

let) povsiml, Ze hustota prvocCisel je priblizn&
N

In(N)

rovna oy =~

Vyslovil domeénku, zZe se nejedna o nahodny
jev a ze pri dostateCneé velkém N je hustota

oN = n(N s libovolnou presnosti. Dikaz to-
hoto tvrzeni priSel az o 100 let pozdéeji.
Vysledek
: ON
lim ——— =1
o N
N=0o =y

se nazyva prvociselna véta.



Co jesté vime o prvocislech ?

e prvocCisel je nekonecné mnoho - Eukleidiv
dukaz

e Predpokladejme, ze existuje nejvetsi prvocislo
a oznacme jej pus

e Sestrojime soucin vsech prvocisel az do pj,

M
N=2x3x7x--xpy=]][pi

e Cislo N4+1 neni délitelné ani jednim z prvocisel
p;, kKtera jsou déliteli Cisla N, jinak také

N+ 1 =1 mod p;

e TOo znamena, Ze N 4+ 1 je bud prvocislo,
nebo slozené Cislo, které ve svém rozkladu



ma jiné prvocCislo py > pas- Spolu s Euklei-
dem jsme dospéli ke sporu !

prvocCisel je nekoneCné mnoho

Klasicky existenCni dukaz

Takovy dukaz neresi otazku jak nalézt vSechna
prvocisla

Eukleidova Cisla definovana rekurenci

en =e€e1e0€e3...€,_1+ 1

Prvni Ctyri Eukleidova Cisla

eq = 14+1=2

e = 241=3
€3=2><3—|-1=7

eqa = 2X3XT+1=43

(1)



jsou prvocisla. Dalsi Eukleidova Cisla az na

€6

€5
€6
e7
eg

2X3X7Tx43+1=1807 =13 x 139
2X3XTx43 x 1807 + 1 = 3263443
547 x 607 x 1033 x 31051

29881 x 67003 x 9119521 x 6212157481

-

jsou slozena Cisla. Pro vSechna dalsi Cisla

-

eg...e17 Je dokazano, ze jsou slozena Cisla.

e Eukleidova Cisla jsou nesoudé&lna Cisla (re-
lative prime) protoze jejich nejvétsi spoleCny
délitel je roven 1

ng(em, en) =1



e Goldbachova hypotéza - kazdé sudé Cislo
VELSI nez 2 lze vyjadrit jako soucCet dvou
prvocisel, napriklad

3
10
12
14
16
18

3+5
3+7
5+4+7
3+ 11
5+ 11
7+ 11

(2)

Experimentalné provéreno do hodnot 2 x

1017



ProC prvocisia ?

e PTib&h parovych prvocisel (napr. 17 a 19,...),
nejvetsi dosud znamé prvociselné pary jsou

16869987339975 x 2171960 4 4

100314512544015 x 2171960 44

e Pribéh, ve kterém poSetily matematik na-
chytal firmu INTEL pri predstirani, ze chyba
Pentia neexistuje (1995)

e Thomas Nicely, Lynchburg College, Virgi-

nia
1
harmonickd Fada ) — — oo
N
n=1
<1
prvociselnd harmonickd fada » — — oo
Vpp

diverguji



avSak harmonicka rada s parovymi prvocisly

<1 1 1 1 1 1
Zp_2_§-|-g-|-?-|— oo o o e

Vpo

konverguje — 1.902160583104

Zde nastupuje experimentalni matematika

Thomas Nicely (1996) obdrzel hodnotu

—  1.9021605778
a objevil chybu v CPU Pentia

rozsiril svoje podezreni pomoci internetu a
odezva byla jednoznacna, aritmeticka jed-
notka Pentia je chybné



e [im Coe, Vitesse Semiconductor, Southern
California

4195835 5x7x(23x3%x5x%x37+1)
c = — —
3145727 3x220_1

= 1.33382044 . ..

e Pentium procesor vSak daval hodnotu

4195835 5 x 7 x 119881

c= = = 1.33373906. ..
3145727 13 X 241979

e Cchyba pri reprezentaci Cisel typu

tzv. Mersenneova Cisla



e Marin Mersenne (1588-1648) uverejnil ve
své knize Cogitata Physica-Mathematica (1644),
Ze Cisla tvaru

2N —1
jsou prvocisly pro
n=2,3,57,13,17,19,31,67,127,257

a jsou Cisla slozena pro ostatni prirozena
Cisla n < 257.

e Definice: Jestlize 2™ — 1 je prvocCislo, pak se
nazyva Mersenneovo prvocCislo.

e Nebylo snadné dokazat prvociselny charak-
ter Mersennovych Cisel. V roce 1750 dokazal
Euler, Ze 231 — 1, je prvotislo.

e V roce 1876, Lucas ové&rfil, ze 2127 _ 1 je
prvocislo.



e Sedm let pozdéji Pervouchine ukazal, ze
261 _ 1 je také prvocislo, které Mersenne
neuvadél.

e VV pocCatku 20. stoleti Powers ukazal, ze
existuji dalsi Cisla, ktera Mersenne neuvedl
jako prvocisla 289 —1 g 2107 _ 1,

e Nakonec v roce 1947 Mersenneuv inter-
val, n < 257, byl uplné prozkouman a bylo
dokazano, Ze spravné tvrzeni obsahuje 12
exponentu :

n=23,57,13,17,19,31,61,89,107,127.

e \V souCasné dobé je znamo, ze existuje dalsSich
32 Mersennovych prvocisel s celoCiselnymi
exponenty



n = 521,607, 1279,2203,2281, ...

Posledni 44. Mersenneovo Cislo bylo nale-
zeno 4. zari 2006 ve tvaru

532582657 _ 4



PrvocCisla a Fermatova Cisla

Pro nezaporné n > 0 nazyvame vyraz
2n
F,=2c 4+1

Fermatovym cislem.

Je znamo, Ze Fj, je prvocislem pro
0<n<4
a Cislo slozené pro

5<n <23

Fermat se puvodné domnival, ze F}, jsou obecné
prvocisla.



Faktorizace Fermatovych Cisel

e V roce 1732 Euler nalezl rozklad Ferma-
tova Cisla

Fs = 641 x 6700417 = 4294967297.

e Zadné dalsi prvocislo tvaru F, = 22" 4+ 1
neni pro n > 24 znamo.

e Dégjiny rozkladu Fermatovych Cisel se od
doby Eulera staly velkou soutézi o vhodné
algoritmy a u-kosmos numerické matema-
tiky.

e Protoze F), roste v pocCtu cifer zavratné
rychle, algoritmus, ktery lze uplatnit pro
faktorizaci Fy, nemusi platit pro Fj,4 1.



Faktorizace Fermatovych Cisel - Fg a Fy

e V roce 1880 Landry zverejnil soucin

Fg = 274177 X p14

Algoritmus, kterym Landry k tomuto vysled-
ku dospél, nebyl nikdy publikovan.

e VVroce 1970 Morrison a Brillhart nalezli po-
moci metod Fetézovych zlomku soucin

Iy = 59649589127497217 X poo

o V letech 1877 - 1970 bylo objeveno nekolik
nevelkych soucinitel Fermatovych Cisle ve
tvaru k x 2"t2 4+ 1 pron > 9.

e Napriklad jiz v roce 1903 Western nalezl
pro

Fg = 2424833 x ('q4s,

kde C14g Je celé 148-ciferné Cislo.



Faktorizace Fermatovych Cisel - Fg a Fq

e V roce 1980 Brent a Pollard nalezli soucCin

Fg = 1238926361552897 X pgo

Pollardova p-metodou.

e V roce 1990 skupina matematiku a pocCita-
covych odbornikt kolem Pollarda pouzila
vice nez 700 pracovnich stanic rozmisténych
po celém svété a odvodili metodou, ktera
nese jméno ''special number field sieve”
(SNFS) pro

Fg = 2424833 X pgg X pgog.



Faktorizace Fermatovych Cisel - soucasnost

e V Tijnu 2003 John Cosgrave se spolupra-
covniky na St. Patrick’s College nalezli sou-
Cinitele

3 % 22478785 +1

Fermatovu Cislu F>47g8782.

e Ne vSechna Fermatova Cisla, o kterych vime,
Ze jsou rozlozitelna, maji kompletni fak-
torizaci. Jiz napriklad pro Fji> neni znam
soucCinitel C71g87 O velikosti 1187 cifer.

e Podobné pro Fi3, Fis, Fi6, F17, F1s, Fio9,
F>1 a F>3 chybi soucCinitele ruznych cifernych
délek.



Faktorizace Fermatovych Cisel - prehled

F,=22"+1

3

5

{

257

65537

641 x 6700417

274177 x 67280421310721

59649589127497217 x
x5704689200685129054721

1238927497217 X pgo

2424833 X pag X pog

~NOoO O, WNHEHOS3

© 0

V tabulce oznacuje p;. k-ciferné prvocislio. Napriklad

Fe =274177x67280421310721 = 274177 Xp14



Pro rozklad velkych Cisel na prvocCiselné soucCinitele
se pouzivaji celoCiselné vilastnosti eliptickych
krivek

y2 — 23 +ax+50

Na strankach

http://www.alpertron.com.ar/ECM.HTM

muzete oVvEérit ucinnost téchto matematickych
metod.




