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Délitelnost Cisel a kongruence

e Rikame, Ze dvé prirozena Cisla a a b jsou
kongruentni moduli n, jestlize pri déleni a
Cislem n obdrzime zbytek b nebo, Ze jejich
rozdil a — b je nasobkem cCisla n. PiSeme

a=b(modn) < a—-b=kxn (1)

e Priklady kongruence

17 —5=1x 12
35-11=2x12
168 -0=14 x 12
169 —1 =14 x 12
2k+1—-1=kx?2

17 = 5(mod 12)
35=11(mod 12)
168 =0(mod 12)
169 =1(mod 12)

2k+1=1(mod?2)
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e Je zfrejmé, Ze pro prirozené Cislo a délitelné
Cislem n beze zbytku plati

a=0(modn) < a=kxn



Modularni operace

e Kongruence je symetricka a transitivni

a=b(modn) «—— b=a(modn)
a=b=c(modn) «—— a=c(modn)

e SCitani
a=b(modn)&c=d(modn) — a+c=b+d(modn)

e OdcCitani
a=b(modn)&c=d(modn) — a—c=b—d(modn)

e Nasobeni, pro a,b,c,d cela Cisla
a=b(modn)&c=d(modn) — axc=bxd(modn)

e Mocnina, opakovane nasobeni, pro a,b,m
cela Cisla

a=b(modn)&a=b(modn) — a"=0b"(modn)



e Priklad 1- Protoze plati

22 =1 (mod 3)
22=1 x22=1(mod3) = 2% =1 (mod 3)

= 2°™ =1 (mod 3) = 2°™ — 1 = 0 (mod 3)

je kazdé Mersenneovo Cislo 2™ — 1 délitelné
3, jestlize n = 2m je sudé.

e PFiklad - UrcCete zda &islo 11207 je d&litelné
tremi. Protoze plati

11297 (mod 3) = 1112816418 +4+2+1 (g 3) =
[11128 x 11%% x 118 x 11* x 112 x 11](mod 3) =
[I1x1x1x1x1x2](mod3)=2(mod3)

e Z kongruence 112097 = 2(mod 3) jiZ plyne,
ze

11207 neni délitelné tremi,

11207 _ 2 je d&litelné tremi.



Modularni operace - déleni

e Pokud

axd=bxd(modn)

obecné neplati, ze

a=b(modn).

e Napriklad z kongruence

10=6(mod4) —5x2=3x2(mod4)
neplyne 5 =3 (mod 4)

e Modularni deéleni, lze provést pro d,n ne-
soudélna Cisla (relative prime),

axd=bxd(modn) <= a=b(modn)



e Napriklad z kongruence

170=35(mod3) — 5x34 =5 x 7(mod 3)

plyne 34 = 7 ( mod 3), protoZe 3,5 jsou ne-
soudélna Cisla.

e Modularni déleni, lze provést pro d # 0O
celé

axd=bxd(modn xd) < a=b(modn)

e Napriklad z kongruence

10=6(mod 4) — 5x2=3x2( mod 2x2)
plyne 5 = 3 (mod 2)



Mala Fermatova véta

Z roku 1640, anglicky nazev Fermat s Little
T heorem

e Jestlize p je prvocCislo, které neni délitelem
a, pak

aP~ ! = 1(mod p).

e Alternativni tvar

a? = a(mod p).

o V témze roce 1640 Fermat napsal Mersen-
. - - _ _ - - mn
neovi, ze prepoklada, ze Cisla F,, = 22 +1
jsou prvocisla.

e Ukazeme si, jak pouzit malou Fermatovu
VEtU Kk dukazu Ze Cisla F3 = 22 + 1 = 257
resp. Fy = 22" 4 1 = 65537 jsou prvocisia.



Zvolme a = 3 a predpokladejme, Ze
3
p=257=22" 41

je prvocCislo. Potom podle malé Fermatovy véty
musi platit

322" — 1(mod 22° 4 1),
resp.
32° = 1(mod 28 + 1).
Plati postupné

32 = 9(mod 257)

32° = 81(mod 257)

32° = 136(mod 257) 6561 = 25 x 257 + 136
32* = 249(mod 257) 18496 = 71 x 257 + 249
32° = 64(mod 257) 62001 = 211 x 257 + 64
32° = 241(mod 257) 4096 = 151 x 257 + 241
32" = 256(mod 257) 58081 = 225 x 257 + 256
32° = 1(mod 257) 65536 = 255 x 257 + 1

Posledni kongruence potvrzuje, ze 257 je prvocislo.



