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Linearné konvergujici algoritmy

Za domaci ukol jste méli ukazat, jak pomoci
fetézového zlomku
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a jeho ekvivalentniho zapisu pro Citatele jme-
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obdrzime ze soucCinu matic algoritmus pro vypocet
odmocniny.
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Nap¥iklad pro /2 plati
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V tomto pripadé jsou vektory

p=[111111...],

go =1

q =[22222...],
takze nasobeni matic ma jednoduchy tvar
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Mochnina matice 2 x 2

Hledejme mocninu matice 2 x 2, ktera ma jed-
notkovy determinant ad — bc = 1
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A:cd

Vlastni Cisla Aq >

a— \ b 5
det . d— ) =X —(a+dAIX+ad—bc=0
V dalsim budeme znacCit
A = ad—bc=1
2r = a-+d
2y = a—d

a obdrzime reciprokou kvadratickou rovnici

NM_(a+dr+ad—bc=X>—2zA+1=0

A1,2 =:U:|:\/:U2— 1.

S resenim



Mochnina matice A

A" = )\?Pl + )\BPQ,

kde
— A
p = A2
A1 — A2
a
— A
p=2"N
Ao — A1
jsou tzv. projektory s viastnostmi
P1+ P = 1,
Pl X P2 = 0,

det P = det P> 0.

Algebraickymi upravami obdrzime
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kde Tnh(z) a U,_1(x) jsou Ceby3evovy poly-
nomy prvnino a druhého druhu.
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Mocninu matice

i

|lze tedy vyjadrit v uzavreném tvaru
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Drobnou algebraickou upravou zjistime, Ze soucCet
koneCného retézového zlomku vyjadrujici apro-
ximaci v/2 ma tvar
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1.00000000000000
1.50000000000000
1.40000000000000
1.41666666666667
1.41379310344828
1.41428571428571
1.41420118343195
1.41421568627451
1.41421319796954
1.41421362489437
1.41421355164605
1.41421356421356
1.41421356205732
1.41421356242727
1.41421356236330
1.41421356237469
1.41421356237282
1.41421356237314
1.41421356237309
1.41421356237310




Prirozena implementace v

nasledujici vysledek.

MATLABuU dava

k | k-ta aproximace Ak | diference V2 — 2k

B, B,
1 1.50000000000000 | -0.085738643762690
2 1.40000000000000 | 0.01421356237310
3 | 1.41666666666667 | -0.00245310429357
4 | 1.41379310344828 | 0.00042045892482
5 1.41428571428571 | -0.00007215191262
§) 1.41420118343195 | 0.00001237894114
4 1.41421568627451 | -0.00000212390141
8 | 1.41421319796954 | 0.00000036440355
9 1.41421362489487 | -0.00000006252177
19 | 1.41421356237310 | 0.00000000000000

Pro urCeni odmocniny /2 s presnosti na 16
platnych cifer potrebujeme 19 iteraCnich kroku.

Jak se zmeéni uvedeny algoritmus pro vypocet

V37




pro /3 plati

V3=1+ (3)
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V tomto pripadé jsou vektory

P =7q=[222222..],

go =1
takze nasobeni matic ma jednoduchy tvar
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k | k-ta aproximace Ak diference /3 — Ak

By, By
1 2.00000000000000 | -0.26794919243112
2 1.66666666666667 | 0.06538414090221
3 1.75000000000000 | -0.01794919243112
4 1.72727272727273 | 0.004773808029615
5 1.73333333333333 | -0.00128252576446
6 1.73170731707317 | 0.00034349049571
( 1.73214285714286 | -0.00009204957398
3 1.73202614379085 | 0.000024663773803
9 1.73205741626794 | -0.00000660869907
10| 1.73204903677758 | 0.00000177079129
11 | 1.73205128205128 | -0.00000047448240
12 | 1.73205068043172 | 0.00000012713716
25| 1.73205080756888 | 0.00000000000000

Pro

urceni odmocniny /3 s presnosti na 16
platnych cifer potfebujeme 25 iteracnich krokua.

Uvedené algoritmy konverguji linearne.




Kvadraticky konvergujici algoritmy

Tento algoritmus vychazi z obecného aritmeticko-
geometrického pruméru. Odmochninu z Cisla x
nalezneme z rekurentné pocCitaného aritmetického

(n—1)

niny y(n — 1) a podilu ’ podle formule
y(n—1)

s R

Napriklad odmocnina z Cisla 10 je s presnosti
na 14 desetinnych mist rovna

primaru 5 [y(n — 1)+ ] odhadd odmoc-
y

y(n) =

v10 = 3.16227766016838.
Pro x = 10 dostavame postupné

y(1) =3

y(2) = 3.165

y(3) = 3.162278

y(4) = 3.1622776601

y(5) = 3.16227766016835



Aritmeticko-geometricky prumeér

Aritmeticko-geometricky prumeér dvou kladnych
Cisel ag > bg je velmi prosty a rychle konver-
gentni algoritmus. Pro aritmeticky a geomet-

L ag + bg /

rick ramer = —— b = bo dvou
. P ) al ) 2 1 ao,o
libovolnych kladnych Cisel ag a bg plati

__ap T bg

2
Sestavime-li nyni posloupnosti {am}, {bm} tak,
ze

ai > (/apgbg = b1 . (5)

am + b
g1 = SEE , b1 = Vambm, (6)

muzeme jednoduchymi upravami ukazat, ze tyto
dvé posloupnosti konverguji ke spoleCné limité
M (ag,bg), nebot plati



Spolecnou limitu M (ag, bg) nazyvame aritmeticko-
geometrickym prumérem cCisel ag a bg. TEéto
hodnoty dosahneme v kazdém kroku m s presnosti,
jejiz mirou je posloupnost {cm}

Terr, — (Do)
. 7
. (7)
V praktickych pripadech pocCet krokl nepresahne
jednu desitku.

Cm+1 —

Vypocet uplnych eliptickych integralu
K(k), K(k"),
neuplnych eliptickych integralu
F (k)
a Jacobiho eliptickych funkci
sn(ulk),cn(ulk) a dn(ulk)

je zalozen na aritmeticko-geometrického prumeéru.



Vypocet uplného eliptického integralu

_[2 do
0 _/0 V1 —k2sin2¢

Polozime-li

ap=1,bp=V\1—-kK°=kK,co=k, (8)

potom uplny elipticky integral modulu k& je ro-

ven
T

K0 = v &

Zamenou

ap=1,bg=k,co=VV1—-k>=k, (10)

dostavame elipticky integral doplhkového mo-
dulu &

) = OM(1, K) (11)




Pro

k = 0.86602540378444 a k' = 0.50000000000000

je

m am, bm

1.00000000000000 | 0.50000000000000
0.75000000000000 | 0.70710673118655
0.72855339059327 | 0.72823765756099
0.72839552407713 | 0.72839550696978
0.72839551552345 | 0.72839551552345

A WMNRFO

a plati

K(k) = — = 2.15651564749964
aq



Uplny elipticky integral K (k)
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Aplikace - perioda kyvadla popsaného rovnici

9?2 — 2w2 cos ¥ = konst.

2 4K (k
neni 1" = —W, ale T = ( ), kde modul elip-
w w
tického integralu
Y
k = sin—O
2

je urcen maximalni vychylkou kyvadla 9g.



Vypocet neuplného eliptického integralu

@ do
Y= /0 \/1 — k2sin20

1. K zadanému modulu k vypocCitame se zvo-
lenou presnosti € posloupnosti {am}, {bm}-
Algoritmus ukonCime pro jistou hodnotu N,
pro kterou jiz plati

cy < € (12)

2. K zadanému argumentu ¢ vypocCitame vze-
stupné posloupnost {¢m,} podle rekurentniho
vztahu

¢0 = ¢,
Gm+1 = qﬁm—l—arctan(b—mtanqsm).
a

m



PFritom je tfeba zarucit, aby {¢m} byla rostoucri
posloupnost ( ¢,,41 ~ 2¢m ). Potom

F(glk) = Qﬁ—NN (13)

Pro

k 0.86602540378444
¢ =7/3 = 1.04719755119660

je

m am, ¢m

1.00000000000000 | 1.04719r55119660
0.75000000000000 | 1.76092193014136
0.72855339059327 | 3.53307617772659
0.72839552407713 | 7.06599949939667
0.72839551552345 | 14.13199898705032

A WNRFO

a plati
G4

= 1.21259661525498
2%ay

F(r/3|k) =



VypocCet Jacobiho eliptickych funkci

Jacobiho eliptické funkce jsou vlastné inverznimi
funkcemi eliptickych integralt a proto algorit-
Mmus jejich vypocCtu je obdobny predchazejicimu.

1. K zadanému modulu k vypocCitame se zvo-
lenou presnosti e posloupnosti {am}, {bm}, {em}-

2. Nalezneme realnou Ctvrtperiodu

K =5~ (14)

a k zadanému argumentu u urcime

¢N:2NGN’LL. (15)

3. Z rekurentni formule

b = %[qu T e S (16
am



nalezneme sestupné posloupnost {¢m}. Elip-
tické funkce sn(ulk),cn(ulk) a dn(ulk) jsou
poto urCeny vztahy

sn(ulk) = singg,
cn(ulk) = cosda¢g,
COS ¢q
d k) = :
R cos(é1 — ¢o)

Pro hodnotu argumentu rovnou lichym nasobkim
K(k) je cos¢g = 0 a funkci dn(ulk) pocCitame
ze vztahu

dn(K(k)[k) = &' . (17)



Jacobiho eliptické funkce

1 1
05 05}
of ol
— sn(ulk) — sn(ulk)
05T enquiky | “0.511 — cnulk)
— - dn(uk) |\ — - dn(ulk)
_1. - \.» - 4 _1. - ~, - i
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Vv Vv

Uvedené algoritmy konverguji kvadraticky.




Rekurentni algoritmy pro Besselovy funkce

Besselovy funkce 1. druhu J,(z) lze vyjadrit
ve tvaru nekonecCné rady

x\" 1 2\
ol @) = (E) X AT TR D <_Z>

k=0
(18)
Besselovy funkce splnuji rekurentni formuli
2n
Jnt1(x) + Jp_1(z) = — In(z) (19)

Asympticky se J,(z) jako funkce ¥fadu n blizi k
nule, tj., Ze pro zvolenou hodnotu x nalezneme
n vzdy takoveé, Ze plati

Tn(z) ~ \/21?1 (;Z)n <e (20)

Tato asymptoticka vlastnost Fika, na kolik platnych
cifer je pro dané xz a n splnéna rovnost

Jn—l—l(x> = 0.




Numericky vypocet J,(z)

1. K zadané hodnoté argumentu x a presnost
e, napriklad e = 10~8 nalezneme podle (20)
hodnotu n a polozime

Fn—|—1
Fr

|
e

2. VypocCteme sestupné posloupnost {F.} z
rekurentni formule

2n
Fip_1 = ?Fk_Fk—l—l (21)

3. Prvky této posloupnosti jsou jiZ Umeérné
Besselovym funkcim argumentu z, tj.

Jp(x) = éFk (22)



4. Normovaci konstatntu urCime ze vztahu

[n/2]
C=F+2 ) Fy, (23)
il

ktery je obdobou nekoneCné sumy

1=Jo(z)+2 ) Jop(x), (24)
=il

Tim je algoritmus ukonCen. Pozadovana presnost
je splnéna, srovnani s tabelovanymi hodnotami
vychazi velmi dobre.



Zpétna a dopredna rekurence pro J,(1)

S

Fn

Jn(w)
Zpeétna

dopredna

==
500N UAWNRO

63994242408
363801867479
9609492550
1636102721
207123776
208387487
1751094
125641

7830

439

22

1

0.76519768655
0.44005058574
0.11490348493
0.01956335393
0.00247663896
0.00024975773
0.00002093833
0.00000150232
0.00000009422
0.00000000524
0.00000000026
0.00000000001

0.76519768655
0.44005058574
0.11490348493
0.01956335393
0.00247663896
0.00024975773
0.00002093833
0.00000150232
0.00000009420
0.00000000499
-0.00000000423
-0.00000008963




Prvni tri Besselovy funkce J.(x).




Dékuji za pozornost




