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1. Jesté jednou Euklidav algoritmus

2. Definice retézovych zlomku



Jesté jednou Euklidav algoritmus

Hledejme nejvysSSinho spoleCného délitele Cisel
u=385 a v=15 pomoci Euklidova algoritmu.

rok u V
85| 15
70 | 15
55| 15
40 | 15
25| 15
10 | 15
15| 10

5|10
10 5
4 5 5
8 0 5

DI WN RO X

@)

Jednoduchym pozorovanim uvedeného algoritmu
muzeme zjistit, ze

85 1 1

—_ =5

15




Jesté jednou Eukliduav algoritmus - cont.

Dé&leni dvou celych Cisel w = 85 a v = 15 se
zbytkem z dava v prvnim kroku

85=uO=qO><’UO—|-ZO=5><15—|-10.

Opakujeme tento proces az obdrzime nulovy
zbytek.

Pouzivame délitele vg = w1 = 15 a zbytek
zo = v1 = 10 a plati

15=u1=q1><v1—|—21=1><10—|—5.
Nakonec pro uo = 10 a vp = 5 plati

10 =upo =qop X v+ 20 =2 x5+0.

Proces skonCi vzdy, protoze zbytky tvori kle-
sajici posloupnost celych Cisel. Posledni nenu-
lovy zbytek, v naSem pripadé z1 = 5, je nejvyssim
spoleCnym délitelem.



Priklad 1

Naleznéte nevysSSiho spoleCného délitele Cisel
10166 a 988. Protoze postupné plati

10166 10 x 988 + 286
988 = 3 x 286+ 130
286 = 2 x 130+ 26
130 5x26+0

je nejvyssim spoleCnym délitelem 26 a odpovidajici
fetézovy zlomek ma tvar

10166 1
oss 0T 1 (1)
3+—
2 _
3

10166 391 x 26
Tento vysledek Fika dale, Ze _ X
088 38 x 26

a Ze Cisla 391, 38 jsou jiz nesoudélna, tj.

gcd(391,38) = 1.



Definice fetézovych zlomku

anglicky - Continued Fractions
némecky - Kettenbruche

Vyraz tvaru

r=qo+ a (2)

P2
q1 +
pP3

P4
as+

nazyvame retézovym zlomkem.

qo +

q3 +

Pokud jsou vSechna p, = 1 jedna se o pravy
fetézovy zlomek

(3)

r=qot+

q1 +

qo + 7

ast

q3 +



pro ktery pouzivame znaceni

r = [QO;Q1JQQ7Q37Q47'”] (4)

Sblizenym zlomkem fadu k& rozumime konecny
zlomek

r. = [q0; 91, 92,93, - - * Q] (5)



Definice retézovych zlomku - cont.

Reté&zovy zlomek ...

e je koneCny prave tehdy, jestlize reprezen-
tuje racionalni Cislo

e je nekonecCny prave tehdy, jestlize reprezen-
tuje iracionalni Cislo

e je konecCny, napriklad pri hledani soudélnosti
Cisel - Euklidav algoritmus

e je nekoneCny napriklad pro

Va=1+ :

2+

2+

2+2_|_...



Priklad 1

Odvod te tvar nekonetného retézového zlomku
pro reprezentaci ¢isla v/2.

Reseni

Tvar fetdzového zlomku pro /2 vyplyva z iden-
tity

1
V2 = 1405
— 14 1 :
LY
— 14 - i
1+1+ 1
Y.

Napriklad sblizeny zlomek radu 5 dava

41
V2~ _— =1.413793...
29



Priklad 2

Odvod'te tvar nekonetného retézového zlomku

1 5
pro +T\/_ = 1.61803398874989 = 2 cos(n/5).

Tato hodnota udava je tzv. zlaty fez a je reSenim
klasické ulohy pomeéru stran obdélnika tak, aby

b b+a

a b
OznacCime-li pomér vetsi strany obdélnika ku

b
— odbrzime kvadratickou rovnici

mensi z =
a
1 2
z=14+—=2=2+41
A
jejiz resni jsou
1++5
21,2 = -

2



Slavna Fibonacciho posloupnost Cisel {f(n)}

1,1,2,3,5,8,13,21,34,55,89,144,233,377,610,...
ma tu vlastnost, ze

f)  _ 146

= 1.61803398874989. ..




Priklad 2 - cont.

Tvar odvozené rovnice

AL > 1+ 5

JiZz vede na retézovy zlomek

%\/g:“r 11 (©)
1+

1+ 7

1+1_|_...

Priklad 3

Odvodte algoritmus, kterym lze vyjadrit © ve
tvaru retézového zlomku.



Reseni pfikladu 3

Vyjdeme-li z numerické hodnoty
m = 3.14159265358979

dostavame postupné

3.14159265358979

7.06251330593105

15.99659440668410

1.00341723101500

292.6345908750125

3+ 0.14159265358979

1
3+
7.06251330593105

7+ 0.06251330593105

1
7+
15.99659440668410

15 4+ 0.99659440663410

1
5+
1.00341723101500

1+ 0.00341723101500

1
1+
292.6345908750125

292 4+ 0.6345908750125

1
292 +
1.57581843574461



Retézovy zlomek pro « bude mit potom tvar

T=3+4 - (7)

7+

15 +

1+

292 4 T

a koneCné soucty retézového zlomku davaji ra-
cionalni aproximace

N — = &
1

22
T X — = 3.14285714285714

T R 533 = 3.14150943396226
106

395 _ 314159292035398

113

Q



Cislo 7 lze pomoci Fetézovych zlomkd vyjadrit
mnoha zpusoby, napriklad

1
™ = 3+ 5
o+ 25
o 49
o 31
6
+6—|—..
4 1
— = 14+
s 4
3+ 5
5+
g
9+



Plati, ze odmocnina Cisla N, které nema celocCiselnou
odmocninu N # n?, miZeme vyjadFit Fetézovym
zlomkem

b
VN =a+ ; :
2a + n
2a + ;
2a
T 2a + -
kde a je nejvySSi celé Cislo pro které plati
a°><Nab=N —ad°



Podivejte se na stranku literatura. tam najdete
také, jak se retézovymi zlomky zabyvaji stu-
denti na MIT.



