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Řetězové zlomky II

1. Rekurentńı algoritmus pro řetězové zlomky

2. Vztah mezi řetězovým zlomkem a nekonečnou

řadou



Definice řetězových zlomk̊u - cont.

Konečný řetězový zlomek má k-tý součet, tzv.

sbĺı̌zený zlomek

Sk = q0 +
p1

q1 +
p2

q2 +
p3

q3 +
p4

q4 + · · · +
pk

qk

(1)

Prvńı sbĺı̌zené zlomky jsou

S1 = q0 +
p1

q1
=

q0q1 + p1

q1
≡

A1

B1

S2 = q0 +
p1

q1 +
p2

q2

=
q0q1q2 + q0p2 + p1q2

q1q2 + p2
≡

A2

B2
.



Rekurentńı algoritmus pro řetězové zlomky

Pro čitatele Ak a jmenovatele Bk k-tého sbĺı̌zeného

zlomku Sk =
Ak

Bk

plat́ı pro k ≥ 1 rekurentńı for-

mule

Ak = qkAk−1 + pkAk−2

Bk = qkBk−1 + pkBk−2

s počátečńımi podḿınkami

A−1 = 1, A0 = q0, B0 = 1, B1 = q1 .

Nap̌ŕıklad tak plat́ı

A1 = q1A0 + p1A−1 = q1 q0 + p1

B1 = q1B0 + p1B−1 = q1

A2 = q2A1 + p2A0 = q2 q1 q0 + q2 p1 + q0 p2

B2 = q2B1 + p2B0 = q2 q1 + p2



Nekonečná řada z řetězového zlomku

Rozd́ıl dvou následuj́ıćıch sbĺı̌zených zlomk̊u je

Ak+1

Bk+1
−

Ak

Bk

=
Ak+1Bk − AkBk+1

BkBk+1

=
(qk+1Ak + pk+1Ak−1)Bk

BkBk+1

−
Ak (qk+1Bk + pk+1Bk−1)

BkBk+1
=

=
−pk+1(Ak Bk−1 − Ak−1Bk)

BkBk+1
=

= −pk+1

[

(qkAk−1 + pkAk−2)Bk−1

BkBk+1

−
Ak−1 (qkBk−1 + pkBk−2)

BkBk+1

]

=

=
pk+1pk(Ak−1 Bk−2 − Ak−2Bk−1)

BkBk+1
=

...



S použit́ım rekurentńı formuĺı tak dostáváme

Ak+1

Bk+1
−

Ak

Bk

= (−1)kp1.p2. . . . .pk+1

BkBk+1
,

a tedy

A1B0 − A0B1

B1B2
=

p0.p1

B0B1
=

p1

B1
,

A2B1 − A1B2

B1B2
= −

p1.p2

B1B2
,

A3B2 − A2B3

B2B3
=

p1.p2.p3

B2B3
,

...

Protože

Ak

Bk

=

(

Ak

Bk

−
Ak−1

Bk−1

)

+

(

Ak−1

Bk−1
−

Ak−2

Bk−2

)

+ . . .

· · · +

(

A1

B1
−

A0

B0

)

+
A0

B0

můžeme snadno odvodit

Ak

Bk

= q0 +
p1

B1
−

p1p2

B1B2
+

p1p2p3

B2B3
+ . . .



· · · + (−1)kp1.p2. . . . .pk+1

BkBk+1

Sbĺı̌zené zlomky jsou částečnými součty ne-

konečné řady

q0 +
p1

B1
−

p1p2

B1B2
+

p1p2p3

B2B3
−

p1p2p3p4

B3B4
− . . .

Pro pravý řetězový zlomek je

q0 +
1

B1
−

1

B1B2
+

1

B2B3
−

1

B3B4
− . . .



Nekonečná řada vyjaďrená řetězovým zlom-

kem

Necht’

1

c1
−

1

c2
+

1

c3
−

1

c4
+

1

c5
− . . . (2)

je nekonečná konvergentńı řada s ck p̌rirozenými

č́ısly.

Chceme nalézt pk a qk p̌rirozená č́ısla tak, aby

nekonečná řada (2) byla shodná s
p1

B1
−

p1p2

B1B2
+

p1p2p3

B2B3
−

p1p2p3p4

B3B4
− . . .

Řešeńı

Položme p1 = 1 a q1 = B1 = c1.

Dále nalezneme pod́ıl dvou následuj́ıćıch členů

ck+1

ck

=
Bk+1

Bk−1 × pk+1
.



Protože pro Bk+1 plat́ı rekurentńı relace

Bk+1 = qk+1 × Bk + pk+1 × Bk−1,

můžeme psát

ck+1

ck

=
Bk+1

Bk−1 × pk+1
=

Bk × qk+1

Bk−1 × pk+1
+ 1,

nebo také

Bk

Bk−1
=

(ck+1 − ck) × pk+1

ck × qk+1
.

Odtud

(ck+1 − ck)pk+1

ckqk+1
=

Bk

Bk−1
=

qkBk−1 + pkBk−2

Bk−1

= qk + pk
ck−1qk

(ck − ck−1)pk

.

Z těchto vztahů nakonec obdrž́ıme

pk+1

qk+1qk

=
c2k

(ck+1 − ck)(ck − ck−1)
.



Protože požadujeme, aby pk a qk byla p̌rirozená

č́ısla, múžeme toho dosáhnout p̌rirozenou vol-

bou

pk+1 = c2k qk+1 = ck+1 − ck

Tuto formuli odvodil, kdo jiný než Euler v roce

1748.

1

c1
−

1

c2
+

1

c3
−

1

c4
+

1

c5
− · · · =

1

c1 +
c21

c2 − c1 +
c22

c3 − c2 +
c23

c4 − c3 + · · ·



Př́ıklad - Odvod’te tvar řetězového zlomku

pro
π

4
s použit́ım rozvoje funkce arctan(x) do

nekonečné řady.

Řešeńı

Protože plat́ı

arctan(x) = x−
x3

3
+

x5

5
−

x7

7
· · · =

∞
∑

k=0

(−1)k x2 k+1

2 k + 1

obdrž́ıme pro x =
π

4
slavnou Leibnitzovu for-

muli (1682)

π

4
= 1 −

1

3
+

1

5
−

1

7
· · · =

∞
∑

k=0

(−1)k 1

2 k + 1
.

Můžeme pravděpodobně souhlasit s Leibnitzem,

který prohlásil, že ”Bůh miluje lichá č́ısla”. Po

několika iteraćıch však dojdeme k závěru, že k

vyč́ısleńı č́ısla π je tato suma krajně nevhodná.



Abychom źıskali
π

4
na 7 platných cifer muśıme

použ́ıt 5 miliónů členů této řady. Proto se snaž́ıme

nalézt efektivněǰśı metody nalezneńı č́ısla π.

Uvedenou řadu p̌revedeme na řetězový zlomek

π

4
=

1

1
−

1

3
+

1

5
−

1

7
+

1

9
− · · · =

1

1 +
1

2 +
9

2 +
25

2 +
49

2 +
81

2 · · ·

v očekáváńı, že řetězový zlomek bude vhodněǰśım

algoritmem pro vyč́ısleńı.



Výkonněǰśı algoritmus výpočtu č́ısla π lze nalézt

s využit́ım součtových vzorc̊u pro funkci

arctanu + arctan v = arctan
u + v

1 − u v
.

Jedna z těchto formuĺı je Euler̊uv vztah z roku

1738

π

4
= arctan(

1

2
) + arctan(

1

3
) .

V roce 1706 John Machin nalezl fromuli

π

4
= arctan(

1

5
) − arctan(

1

239
) ,

která umožňuje velmi efektivńı poč́ıtáńı č́ısla π.



Děkuji za pozornost


