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Retézové zlomky II

. Rekurentni algoritmus pro retézové zlomky

. Vztah mezi retézovym zlomkem a nekoneCnou
Fadou



Definice retézovych zlomku - cont.

KoneCny rfetézovy zlomek ma k-ty soucCet, tzv.

sblizeny zlomek
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Rekurentni algoritmus pro rfetézoveé zlomky

Pro Citatele A, a jmenovatele B k-tého sblizeného

A
zlomku S = B—k plati pro k > 1 rekurentni for-

k
mule

A = qpAg_1 + prAk—o

By = qxBr_1 + ppBr—2

S pocateCnimi podminkami
A_1=1, Apg=gqo, Bo=1l, Bi1=gq.
Napriklad tak plati

A1 = q1Ao+pPiA_1=q19 + 1
B1 = ¢1Bo+p1B_1=q1
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g2 A1 +p2A0 = 929190 + 921 + qo P2
B> = q>B1 +p2Bg=4q2q1 + p>



NekoneCna rada z retézového zlomku

Rozdil dvou nasledujicich sblizenych zlomku je

Ap+1  Ag _ Ap41Br — AgBg+a
Br+1 By By Br+1
(qk+1A% + Prr14k—1) By
By B4 1
Ay (@e41Br + Piy1Br—1) _
BpBp 41
P41 (A Bp—1 — Ap_1Bg) _
By B4 1
(qxAg—1 + PrAk—2) Bp_1
BpBp 41
A1 (@Br—1 +pPpBr-2)| _
BpBp 41
Pk41Pk(Ap—1 By—2 — Ap_2B_1) _
By Bj41

— ~DPk+1




S pouzitim rekurentni formuli tak dostavame

Ak—|—l . ﬂ — (_1)kp1p2 ..... PE+1
Brpy+1  Bg BpBp4+1
a tedy
A1Bo — AgB1 _ po-p1 _ P1
B1B> BoBy Bi’
AoB1 — A1B» _ _pip2
B1B> B1By’
AzB> — A2B3  _ p1-p2-p3
B> B3 ByB3
Protoze
Ap _ (ﬁ B Ak—1> n (Ak—l B Ak—2> n
By, By Bi_1 Brp_1 B>
A A A
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Bi By ' Bg

muzeme snadno odvodit

Ap P1  P1p2 , P1P2DP3
By, _qo+B1 3132+ B>B3 U



Sblizené zlomky jsou casteCnymi souclty ne-
koneCné rady

Pl P1P2 | P1P2P3  DP1P2P3P4
o + - —

By B1B, @ ByBs B3 B,

Pro pravy retézovy zlomek je

L1 1, 1 1
O B " BB, | BoBs BaBs




NekonecCna rfrada vyjadrena retézovym zlom-
kem

Necht
1 1 1 1 1
e b ST (2)
cCl1 €2 cC3 C4 Cs
Jje nekonecCna konvergentni rada s ¢ prirozenymi
Cisly.

Chceme nalézt p,. a q; prirozena Cisla tak, aby
nekonecna Fada (2) byla shodna s

P11 P1p2 n pP1P2P3  P1P2P3P4
B1 BiB>  ByB3 B3 By

Reseni
Polozme p1 =1 a qg = B = c3.

Dale nalezneme podil dvou nasledujicich Clenu

Cht+1 _ Br41
Ck By_1 X pr+1




Protoze pro By plati rekurentni relace

Bi4+1 = qx4+1 X B, + pp+1 X Bg_1,
muzeme psat
Ck+1 _ Br41 _ B X gt 11
Ck Bi_1 X pr4+1  Bg—1 X g1
nebo také

B _ (k41— k) X Pit1

By_1 Ck X QK41
Odtud
(Ck4+1 — Ck)PK+1 _  Br _ axBr—1 +ppBi2
Crdk+1 By_1 By_1
. Ck—19k
= qi + Dk

(ckk — cl_1)Pk
Z téchto vztahu nakonec obdrzime

Pk+1 _ C%
ar+19r  (cp+1 —cx) (e — cp—1)




Protoze pozadujeme, aby p. a q; byla prirozena
Cisla, muzeme toho dosahnout prirozenou vol-
bou

Pk+4+1 — C% dk+1 — Ck+1 — Ck

Tuto formuli odvodil, kdo jiny nez Euler v roce
1748.
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Priklad - Odvodte tvar feté&zového zlomku
pPro % s pouzitim rozvoje funkce arctan(x) do

nekoneCné rady.

Reseni

Protoze plati

23 25 L7 22 k+1
arctan = r— —

(z) ==z 3+5 Z( )2k+1
obdrzime pro xz = T slavhou Leibnitzovu for-
muli (1632)

T 1 1 1 o1
=14 = _ = —
4 3+5 7 Z( 1) 2k—|—1

k=0
Muzeme pravdépodobné souhlasit s Leibnitzem,
ktery prohlasil, ze " Buh miluje licha Cisla” . Po
nékolika iteracich vSak dojdeme k zaveéru, ze k
vyCisleni Cisla « je tato suma krajné nevhodna.



Abychom ziskali % na 7 platnych cifer musime
pouzit 5 miliona Clent této rady. Proto se snazime

~ O~~~

nalézt efektivnéjSi metody nalezneni Cisla .
Uvedenou radu prevedeme na retézovy zlomek

Y 1 1 1 1 1 B
a=1 375 779 7
1
1+ !
2+ 0
25
2+2+ 49
81
2+ —

v oCekavani, Ze retézovy zlomek bude vhodné&jSim
algoritmem pro vycisleni.



Vykonnégjsi algoritmus vypoctu Cisla « |ze nalézt
S vyuzitim soucCtovych vzorcu pro funkci

u -+ v
arctanwu -+ arctanv = arctan

1l —wuv
Jedna z téchto formuli je Eulertuv vztah z roku
1738

T 1 1
— — arctan(— arctan(—).
A (5) + ()

V roce 1706 John Machin nalezl fromuli
T 1 1
— = arctan(—) — arctan(——) ,
4 (5) (239)

ktera umoznuje velmi efektivni pocCitani Cisla .



Dékuji za pozornost




