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1 Uvod

1.1 Analyza algoritmu
Algoritmy a programy Co je co
Algoritmus:
e myslenka feSeni néjakého problému
e konecny pocet krokt reseni

e vyjadfujeme nejcastéji slovné nebo pseudokédem
Program:
e implementace algoritmu ve zvoleném programovacim jazyce

Bez algoritmu nelze napsat program.

Analyza slozitosti algoritmi Pro¢ nas to vlastné zajima

Idealni kombinace: efektivni algoritmus + efektivni implementace

Analjza algoritmu:

e poskytne predpovéd vykonnosti algoritmu
e je vhodnéjsi nez experimenty

e umozni vybér vhodné varianty feSeni
Asymptoticka slozitost pamétova x sloZitost Easova

Analyza sloZitosti algoritmu (2) Pfedpovéd chovani

Analyza efektivity: Identifikace efektivnich a neefektivnich ¢asti algoritmu umozni
soustfedit se na ty ¢asti, jejichz tiprava pfinese nejvyssi narist vykonu.

Piedpovéd vykonnosti programu

Velké projekty potfebuji apriorni odhad vykonnosti pro dany hardware — je tfeba ucinit
odhad bez znalosti detailii programového kédu.

Identifikace izkych mist a jejich vhodné osetieni jesté pred vlastnim naprogramova-
nim.



Analyza sloZitosti algoritmu (3) Ovéfeni vlastnosti

Vhodnéjsi nez experimenty

Experimenty ovéii chovani pouze ve vybranych krizovych ptfipadech — misto ,dokazali
jsme, ze dany algoritmus funguje spravné“ lze pouze tvrdit: ,,nenalezli jsme zpisob, jak
prokdzat, Ze algoritmus je spatneé“.

Zaruky funkénosti poskytuje jediné formalni analyza.

Vybér vhodné varianty

Ne vzdy je nejvhodnéjsi varianta ta, jenz je v poctu instrukci nejefektivnéjsi a tedy
nejrychlejsi — napr. implementace pro jednocipovy pocitac X pracovni stanice.

2 Vyvojova stadia algoritmu

Tlustracéni priklad Fibonacciho posloupnost

Poprvé popséana italskym matematikem Leonardem z Pisy, zndmym také jako Fibo-
nacci (1202).

Ristu populace kralikti za ponékud idealizovanych podminek.

Cislo F(n) popisuje velikost populace po n mésicich, predpokladame-li, ze
e prvni mésic se narodi jediny par,

e nove narozené pary jsou produktivni od druhého mésice svého zivota,

e kazdy mésic zplodi kazdy produktivni par jeden dalsi par,

e kralici nikdy neumiraji, nemaji predatory.

Tlustracni priklad Stavy populace kralika

Fibonacciho ¢islo  Stav

F(1) =1 zacindme s jednim parem

F(2) =1 jesté jsou piilis mladi

F(3) =2 tento mésic jiz zplodi prvni potomky
F(4) =3 druhy par potomku

F(5) =5 prvni potomci tieti generace

Obecné
F(n)=F(n—-1)+ F(n—2)

Jak efektivné zjistit F'(n) pro zvolené n?



2.1 Algoritmus pomoci explicitniho feSeni

Explicitni Feseni PFimé vyjadieni F(n)

Explicitni nerekurzivni vztah pro n-ty ¢len Fibonacciho posloupnosti je

kde ¢ je hodnota zlatého fezu,

1++/5

0=

= 1,61803398874989 - - - ~ 1,618.

Algoritmus 1
Spocti

Analyza Algoritmu 1 Aneb co vSechno miiZze dopadnout Spatné

Reprezentace ¢isel v plovouci fadové ¢arce ma sva omezeni. V pocitaci budeme vztah

reprezentovat jako
~1,61803" — 0,61803"

2,23606

F(n)
Jaké budou vysledky?

F(2) = 1,00000 je v poradku F'(3) = 1,78884 zaokrouhlime na 2 F(20) = 6764,69
jesté zaokrouhlime na 6765 F'(21) = 10945,4 uz zaokrouhlime na 10945 misto 10946
F(25) = 75020,6 by mélo byt 75025

Existuje presnéjsi varianta vypoctu?

2.2 Rekurzivni algoritmus

Rekurzivni algoritmus Vypocet podle definice

Hodnoty F(0) az F'(2) predpocitame, zbytek lze s jejich pomoci vyjadfit.

Algoritmus 2

Require: n >0

Ensure: y = F(n)

if n =0 then
y<=0

else if n < 2 then
y<=1



5: else
6: y<=Fn—-1)+F(n-2)
7. end if

Jak efektivni je dany algoritmus?

Rekurzivni algoritmus Efektivita

Posloupnost vypocétu F(5): (5) /\
F(5

F(4) FE~
P PR F@ F()
Pocet krokt pro F(n) je 7(n) =3 - F(n) — 2.
2.3 Dynamické programovani

Dynamické programovani Varianta ,shora dola*

Technika matematické optimalizace.
Dekompozice problému na identické podproblémy.

Dva zékladni pristupy:

e shora dola — resime podproblémy postupné a pamatujeme si feseni

e zdola nahoru — vyfesime vSechny potiebné podproblémy a skladame je

Algoritmus 3

Require: n > 0
Ensure: y = F(n)

1: Alokuj f[1...n]

2: f[O] <=0

3 fl2l = flll =1

4: for i = 3 ton do

5 fli] <= fli— 1]+ fli —2]
6: end for

7. y <= fn]

Dynamické programovani Varianta ,zdola nahoru*
Algoritmus 3 potiebuje pole n prvkl pro uchovani minulych ¢lenti posloupnosti.

Jde to ale i bez né€j.



Algoritmus 4

Require: n >0
Ensure: y = F(n)
1: if n =0 then

2. y<=0

3: else

4. a<=1l,b<=1

5. fori=3tondo
6: c<a+b

7 a<=bb<c
8: end for

9. y<b

10: end if

Asymptoticka slozitost Velka O notace

Jakym zpusobem se bude chovani algoritmu ménit v zavislosti na velikosti (poc¢tu,
objemu) vstupnich dat?

Dva zékladni typy:

e Casova slozitost — vliv na dobu vypoctu

e pamétova slozitost — naroky na opera¢ni pamét
Znacime:

e O(N) - linearni slozitost,

e O(N?) — kvadraticka sloZitost,

e O(log N) — logaritmicka slozitost.

Slozitost O(N) znamena linedrné rostouci naroky, O(N) ~ k- N + ¢ pro né&jaka
k,n € N, pro O(1) jsou naroky konstantni, O(1) ~ q.

Asymptoticka slozitost Velka O notace

Vliv asymptotické casové sloZitosti

Pro O(N?) m4 zdvojndsobeni objemu vstupnich dat za nésledek ¢tyinasobnou dobu vy-
konavani algoritmu. Pro O(log N') mize mit ¢tyfnasobny pocet dat na vstupu za nasledek
dvojnéasobnou dobu vykonavani algoritmu. Pro O(1) je doba vykonéavani algoritmu neza-
visla na velikosti vstupu.

Vliv asymptotické pamétové sloZitosti



Pro O(N) méa zdvojnéasobeni velikosti vstupu za nasledek dvojnasob vysoké naroky na
operac¢ni pamét. Pro O(2") &tyinasobna velikost vstupu zosmindsobi pamétové naroky.

Asymptoticka slozitost Obrazek
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Maticova varianta Jina explicitni forma

Pro ¢leny Fibonacciho posloupnosti plati také
o] - A
10 F, F,
Diikaz: Indukei pro n — n + 1.
Pouzitim opakovaného mocnéni snizime pocet krokt na O(logn).
Dikaz zacneme pro n = 1, kde plati

ISR

a vztah tedy pro n = 1 dava korektni vysledek. Za ptredpokladu, ze vztah plati pro n,
dostaneme pro n + 1

Fy
F
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1o “|[to] |10]"
[ Fu F, 1 1]
| F, F, 10|
__Fn+1+Fn Fn+1 _ Fn+2 Fn+1
__Fn+Fn—1 Fn B Fn+1 Fn

Odvozeni celého maticového predpisu vychazi z teorie dvouprvkovych rekurenci a na
zadost nékterych z vas zde uvadim struény vytah. K dispozici mate volné stazitelnou
plnou verzi ¢lanku [1], z niz jsem &erpal.



Satz 1. MnozZina R(a,b) Meéjme dvojici redlnych ¢isel a a b # 0 a posloupnost A,, defi-
novanou rekurentnim vztahem

Apso=a-Aper +b- A,

Potom pro pevné hodnoty parametri a a b oznacime R(a,b) mnoZinu vsech takto para-
metrizovanych posloupnosti.

Jednim z vyznaénych prvkit R(1,1) je Fibonacciho posloupnost F' s poc¢atec¢nimi ¢leny
FO =0a F1 =1.

Definice 2. Posloupnost A Vsechny prvky posloupnosti Ay, A, As, ... tvorici vektor
v R*> oznacime jako posloupnost A.

Satz 3. Operdtor posunu doleva, oznacovany <1, odstrani z posloupnosti A jeji nejlevéjsi
proek.
Z pavodni posloupnosti A = Ag, Ay, As, Az, ... vznikne posunem doleva o jednu pozici

posloupnost <A = Ay, Ay, A3, Ay, . ...

Studiem vlastnosti dvouprvkovych rekurenci snadno dospéjeme k zavéru, ze vlastnosti
rekurenci A € R(a,b) jsou zcela uréeny volbou Ay a A;. Prostor R(a,b) je proto dvou-
rozmérny a kazdé A € R(a,b) musime byt schopni vyjadiit jako linearni kombinaci dvou
bazovych posloupnosti X a Y s prvky Xo =1, X, =0a Y, =0,Y; =1,

X =1,0,b,ab,a’b+1?, ...,
Y =0,1,a,a>+b,a®+2ab, . ...

Pro v8echna A € R(a,b) je tedy
A=AgX + AY.
Vsimnéte si, Ze proa =1 ab=1je Y = F (pujde o Fibonacciho posloupnost) a také, ze
X =b-Y,
takZze mizeme jakoukoliv posloupnost A € R(a,b) psat jako posloupnost ¢lent

An - AOan—l + AlYn - ADbFn—l + Aan

Operator posunu doleva lze v R(a, b) s bazovymi prvky X a Y vyjadiit matici M jako

[]w 3]

Prvky matice M jsou dany vztahy

a4X=b-Y,
4Y =X +a-Y,



a proto

0 1
w00
Posloupnost A € R(a,b) je v bazi [ X, Y] mozno zapsat jako

_ | 4o
-]
pri¢emz pro n-krat posunutou posloupnost bude platit
n A
QA= "o
[ At ]

Vzhledem k definici transformac¢ni matice M je ale také < A = M"A, a proto

PR R Pt

Pro n-nasobné posuny bazové posloupnosti X a Y miizeme psat

R R A E
b a X Moy M2 0 maoy Xn+1 ’

BRI MR F R N
b a Y, Moy  M22 i 1 Mmag Yo ’

z ¢ehoz vyplyva

respektive

011" [mun mao] [ X. Y
b a Moy M2 | Xns1 Yo |

Jiz dffve jsme si v8imli, ze Y = F (atedy Y, = F,,) aze AX = b-F (atedy X,, = b-F,_1).

V R(a,b) bude proto platit
011" [b-F,1 F,
b a - b . Fn Fn+1

011" [F. F,
11| | B Fua |

Maticova varianta Pomoci opakovaného mocnéni

av R(1,1) ekvivalentné

Algoritmus 5

Require: n >0
Ensure: y = F(n)
1. if n =0 then



2: y<=0
3: else

1 1
4. M<:{1 O:|

5. M < matpow(M,n — 1)
6: y <= M][0,0]
7. end if

Algoritmus 5a

Require: n >0, A2 x 2]
Ensure: B =matpow(A,n)
1: if n > 1 then
2: B < matpow(A,n/2)
3: B« BA
4: end if
5: if n je liché then
11
6: B< A [ 10 }
7: end if

3 Porovnani variant

Porovnani variant Misto zavéru

Algoritmus Pamétové naroky Casova slozitost

1 O(1) O(log N)
2 O(N) O(F(N))
3 O(N) O(N)
4 O(1) O(N)
5 O(log N) O(log N)
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