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1 Retézové zlomky

1.1 Uvod

Princip retézového zlomku Jesté jednou Eukliduv algoritmus

Hledame ged(85, 15):

’ krok \ Uu \ v ‘
85| 15
70 | 15
55| 15
40 | 15
25| 15
10| 15
15| 10

5110
10 5
7 5| 5
8 0| 5

Tt | WD

(@)

Vysledny podil lze vyjadrit také jako

Princip retézového zlomku Postup Euklidova algoritmu

Déleni dvou celych ¢isel ug = 85 a vy = 15 se zbytkem 2z dava v prvnim kroku

85:u0:q0~vo+20:5-15+10.
Opakujeme tento proces az obdrzime nulovy zbytek.

1. Délenec u; = vg = 15, délitel v = zo = 10:

15:u1:q1-vl—|—21:1-10+5.



2. pro us = 10 a v9 = 5 plati
10:U2:CI2"U2+2’2:2'5+0.

Zbytky tvori klesajici posloupnost celych ¢isel = proces skonci vzdy.

Posledni nenulovy zbytek, v nasem piipadé z; = 5, je nejvyssim spoleénym délitelem.

Princip fetézového zlomku Postup Euklidova algoritmu

Priklad 1. Naleznéte nevyssiho spole¢ného délitele ¢isel 10166 a 988.
Postupné plati

10166 = 10 - 988 + 286
988 = 3 - 286 + 130
286 = 2-130+ 26
130 =5-26+0

Nejvyssim spolecnym délitelem je 26.

Princip fetézového zlomku Tvorba ¢lent zlomku
Odpovidajici fetézovy zlomek ma tvar

101
T

088 5
+—

2+ !

5

10166 391 - 26
988 3826

ged(391,38) = 1.

a ze ¢isla 391 a 38 jsou jiz nesoudélna,

Tento vysledek tikéa dale, ze

1.2 Definice

Retézové zlomky Definice
Definice 2. Retézovy zlomek Vyraz tvaru

P1
P2
b3
P4
q4 + e

r=qo+

q1 +
Q2 +
q3 +

nazyvame nekoneénym retézovym zlomkem.



Retézové zlomky Definice

Definice 3. Pravy fetézovy zlomek Pokud jsou vSechna p, = 1, jedné se o pravy reté-
zovy zlomek

T=qo+

Q1+

Znacime [qo; d1,92,43,94, " * ]

Retézové zlomky Vlastnosti

Definice 4. Retézovy zlomek, jehoz rozvoj konéi n-tym clenem, nazyvame koneénym
Fetézovym zlomkem 1adu n. Koneény pravy fetézovy zlomek znacime [qo; g1, Ga, * - - qn)-

Definice 5. Pro 1 < k < n nazyvame tsekem fadu k tfetézovy zlomek, ktery vznikne
vynechanim poslednich n — k ¢lend.

Retézové zlomky Vlastnosti

Vlastnosti:

e je konecény pravé tehdy, jestlize reprezentuje raciondlni ¢islo (napfiklad pii hledéni
soudélnosti ¢isel Euklidovym algoritmem)

e je nekonecny pravé tehdy, jestlize reprezentuje iracionalni ¢islo, naptiklad pro

1
V2=1+

2+
2+
2+

1
24+ ...

P¥iklady vypoctu Fetézovych zlomka Vipodlet /2
Priiklad 6. Tvar fetézového zlomku pro v/2 vyplyva z identity

1 1
V2=1+4+—"=1+ :
1+v2 14+1+
1+v2
1
=14+ :
141+ 0
141+
1442



Napftiklad usek radu 5 dava

41
V2 & 55 = 5g = LAI3TI3..

Piiklady vypoctu fetézovych zlomku Zlaty fez (1/3)

Definice 7. Hodnota zlatého Fezu je fesenim klasické tilohy pomérii stran obdélnika tak, aby
b b+a

a . .
rovnici

. Oznacime-li pomér vétsi strany obdélnika ku mensi z = —, obdrzime kvadratickou
a

1
z=1+-=22=2+1
z

jejiz feseni jsou

1++v5
21,2= 9 .

1++5
2

Odvodte tvar nekonecného fetézového zlomku pro
2 cos(m/5).

= 1,61803398874989 =

Piiklady vypoctu fetézovych zlomku Zlaty fez (2/3)
Pro Fibonacciho posloupnost
{F.} =1{0,1,1,2,3,5,8,13,21, 34,55, 89, 144, 233, 377,610, ... }

plati
Fo 145

n—1

lim

n—oo

= 1,61803398874989 . ..

Piiklady vypoctu fetézovych zlomku Zlaty fez (3/3)

Tvar odvozené rovnice

1 1++5 1
z2=14+-= =1+
z 2 1+5
2



jiz vede na fetézovy zlomek

Piiklady vypoétu Fetézovych zlomku Algoritmus reprezentace éisla 7 (1/4)

Vyjdeme-li z numerické hodnoty m = 3,14159265358979 . .., dostavame postupné

1

7,06251330593105
1

15,99659440668410
1

1,00341723101500
1

292,6345908750125
1

1,57581843574461

3,14159265358979 = 3 + 0,14159265358979 = 3 +

7,06251330593105 = 7 4 0,06251330593105 = 7 +

15.99659440668410 = 15 + 0.99659440668410 = 15 +

1.00341723101500 = 1 + 0.00341723101500 = 1 +

292.6345908750125 = 292 4 0.6345908750125 = 292 +

Piiklady vypoctu Fetézovych zlomku Reprezentace ¢isla 7 (2/4)

Retézovy zlomek pro 7 bude mit tvar

T=3+

7+

1+
292 +

1+

Piiklady vypoctu Fetézovych zlomku Reprezentace ¢isla 7 (3/4)



Konec¢né soucty fetézového zlomku davaji racionalni aproximace

TR S = I =3
22
TR Sg = - = 3.14285714285714
333
R~ s3 = — = 3.14150943396226
53 106 5094339
355
sy = —— = 3.14159292
S4 e 3 59292035398

Piiklady vypoctu fetézovych zlomku Reprezentace ¢isla m (4/4)

Cislo 7 1ze pomoci fetézovych zlomkt vyjadiit mnoha zpiisoby, napiiklad

1
T=3+ 9
6 + 55
6 + 19
6+ 31
6+6—|—...
oy 1
s 4
3+ 9
o+ 16
7+ 5%
9+11+...

Vypocet VN ¢ N Algoritmus
Odmocninu &sla N, které nemé celodiselnou odmocninu N # n? n € N, miZzeme

vyjadrit fetézovym zlomkem

VN =a+ :

2a +

2a +
2a +

b
2a+...

kde a je nejvyssi celé ¢islo, pro které plati a®> < N, a kde b = N — a2,



Vypocet VN ¢ N Piiklad opét na /2 a nové /6
Pro V2 mémea=1ab=1.

Pro v6 méme a = 2 a b = 2 a vysledny zlomek bude

2

Ve =2+

4+
4+
4+

4+ ...

2 SbliZzené zlomky

Sblizené zlomky Definice

Méjme polynomy A, a B, s celociselnymi koeficienty takové, ze pro kazdé ¢y €
Z>Q17q27"'>qn € N a P1,P2,- -5 Pn € N plati
b1 o An(q07q17"'aqnap1a"'7pn>
qo + = )
P2 Bn(q07q17"'7qnap17"'7pn>
q +
b3
P4
q4 + P

Q2 +
q3 +

Definice 8. SbliZzenym zlomkem tadu k k fetézovému zlomku rozumime zlomek g—:

takOV}’f, ze Ak = Ak(q07 qi,---,4qk, D1,y - - - 7pk) a Bk = Bk(q07 qi,-- -4k, D1,y - - - 7pk)7 kde Ak
a By, jsou nedélitelné polynomy popsané vyse.

Obecna definice sblizeného zlomku (angl. convergent) vyzaduje pouze, aby ¢; a p; byla
obecna ¢isla. Nase definice je uzsi.

Sblizené zlomky Prvni hodnoty

Prvni sblizené zlomky jsou

P1 Qo +p1 Ay

Si=q+—= = —
g ¢ By
P Goqiqe + QP2 +p1g2 Ao
52 =qo + Dy = E
I 9192 + P2 2
q2

SbliZzené zlomky Rekurentni algoritmus (1/2)



A
Definice 9. Pro citatele A, a jmenovatele B k-tého sblizeného zlomku S;, = B—k plati
k
pro k > 1 rekurentni formule

Ak = @ Ak—1 + prAk—2,
By, = ¢ Br—1 + ppBr—a.

s poc¢ateénimi podminkami
A—l = ]-7 AO = {o,
B =0, By=1.

Sblizené zlomky Rekurentni algoritmus (2/2)
Napriklad tak plati
A1 = qAo+tpAa=qaqp+m
By = @iBo+piBo1i=q

Ay = @A +Dp2A0=q@q g+ @p1+qpp
By = @Bi+p2Bo=qq +p2

2.1 Retézovy zlomek jako nekoneéna iada

Sblizené zlomky Nekonecna fada ze sblizenych zlomku (1/4)

Rozdil dvou nésledujicich sblizenych zlomkt je

Aptr  Ar _ ApaBr — AgBryr

Bes1 Bi By B+1
(@1 Ak +per1As—1) By Ak (@1 Bk + pey1Be-1)
B By By 11 By By 11 B
et (Ar Br_1 — A1 Br)
B By Bi+1 B
et (grAk-1+PeAk—2)Br—1  Ak-1(qrBr-1 +peBr—2)| _
By By y1 By By y1
_ Prr1 Pre(Ag—1 Br2 — Ap_2By_1)
B By Br1+1 B

Sblizené zlomky Nekonecna fada ze sblizenych zlomku (2/4)



S pouzitim rekurentnich formuli tak postupné dostavame

Akt _ ﬂ _ (_1 kP1 D2 Pe+1
Bii1w By By B4 ’
a tedy
A By — Ao By _ Do -1 _ b1
BB By - By CI1’
AyBy — A1 By _ D1 P2
BB, B, - By’
AzBy — Ay Bs _ D1-P2-P3

ByBs By By’

SbliZzené zlomky Nekonecna fada ze sblizenych zlomku (3/4)

Protoze
A A Ap_ Ap_ Aj_ A A A
_k:(_k_k1>+(k1_k2>+”_+<_1__0>+_0
By, By, Bi Br_1  Bi— By By By

muzeme snadno odvodit

Ay P1 P1p2 P1pP2p3 kP1-P2 Pk+1
g+ + — (=1

Sblizené zlomky Nekonec¢na fada ze sblizenych zlomku (4/4)

Véta 10. Sblizené zlomky jsou c¢dstecnymi soucty nekonecné rady

b1 P1p2 P1p2P3  P1P2P3P4

B, BBy  ByBs Bﬁ4+m

qo +

Véta 11. Pro pravy retézovy zlomek je

1 1 n 1 1
Bl B1B2 BQB3 B3B4

Qo + + ...

2.2 Nekonecna rada jako rfetézovy zlomek

Nekone¢na fada jako Fetézovy zlomek Reprezentace konvergentni fady (1/4)

Necht



je nekonecna konvergentni fada s ¢, ...,c; € N.

Hledejme py,...,pr € Naqq,...,q € N tak, aby cleny této fady byly shodné s ¢leny

fady vzniklé rozvojem sblizenych zlomk

P1 Pip2 P1p2p3  P1P2P3P4
By BBy By Bs B3B,

Nekonecna rada jako Fetézovy zlomek Reprezentace konvergentni fady (2/4)
Polozme p; =1 a ¢ = By = ¢;. Podil dvou nasledujicich ¢lent je

Ck+1 By
Ck Bi-1 - prs1

Pro By, plati diive definovand rekurentni relace

Biy1 = qry1 - Br + Dit1 - Br—1,

a miuzeme proto psat

i1 Bk Br-grn 1
Ch Bi—1 Pky1 Br-1-pre
By (Crg1— k) Prs1
B4 - Ck - qr+1 '

Nekonec¢na fada jako Fetézovy zlomek Reprezentace konvergentni fady (3/4)
Odtud opétovnym pouzitim rekurentni relace pro By

(Ckt1 — Ck)Dr1 By, _ G Br—1 + prBr—2

Crqk+1 By By
Cr—19k
=qr+ pk—l .
(Ck; - Ck—l)pk:

Z téchto vztahi nakonec obdrzime

2
Dk+1 Ck

qk+19k (Ck-i—l - Ck:)(ck - Ck—l).

Nekonecna rfada jako Fetézovy zlomek Reprezentace konvergentni fady (4/4)
Pozadavek py, gr € N lze splnit volbou
Prit = ¢ Qer1 = Ch1 — Ci

Tuto formuli neodvodil nikdo jiny, nez Leonhard Euler v roce 1748.
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Piiklad na rozvoj nekoneéné fady Jak spoéitat /4 (1/2)

Rozvojem arctan xz v Maclaurinovu fadu

. S o 22k
t —r—— 4+ = ... = —1)*
arctans =z — — + = — — kzzo( ) 1
obdrzime pro arctan x = — slavnou Leibnizovu formuli (1682)
m 1.1 1 - 1
R —1)*
4 3 * 5 7 §( ) 2k +1

Miizeme pravdépodobné souhlasit s Leibnizem, ktery prohlasil, ze ,Btih miluje licha ¢isla“.
Po nékolika iteracich vsak dojdeme k zavéru, ze k vycisleni ¢isla 7 je tato suma krajné
nevhodna.

Maclaurinova fada je Taylorova rada pro a = 0.

Piiklad na rozvoj nekonecné rady Jak spoéitat 7/4 (2/2)

Ptrevodem Leibnizovy fady na fetézovy zlomek

1+

2+

25
49
81
24 ...

2+

2+

lze ziskat fesSeni rychleji.

Zkuste si to doma oveérit.

3 Zavér
Poznamka na zavér A co bude pristé

Nehonorované zamysleni na doma

Pokuste se nalézt vykonnéjsi algoritmus vypoctu cisla 7 s vyuzitim souctovych vzorct

pro funkci
u-+v

—uv

arctan u + arctan v = arctan

Priste:

11



Odevzdani prvni domaci ulohy
Numerika (zobrazeni ¢isel v poéitaci, zdroje chyb, typy tloh)
Reseni nelinearnich rovnic

Soustavy linearnich rovnic (moznd)
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