Jan Prikryl, Miroslav Vicek

Ustav aplikované matematiky
Fakulta dopravni CVUT

9. prednaska K611MA
Ctvrtek 6. prosince 2007




Obsah prednasky

(1) Uvod

Analyza algoritm




Algoritmy a programy

Co je co

Algoritmus:

e myslenka feSeni néjakého problému
e konelny pocet krokil reseni

e vyjadfujeme nejcastéji slovné nebo pseudokédem
Program:
e implementace algoritmu ve zvoleném programovacim jazyce

Bez algoritmu nelze napsat program.




Analyza slozitosti algoritmi

Pro¢ mne to vlastné zajima

Idedlni kombinace: efektivni algoritmus + efektivni implementace

Analyza efektivity algoritmu:

¢ vhodnéjsi nez experimenty, nebot experiment neodhali
vSechna mozna Gskali

e vybér vhodné varianty resSeni, protoze moznosti je vzdycky
vice

e poskytuje pfedpovéd vykonnosti algoritmu, nebot
experiment neodhali vSechna mozna tskali

¢ analyza slabych mist algoritmu




Uvod Algoritmus Porovnani variant

Analyza slozitosti algoritmi (2)

PFedpovéd chovéni

Predpovéd vykonnosti programu

Velké projekty potrebuji apriorni odhad vykonnosti pro dany
hardware — je treba ucinit odhad bez znalosti detaild programového
kédu.

Identifikace Gzkych mist a jejich vhodné osetreni jesté pred
vlastnim naprogramovanim.
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Analyza slabych mist

Identifikace efektivnich a neefektivnich ¢asti algoritmu umozni
soustredit se na ty Casti, jejichz Gprava prinese nejvyssi narlst
vykonu.




Uvod Algoritmus Porovnani variant

Analyza sloZitosti algoritmi (3)

Ovéfeni vlastnosti

Vhodnéjsi nez experimenty

Experimenty ovéri chovani pouze ve vybranych krizovych pripadech
— misto , dokazali jsme, Ze dany algoritmus funguje spravné” lze
pouze tvrdit: ,,nenalezli jsme zpisob, jak prokazat, ze algoritmus je
Spatné”.

Zaruky funkénosti poskytuje jediné formalni analyza.
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Analyza sloZitosti algoritmi (3)

Ovéreni vlastnosti

Vhodnéjsi nez experimenty

Experimenty ovéfi chovani pouze ve vybranych krizovych pripadech
— misto , dokazali jsme, Ze dany algoritmus funguje spravné” lze
pouze tvrdit: ,,nenalezli jsme zplsob, jak prokazat, Ze algoritmus je

Spatné”.
Zaruky funkcnosti poskytuje jediné formalni analyza.
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Vybér vhodné varianty

Ne vzdy je nejvhodnéjsi varianta ta, jez je v pocCtu instrukci
nejefektivnéjsi a tedy nejrychlejsi — napr. implementace pro
Jjednocipovy pocitac x pracovni stanice.
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® Vyvojova stddia algoritmu
Algoritmus pomoci explicitniho reseni
Rekurzivni algoritmus

Dynamické programovani




[lustracni priklad

Fibonacciho posloupnost

Poprvé popsana italskym matematikem Leonardem z Pisy, zndmym
také jako Fibonacci (1202).

Rastu populace krélikdl za ponékud idealizovanych podminek.
Cislo F(n) popisuje velikost populace po n mésicich,
predpokladame-li, ze

e prvni mésic se narodi jediny par,

e nové narozené pary jsou produktivni od druhého mésice svého
Zivota,

kazdy mésic zplodi kazdy produktivni par jeden dalsi par,

krélici nikdy neumiraji, nemaji predatory.




[lustracni priklad
Stavy populace krélika

Fibonacciho ¢&islo Stav

F(1) =1 =zadindme s jednim parem
F(2) =1 jesté jsou prilis mladi
F(3) = tento mésic jiz zplodi prvni potomky
F(4) =3 druhy par potomk
F(5) = prvni potomci tfeti generace
Obecné
F(n)=F(n—1)+ F(n—2)
Jak efektivné zjistit F(n) pro zvolené n? %%%




Explicitni reseni
Pfimé vyjad¥eni F(n)

Explicitni nerekurzivni vztah pro n-ty ¢len Fibonacciho
posloupnosti je
9" —(1-9)"

F(n): \/5 ’

kde ¢ je hodnota zlatého fezu,

1+46
2

¢ — 1,61803398874989 - - - ~ 1,618.



Explicitni reseni
Pfimé vyjad¥eni F(n)

Explicitni nerekurzivni vztah pro n-ty ¢len Fibonacciho
posloupnosti je
9" —(1-9)"

kde ¢ je hodnota zlatého fezu,

o= 1 +2\/§ = 1,61803398874989 - - - ~ 1,618.
Algoritmus 1
Spocti
Fm = &9
- o
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Analyza Algoritmu 1

Aneb co vsechno muize dopadnout Spatné

Reprezentace Cisel v plovouci fadové ¢arce ma sva omezeni.
V pocitaci budeme vztah reprezentovat jako

~1,61803" — 0,61803"

F
(n) 2.23606

Jaké budou vysledky?
F(2) = 1,00000 je v pofadku
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Analyza Algoritmu 1

Aneb co vsechno muize dopadnout Spatné

Reprezentace Cisel v plovouci fadové ¢arce ma sva omezeni.
V pocitaci budeme vztah reprezentovat jako

_1,61803" — 0,61803"
- 2,23606

F(n)

Jaké budou vysledky?

F(2) = 1,00000 je v poradku

F(3) = 1,78884 zaokrouhlime na 2

F(20) = 6764,69 jesté zaokrouhlime na 6765

F(21) = 10945,4 uz zaokrouhlime na 10945 misto 10946
F(25) = 75020,6 by mélo byt 75025

Existuje presnéjsi varianta vypoctu? %%




Uvod Algoritmus Porovnani variant

Rekurzivni algoritmus
Vypocet podle definice

Hodnoty F(0) az F(2) pfedpoditame, zbytek lze s jejich pomoci
vyjadrit.

Algoritmus 2
Require: n >0
Ensure: y = F(n)
1: if n =0 then
y<0
else if n < 2 then
y<1
else
y<Fn-1)+F(n-2)
end if

ey s e W

=] F = £ DA



Uvod Algoritmus Porovnani variant

Rekurzivni algoritmus
Vypocet podle definice

Hodnoty F(0) az F(2) pfedpoditame, zbytek lze s jejich pomoci
vyjadrit.

Algoritmus 2
Require: n >0
Ensure: y = F(n)
1: if n =0 then
y<0
else if n < 2 then
y<1
else
y<Fn-1)+F(n-2)
end if

ey s e W

Jak efektivni je dany algoritmus?

=] F = £ DA



Rekurzivni algoritmus

Efektivita
Posloupnost vypoétu F(5): F(5)
F(@AF@)
TN
6 Fa F@ AW
PO
F(2) F(@)

Vypocet F(3) potfebuje dvé hodnoty v listech a dvé rekurze.
Vypoclet F(4) potfebuje tfi hodnoty v listech a Ctyfi rekurze.
Vypoclet F(5) potfebuje pét hodnot v listech a osm rekurzi.
Vypocet F(6) potfebuje osm hodnot v listech a ¢trnact rekurzi.

Pocet kroki pro F(n) je 7(n) ~ 3F(n) — 1, pfi¢emz

F(50) — 12586269025. o8




Dynamické programovani

Varianta ,,shora doli"

Technika matematické
optimalizace.

Dekompozice problému na
identické podproblémy.

Dva zakladni pristupy:

e shora dola — fesime
podproblémy postupné a
pamatujeme si feseni

¢ zdola nahoru — vyresSime
vSechny potrebné
podproblémy a skladame je

i
it
N)
0
o)




Uvod Algoritmus Porovnani variant

Dynamické programovani

Varianta ,,shora doli*

Technika matematické
optimalizace.

Algoritmus 3
Dekompozice problému na Require: n > 0, mapa
identické podproblémy. f={0—0,1—1}

Ensure: y = F(n)

Dva zakladni pristupy:
PISEPY 1. if f[n] neexistuje then

¢ shora doll — fesime
podproblémy postupné a

; A 2. f[n] <
pamatujeme si feseni fln— 1] + fln— 2]
¢ zdola nahoru — vyresSime 3. end if
vSechny potrebné 4 y < f[n]
podproblémy a skladame je
BB
i
o = = = = QR



Dynamické programovani

Varianta ,,zdola nahoru*

Algoritmus 3 potfebuje pole n
prvkid pro uchovani minulych
¢lent posloupnosti.

Jde to ale i bez néj.




Uvod Algoritmus Porovnani variant

Dynamické programovani

Varianta ,,zdola nahoru*

Algoritmus 4

Require: n >0
Ensure: y = F(n)
1: if n =0 then
Algoritmus 3 potfebuje pole n 2 y<0
prvkd pro uchovani minulych else
¢lenti posloupnosti. a<lb<1
Jde to ale i bez néj. for i =3 to ndo
c<a+b
a<=bb<c
end for
9: y<b
10: end if

o O

[m} = =



Asymptoticka slozitost
Velka O notace

Jakym zplsobem se bude chovani algoritmu ménit v zavislosti na
velikosti (poltu) vstupnich dat?

Dva zakladni typy:

e casova slozitost — vliv na dobu vypoctu

e pamétova slozitost — naroky na operacni pamét
Znacime:

e O(N) — linedrni sloZitost,

e O(N2) - kvadraticka slozitost,

e O(log N) — logaritmicka slozitost.




Uvod Algoritmus Porovnani variant

Asymptoticka slozitost
Velka O notace

Pro O(N?) m4 zdvojnasobeni velikosti vstupu za nasledek
Ctyrnasobnou dobu vykonavani algoritmu.

Pro O(log N) miize mit ¢tyfndsobna velikosti vstupu za nasledek
dvojnasobnou dobu vykonavani algoritmu.

Pro O(1) je dobu vykonavani algoritmu nezavisla na velikosti
vstupu. )
Viiv asymptotické pamétové slozitosti
Pro O(N) ma zdvojnasobeni velikosti vstupu za nasledek
dvojndsob vysoké naroky na operacni pamét.

Pro O(2VN) ma ¢tyrnasobna velikost vstupu zosminasobi naroky na
pamét.

[m} = =



Uvod Algoritmus Porovnani variant

Asymptoticka slozitost
Velka O notace

Potiebujeme zpracovat data o N = 10° bitech na procesoru, jen?
jednu bitovou instrukci vykona za 1us.
SloZitost Doba vykonani
0(1) lus
O(N) 10° x 1us = 1s
2 12 10"
O(N 10 luys= —————~116d
(M%) ¥ KT 106360024 0 e
3 18 10'®
O(N 10 lus = ~ 31709 let
(V%) * HHS = 1063600 - 24 - 365 €
£ z/
RS
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Maticova varianta

Jina explicitni forma

Pro ¢leny Fibonacciho posloupnosti plati také

( 01 ) B ( o Foy )
Ddkaz: Indukci pro n — n+ 1.

Pouzitim opakovaného mocnéni snizime pocet kroki na O(log n).
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Maticova varianta

Pomoci opakovaného mocnéni

Algoritmus 5 Algoritmus 5a

Require: n >0

Ensure: y = F(n)
1: if n =0 then

Require: n > 0,A[2 x 2]
Ensure: B =matpow(A, n)
1: if n > 1 then

2 Iy <0 2: B < matpow(A, n/2)

> else 10 3 B<BA

# M<={ ., 4: end if

5 M < 5: if n je liché then
matpow(M, n — 1) 6: B@A(i (1))

6y < M0,0] 7: end if

7: end if /
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Porovnani variant

Misto zavéru

Algoritmus ~ Pamétové ndroky Casova slozitost
Algoritmus 1 O(1) az O(log N)  O(log N) (numericky nestabilni)
Algoritmus 2 O(F(N)) O(F(N))
Algoritmus 3 O(N) O(N)

Algoritmus 4 0o(1) O(N)
Algoritmus 5 O(1) az O(log N) O(log N)
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