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@ Retézové zlomky
Uvod

Definice




Retézovy zlomek
Co to je

Raciondlni &isla — mnoha z nich nejdou reprezentovat vhodné jako
Cisla redlna.

Iraciondlni &isla — pouze aproximace, ale jak jsou tyto aproximace
presné.

Yy

Lze vyjadFit raciondlni a iracionalni &islo jako posloupnost celych
Cisel?

su

Existuje ,,optimalni* aproximace raciondlnich a iracionalnich &isel?




Princip fetézového zlomku

Jesté jednou Euklidiv algoritmus

Hleddme gcd(85, 15):
Vysledny podil Ize vyjadfit také

| krok | u| v | jako
- 8515 85 10
1 |70 15 =0t =
2 5515 )
3 4015 =54+ — =
4 2515 15
s |10]15 101
15 | 10 =5+ =
5|10 1+ 5
10| 5 .
7 [ 5] 5 =5+ — )
8 | 0] 5 1+ %é




Princip fetézového zlomku
Postup Euklidova algoritmu

Déleni dvou celych ¢&isel ug = 85 a vy = 15 se zbytkem z davd
v prvnim kroku

8 =wu=¢qo-vo+20=5-15+10.

Opakujeme tento proces aZ obdrZime nulovy zbytek.
©® Deélenec up = vy = 15, délitel vy = zg = 10:
5=um=q1-v1+z1=1-10+05.
® pro up =10 a vp» =5 plati

10=w=qg -wvw+z2=2-54+0. %

=] F = = £ DA
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Princip fetézového zlomku

Postup Euklidova algoritmu

Naleznéte nevyssiho spolecného délitele ¢isel 10166 a 988.
Postupné plati

10166 = 10 - 988 +- 286
988 = 3 - 286 + 130
286 = 2-130 + 26
130=5-26+0

Nejvyssim spole¢nym délitelem je 26.
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Princip fetézového zlomku

Tvorba &lent zlomku

Odpovidajici fetézovy zlomek ma tvar

10166  391-26

088 — 38.26 a Ze ¢isla 391 a 38

Tento vysledek Fika dale, Ze

jsou jiz nesoudé&ln3,
ged(391,38) = 1.
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Retézové zlomky

Definice

Ret&zovy zlomek Vyraz tvaru

P1
P2
P3

P4
q4+...

r=qo+
g1 +

g2 +
g3 +

nazyvame nekonetnym fetézovym zlomkem.

[m} = =



Retézové zlomky Sblizené zlomky Zavér

Retézové zlomky

Definice

Pravy fetézovy zlomek Pokud jsou vSechna px = 1, jednd se o
pravy Fetézovy zlomek
N 1
r =
q0 . 1
q1 . 1
g2 . 1
BT
q4 + o e
Znatime [qO; Q17Q2aQ37Q4a“‘] )
oy @ = = ==
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Retézové zlomky
Vlastnosti

Retézovy zlomek, jehoZ rozvoj konéi n-tym &lenem, nazyvame
zlomek zna&ime [qo; 91, G2, - - - Gn)

kone¢nym fetézovym zlomkem Fadu n. Konelny pravy fetézovy

vznikne vynechdnim poslednich n — k &lend.

Pro 1 < k < n nazyvdme usekem ¥adu k fetézovy zlomek, ktery

@ 25
S
o = = =




Retézové zlomky

Vlastnosti

Vlastnosti:

e je konelny pravé tehdy, jestlize reprezentuje racionalni &islo
(naptiklad pfi hledani soud&lnosti &isel Euklidovym
algoritmem)

e je nekonelny pravé tehdy, jestliZze reprezentuje iraciondin{
&islo, napfiklad pro

V2=1+

2+
2+
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Ptiklady vypoctu Yetézovych zlomkd
Vypotet v/2

Tvar fet&zového zlomku pro v/2 vyplyva z identity
1 1
V2=1+ =1+ "
1+2 1+1+——
1++2
1
=1+ -
1+1+ —+
1+V2

Napf¥iklad tsek ¥adu 5 dava

41 :
V2~ 55 = ~— = 1,413793. .. PRy
29 S e cms ame w22
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Ptiklady vypoctu Yetézovych zlomkd
Zlaty ¥ez (1/3)

Definice

Hodnota zlatého Fezu je FeSenim klasické tlohy pomérl stran obdélnika
b b+a

tak, aby — = 5 Ozna&ime-li pomér vétsi strany obdélnika ku mensi
a

z = —, obdrZime kvadratickou rovnici
a

1
z=1+-=722=2z+1
z

jejiz ¥eSeni jsou

Odvod'te tvar nekone&ného ¥et&zového zlomku pro

1++5
2

= 1,61803398874989 = 2 cos(7/5).




P¥iklady vypoctu fetézovych zlomki
Zlaty Yez (2/3)

Pro Fibonacciho posloupnost
{F,} =1{0,1,1,2,3,5,8,13,21,34,55,89,144,233,377,610, ... }

plati
i Fo_14V6

n—oo n—1 2

= 1,61803398874989. ..




Ptiklady vypoctu Yetézovych zlomkd
Zlaty Yez (3/3)

Tvar odvozené rovnice

1 1+45 1
z=14+-= =1+
z 2 1+V5
2
jiZz vede na Fetézovy zlomek
1 1
+\/§:1Jr
2 14 1
14 !
14 !
1+--




Ptiklady vypoctu Yetézovych zlomkd

Algoritmus reprezentace &isla w (1/4)

Vyjdeme-li z numerické hodnoty m = 3,14159265358979. . .,
dostdvame postupné

1
7,06251330593105

1
15,99659440668410

1
1,00341723101500

1

292,6345908750125
1
1,57581843574461

3,14159265358979 = 3 +- 0,14159265358979 = 3 +

7,06251330593105 = 7 4 0,06251330593105 = 7 +

15.99659440668410 = 15 4 0.99659440668410 = 15 +

1.00341723101500 = 1 + 0.00341723101500 = 1 +

292.6345908750125 = 292 4- 0.6345908750125 = 292 4




Ptiklady vypoctu Yetézovych zlomkd

Reprezentace &isla 7 (2/4)

Ret&zovy zlomek pro 7 bude mit tvar

1

=3+
7+




Ptiklady vypoctu Yetézovych zlomkd
Reprezentace &isla 7 (3/4)

Koneéné soutty fetézového zlomku davaji raciondlni aproximace

TR S =

TR S) =

T S3 =

TR Sy =

173
22

- = 3.14285714285714

333
= 3.14150943396226
106

355
113 = = 3.14159292035398




Ptiklady vypoctu Yetézovych zlomkd

Reprezentace &isla 7 (4/4)

Cislo 7 Ize pomoci Fet&zovych zlomki vyjadfit mnoha zpiisoby,
napftiklad

4
=23+ 5 =1+
6 3
+6+ 2 +5+ ’
ol 4 S 16
81 25
6+

6+... 11+...

3|
N




Vypotet VN ¢ N

Algoritmus

Odmocninu &isla N, které nem3a celodiselnou odmocninu
N # n?,n € N, miizeme vyjad¥it Yetézovym zlomkem

2a+
2a+

b
2a_|_...

s

kde a je nejvy&¥i celé &islo, pro které plati a> < N, a kde
b= N —a°




Vypotet VN ¢ N

Ptiklad op&t na v/2 a nov& v/6

Pro V2 mdmea=1a b=1.
Pro v/6 méme a =2 a b =2 a vysledny zlomek bude

2
V6 =2+

4+
4+
4+
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Retézovy zlomek jako nekonetnd ¥ada

Nekonecna Fada jako Fetézovy zlomek
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Sblizené zlomky

Definice

Mé&jme polynomy A, a B, s celo&iselnymi koeficienty takové, Ze
pro kazdé qo € Z,q1,q2,---,q9n € N a p1,po,...,pn € N plati

o+ p1 _ An(90,G15- -+ Gn Py -+ Pn)
ot P2 Bn(q0,q1,---+9n, P1;-- -, Pn)
P3
Pa

q4+

g +
g3 +

Sblizenym zlomkem ¥adu k k Yet&zovému zlomku rozumime
A P
zlomek B_f takovy, Zze Ax = Ax(q0,91,---,9k,P1,---,Pk) @

Bk = Bk(qo,q1,---, Gk, P1,---,Pk), kde Ax a By jsou nesoud&lné | .=
polynomy popsané vyse.




Sblizené zlomky
Prvni hodnoty

Prvni sblizené zlomky jsou

PL_ G@tp_ A

S1=qo+
a1 a1 By
1 09192 + qop2 + p1g2 A
S — a0t ppzzqqq GoP2 + P12 _ A2
q+ —= q1G2 + p2 B>
g2
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Sblizené zlomky
Rekurentni algoritmus (1/2)

Definice

Pro Citatele Ax a jmenovatele By k-tého sblizeného zlomku

Sk = B—k plati pro k > 1 rekurentni formule
k
Ak = qrAk—1 + PrAk—2,
Bk = qiBk—1 + pkBk—2-
s pocatecnimi podminkami

A—l = 1) AO = qo,
B.1=0, By=1.




Sblizené zlomky

Rekurentnfi algoritmus (2/2)

Napf¥iklad tak plati

Air = qiAo+piA-1 =919+ p1

Bi = qiBo+mB-1i=q1

Ay = @A1+ p2Ao = G291 90 + g2 p1 + qo p2
B = qBi+pBy=qq+p2




Sblizené zlomky

Nekone¢nd ¥ada ze sblizenych zlomkd (1/4)

Rozdil dvou nasledujicich sblizenych zlomki je

Akri Ac _ Ak1Br — AxBia
Ber1  Bi BxBy+1
_ (Gk+1Ak + prer1Ac—1) Be Ak (Gk+1Bx + Pri1Bi-1)
a BiBit1 By Bi+1
—Pry1(Ak Bk—1 — A—1BKx)
By By+1
(qkAk=1 + prAk—2)Bk—1  Ak—1(qBk—1 + PkBk—z)] B
BiBi1 Bk Bi+1 B
Prt1 - Pk(Ak—1Br—2 — Ax—2Bik—1)
By By+1 o

= —Pk+1




Sblizené zlomky

Nekone¢na ¥ada ze sblizenych zlomkd (2/4)

S pouzitim rekurentnich formuli tak postupn& dostavame

Akr1 Ak _ (c1)kPLP2 P
Bri1 Bk By Bi+1
a tedy
ABo—AoBL __po-p1 _ p1
B1B, Bo-Br g1’
AxB1 — A1B> __ PP
BB, B By’
A3By —A2Bs  p1-p2-p3

B>Bs3 - By-Bs




Sblizené zlomky

Nekone¢nd ¥ada ze sblizenych zlomkd (3/4)

ProtoZe

Ak (Ak Ak—1> (Ak—l Ak—Z) (Al Ao) Ao
By Bx  Bk-1 Bik—1 Bk Bi By By

muzeme snadno odvodit

A _ g+ PL_ P2 piPaps
B "B BB, BB

p1-p2----- Pk+1
o (—1)
(=1) Bk Bit1
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Sblizené zlomky

Nekone&na ¥ada ze sblizenych zlomka (4/4)

Sblizené zlomky jsou &dstecnymi soulty nekonecné Fady

Qo + P11 pip2 P1p2p3  P1P2P3P4
"B, BB, ' ByBs B3B,

Fooe

Pro pravy fetézovy zlomek je

LS S S S
Bi BiB, ' ByB; BBy

qo +




Nekonecna fada jako Fetézovy zlomek
Reprezentace konvergentni ¥ady (1/4)

Necht
1 1 1 1 1
G & G G G
je nekone¢na konvergentni fada s ¢1,...,c € N.

Hledejme p1,...,pk € Na q1,...,qx € N tak, aby ¢leny této ¥ady
byly shodné s &leny Yady vzniklé rozvojem sblizenych zlomkd

P1 pP1p2 P1P2p3  P1P2P3P4

B1 Bl BZ Bz B3 B3 B4




Nekonecna fada jako Fetézovy zlomek
Reprezentace konvergentni ¥ady (2/4)

PoloZme p; =1 a g1 = By = c¢1. Podil dvou nasledujicich &lend je

Ck+1 _ Brya
Ck Br—1- pPr+1

Pro By plati dfive definovana rekurentni relace

Bik+1 = qk+1 - Bk + pr+1 - Bi-1,
a muZeme proto psat

Ckr1 Brkyr Braqrsa
Ck Bi-1-Pk+1 Bk-1-pr+1
B (k41— ck) - Prs1

Bik—1 Ck * Gk+1 %%

+1,




Nekonecna fada jako Fetézovy zlomek
Reprezentace konvergentni fady (3/4)

Odtud opétovnym pouZitim rekurentni relace pro By

(ckt1—c)Peir _ Bk aBr-1+pkBra _

Ckqk+1 Bk—l Bk—l
Ck—19k
=gkt pPpk———~—-
(Ck - Ckfl)Pk

Z téchto vztahu nakonec obdrZime

2
Pk+1 Ci

Ge1Gk  (Cha1 — ck)(ck — ck—1)’




Nekonecna fada jako Fetézovy zlomek
Reprezentace konvergentni ¥ady (4/4)

Pozadavek py, gx € N Ize splnit volbou
Pk+1 = Cf Ak+1 = Ck+1 — Ck
Tuto formuli neodvodil nikdo jiny, neZ Leonhard Euler v roce 1748.

1 1 1 1 1 1

€4 @ @ & G c?




P¥iklad na rozvoj nekonecné fady
Jak spotitat w/4 (1/2)

Rozvojem arctan x v Maclaurinovu fadu

oo
X3 X5 X7 X2k+1

_ _ k
arctanx—x—?—i-?—?---—kz_o(—l) ]

obdrzime pro arctan x = % slavnou Leibnizovu formuli (1682)

o0

™ 1 1 1
T Ty L N1k
4 37577 kz%( )2k+1

MiZeme pravdépodobné souhlasit s Leibnizem, ktery prohlasil, Ze
,Blh miluje licha &isla“. Po nékolika iteracich v8ak dojdeme
k zavé&ru, ze k vydisleni &isla 7 je tato suma krajné nevhodna. %

=] F = = £ DA




P¥iklad na rozvoj nekonecné fady
Jak spotitat w/4 (2/2)

P¥evodem Leibnizovy fady na ¥etézovy zlomek

Ize ziskat FeSeni rychleji.

Zkuste si to doma ové&fit. /@%%%
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Poznamka na zavér
A co bude pridté

Pokuste se nalézt vykonngjsi algoritmus vypoc&tu &isla 7 s vyuzitim
souctovych vzorci pro funkci

+ v
arctan u + arctan v = arctan

—uv’

P¥iste:
e Prvni domaci dloha

e Numerika (zobrazeni &isel v potitati, zdroje chyb, typy tloh)
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