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Matematické modelováńı
Zopakujme si MSAP
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Matematické modelováńı
Pozice numerické matematiky

reálný problém

numerická
úloha

řešení problému
experimenty a měření

exaktní metody

přibližné metody numerické metody

analýza
modelu

numerické
řešení úlohy

teoretické
řešení úlohy

jednodušší
matematická úloha

matematická úloha
(matematický model)
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Č́ım se numerická matematika zabývá
Numerické úlohy a metody

Numerická úloha – jasný a jednoznačný popis funkčńıho vztahu
mezi konečným počtem vstupńıch a výstupńıch dat.

Data – vyjáďritelná konečným počtem č́ısel.

⇒ Je to matematickým model reálného problému, jenž může být v
konečném čase realizován na poč́ıtači.

Numerický algoritmus – zaj́ımá nás realizace aritmetických
operaćı s č́ısly, nikoliv logické operace

Konstrukce a analýza metod a algoritmů pro realizaci numerických
úloh na poč́ıtač́ıch: numerická matematika.
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Numerické úlohy
Př́ıklady

Toto je numerická úloha

Řešeńı rovnice x4 + a1x2 + a2x + a3 = 0 je možno poč́ıtat
numericky pro konkrétńı vstupńı vektor a = [a1, a2, a3] ∈ ℝ3.
Výstupem numerické metody řešeńı bude vektor
x = [x1, x2, x3, x4] ∈ ℂ4

Toto neńı numerická úloha

Řešeńı rovnice y ′′(x)− y(x)2 = 0 za daných počátečńıch podḿınek
nelze hledat numericky.
Numerický p̌ŕıstup pouze pro vyšeťreńı hodnot ve vybraných
bodech x ∈ {xi}n1
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Zobrazeńı č́ısel v poč́ıtači
Celá č́ısla, pevná a plovoućı řádová čárka

Poč́ıtač ⇒ binárńı logika, binárńı reprezentace č́ısel.

Celá č́ısla – ekvivalenty ve dvojkové soustavě, jeden (nejvyš̌śı) bit
na znaménko

Př́ıklad

6610 = 010000102, −12610 = 111111102

Pevná řádová čárka – pevný počet bit̊u pro celou a desetinnou
část č́ısla

Př́ıklad

5,310010 ≈ 101010102(= 101,010102), 7,562510 = 111100102

Plovoućı řádová čárka – p̌revod na tvar m ⋅ 10n
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Zobrazeńı č́ısel v poč́ıtači
Mantisa a exponent

Definice

Č́ıslo x lze reprezentovat v semilogaritmickém tvaru s
normalizovanou mantisou jako

x = sgn x

(
a1

q
+

a2

q2
+ ⋅ ⋅ ⋅+ al

ql

)
qb

kde q > 1 je základ, ai ∈ {0, 1, . . . , q − 1} jsou č́ıslice mantisy a
b ∈ {m1, . . . ,m2} je exponent.

Reprezentace x pokrývá pouze podmnožinu ℝ – má pouze
2(q − 1)ql−1(m2 −m1 + 1) + 1 prvk̊u

⇒ některá reálná č́ısla nelze p̌resně reprezentovat.
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Chyby výpočtu
Typy

reálný problém

numerická
úloha

řešení problému
experimenty a měření

exaktní metody

přibližné metody numerické metody

analýza
modelu

numerické
řešení úlohy

teoretické
řešení úlohy

jednodušší
matematická úloha

matematická úloha
(matematický model)

chyba (matematického)
modelu

chyba metody
šum v datech,
zaokrouhlovací chybychyba aproximace
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Chyby výpočtu
Relativńı a absolutńı chyba

Č́ıslo x v numerickém algoritmu reprezentováno p̌ribĺıžeńım x̃

Definice

Absolutńı chybou A(x) aproximace č́ısla x č́ıslem x̃ označujeme
rozd́ıl

A(x) = ∣x − x̃ ∣

Relativńı chybou ℛ(x) aproximace č́ısla x č́ıslem x̃ označujeme
pod́ıl

ℛ(x) =
A(x)

∣x ∣
=

∣∣∣∣x − x̃

x

∣∣∣∣ , x ∕= 0
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Chyby výpočtu
Vlastnosti A(x) a ℛ(x)

Aritmetické operace mohou ḿıt na nep̌resné reprezentace č́ısel
devastuj́ıćı vliv (nap̌ŕıklad pod́ıl velkého a malého č́ısla).

Relativńı chyba se vždy výrazně zvěťśı p̌ri odč́ıtáńı dvou bĺızkých
č́ısel:

ℛ(x ± y) =
A(x ± y)

∣x ± y ∣

Násobeńı ani děleńı nemaj́ı na A(x) a ℛ(x) výrazněǰśı vliv.
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Chyby výpočtu
Př́ıklad

Mějme č́ısla x1 = 758320, x2 = 757940, reprezentována jako
x̃1 = 758330 a x̃2 = 757930. Plat́ı A(x1) = 10, A(x2) = 10,

ℛ(x1) =
10

758320
≤ 1,32 ⋅ 10−5,ℛ(x2) =

10

757940
≤ 1,32 ⋅ 10−5.

Odč́ıtáńı

Máme-li v = x1 − x2 = 380, bude ṽ = x̃1 − x̃2 = 400. Proto
A(v) = ∣v − ṽ ∣ = 20 a

ℛ(v) =
A(v)

∣v ∣
=

20

380
≤ 0,053.

Relativńı chyba rozd́ılu v = x1 − x2 je o ťri řády vyš̌śı.
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Matematická úloha
A jej́ı formalizace

Mějme dány dva vektorové prostory Bx (vstupńı data) a By

(výstupńı data).

Definice

Úlohou rozuḿıme relaci

y = U(x), x ∈ Bx , y ∈ By

⇒ transformuje posloupnost vstupńıch dat na posloupnost
výsledk̊u.
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Korektńı úlohay
Definice

Definice

Řekneme, že úloha je korektńı, pokud

1 ke každému x ∈ Bx existuje jediné y ∈ By ,

2 řešeńı spojitě záviśı na datech, tedy pokud xn → x a
U(xn) = yn, pak také yn → y = U(x).

Nekorektńı úlohy – nejednoznačně řešitelné problémy, intervalové
odhady, nevhodná formulace zadáńı

Př́ıklad

Určete matici A splňujćı rovnici Ax = b máte-li dány hodnoty x a
b. Určete

√
4.
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Dob̌re podḿıněné úlohy
Definice

Pod́ıl

Cp =

∥Δx∥
∥x∥
∥Δy∥
∥y∥

se nazývá č́ıslo podḿıněnosti úlohy.

Definice

Budeme ř́ıkat, že korektńı úloha je dob̌re podḿıněná, jestliže
malá změna ve vstupńıch datech vyvolá malou změnu řešeńı (resp.
Cp ≈ 1).
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Taxonomie úloh

úloha

korektńı

dob̌re podḿıněná špatně podḿıněná

nekorektńı
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Výpočet kǒrenů nelineárńı funkce
Vyšeťrováńı f (x) = 0

Máme rovnici zadanou funkćı f (x) : ℝ→ ℝ na intervalu ⟨a, b⟩.

Hledáme x⟨a, b⟩ tak, aby f (x) = 0.

a

b

f(x)

x1 x2

x

y
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Výpočet kǒrenů nelineárńı rovnice
Metody řešeńı

Definice

Kǒrenem rovnice nebo jej́ım řešeńım nazveme č́ıslo x takové, že
f (x) = 0.

Dvě základńı otázky

1 Konverguje posloupnost iteraćı k hledanému kǒrenu?

2 Jak rychle konverguje?

Tři skupiny metod řešeńı

1 Startovaćı metody

2 Zp̌resňuj́ıćı metody

3 Speciálńı metody
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Metoda půleńı intervalu
Popis
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Metoda půleńı intervalu
Př́ıklad
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Newtonova-Raphsonova metoda
Popis
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Newtonova-Ralstonova metoda
Př́ıklad
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Metoda sečen
Popis
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Metoda sečen
Př́ıklad
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Metoda regula falsi
Popis
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Metoda regula falsi
Př́ıklad
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Obsah p̌rednášky
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Složitěǰśı p̌ŕıpady výpočtu kǒrenů
Problematické p̌ŕıpady
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Složitěǰśı p̌ŕıpady výpočtu kǒrenů
Př́ıklady
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Vyšeťrováńı všech kǒrenů
Algoritmus
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Vyšeťrováńı všech kǒrenů
Př́ıklady
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Násobné kǒreny
Př́ıklady
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Násobné kǒreny
Př́ıklady
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Závěr
Př́ıklady

Nezapomeňte si vyzvednout daľśı domáćı úkol

Př́ı̌stě:

∙ Soustavy lineárńıch rovnic

∙ Diferenciálńı rovnice

∙ Daľśı domáćı úkol
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