Prednaska 12

Mocninné rady
Posloupnosti funkci

V této prednéasce se budeme zabyvat tzv. mocninnymi fadami. Ty se v matematice po-
mérné casto objevuji v ilohach, kdy nelze feseni vyjadrit pomoci elementarnich funkei.
Nejprve se kratce zminime o posloupnostech funkci a jejich limitach.

Definice. Posloupnost funkci jedné readlné proménné je zobrazeni mnoziny N do mnoziny
funkci, které jsou definovany na mnoziné M C R.

Definice 1ikd, ze kazdému prirozenému n € N je ptifazena praveé jedna funkce f,(z), ktera
je definovana na spolecném definiéni oboru M vSech funkei.

Limitu posloupnosti funkei f,(z) muzeme definovat dvéma zpusoby.

V prvnim vezmeme pevny bod x € M a definujeme posloupnost ¢isel f,,(z). Ma-li tato
¢iselnd posloupnost koneénou limitu f(z) pro kazdé x € M, fekneme, ze posloupnost
funkei f,(z) konverguje na mnoziné M bodové k funkei f(z).

Definice. Jestlize pro kazdé ¢ > 0 a kazdé x € M existuje ng € N takové, ze pro
kazdé n > ng plati |f,(z) — f(z)| < e, tikdme, Ze posloupnost funkef f,(z) konverguje
na mnoziné M bodové k funkci f(x) nebo ze funkce f(x) je bodové limita posloupnosti
funkei f,(z).

Pti bodové konvergenci hledame ¢islo ng k danému € > 0 a danému x € M. Tedy toto ng
je obecné funkce € a z € M. Pomoci znacek lze bodovou konvergenci posloupnosti funkei
zapsat jako

Ve >0Ve € M 3Ing € N, Vn > ny plati |fn(:v)—f(x)} <e.

Bodova konvergence posloupnosti funkci se zda celkem pfirozeny pojem. Bohuzel obecné
nelze o funkci f(z), kterd je bodovou limitou posloupnosti funkei f,(x), dokézat skoro
nic. Napriklad pokud plati

lim f,(z)=a,, lima,=A a lim f,(x)=f(z), lim f(z)=B,

T—xo n—00 n—00 T—xo

kde f(x) je bodova limita posloupnosti funkei f,(z), neplyne z toho, ze A = B.

Piiklad: Na intervalu (0, 1) uvazujme posloupnost funkei f,(z) = z". Pak je

a, = lim 2" =1, lima,=1 a f(z)=lima"=0, lim f(z)=0#1.

r—1_ n— 00 n—oo r—1_

Duvod je ten, ze v definici bodové konvergence je ng zavislé na x € M. Proto se defi-
nuje jina, tzv. stejnomérna konvergence posloupnosti funkei, ve které je k danému € > 0
hodnota nq stejna pro vsechna x € M.

Definice. Jestlize pro kazdé € > 0 existuje ng € N takové, Ze pro vSechna x € M a pro
kazdé n > ng plati nerovnost ‘ falz) = f (x)‘ < g, fikdme, ze posloupnost funkei f,(x)



konverguje na mnoziné M stejnomeérné k funkei f(z) nebo ze funkce f(x) je na mnoziné
M stejnomérnd limita posloupnosti funkei f,,(z).

Pomoci znacek lze stejnomérnou konvergenci zapsat jako
Ve >03ng €N, Vn>mng, Vo € M plati |f,(z) — f(z)| <e.

Obvykle se tvrzeni, ze posloupnost funkei f,(z) konverguje bodové k funkci f(x) zapisuje
jako fn(x) — f(x) a pro tvrzeni, ze posloupnost funkci f,(x) konverguje k funkei f(z)
stejnomeérné jako f,(x) =2 f(x).

Ze stejnomérné konvergence posloupnosti funkei f,(z) = f(z) na mnoziné M plyne jeji
bodové konvergence k funkci f(x). Opak ale neni pravda. Tvrzeni, Ze posloupnost funkeci
fn(z) konverguje na mnoziné M k funkci f(x), se vétsinou dokazuje pomoci nasledujici
véty.

Véta. Posloupnost funkei f,(x) konverguje na mnoziné M k funkci f(z) stejnomérné
pravé tehdy, kdyz je

Jiggo(jgﬂg\fn(fﬂ) ~ f(@)]) =0.

" — 22" nekonverguje stejnomérné na

Piiklad: Ukazte, ze posloupnost funkei f,(z) = =
intervalu (0, 1).
RESEN{: Pro kazdé pevné z € (0,1) je

lim f,(z) = lim (2" —2°") = 0.
Tedy posloupnost funkei f,(z) konverguje na intervalu (0, 1) bodové k funkei f(z) = 0.
Na intervalu (0, 1) budeme pro dané n hledat supremum funkce

on(r) = |ful@) = f(2)| = |fu(2)| = 2" — 2*".

Protoze je funkce ¢, (z) spojitd na kompaktnim intervalu (0, 1), ma na intervalu (0, 1)

n-l 2n=1 je rovna nule v bodé z, = 271/"

maximum. Jeji derivace ¢/ (x) = nz"' — 2nx
Protoze je ¢a(0) = @u(1) = 0 & g0 (z) = L, jo
S fn(e) = @) = sup falz) =5 #0.

z€(0,1 z€(0,1)

Pro stejnomérné konvergentni posloupnosti funkei plati nasledujici véty:
Véta. Jestlize posloupnost funkei f,(z) konverguje k funkci f(x) stejnomérné na mnoziné
M, pak plati

tim (i 5(0)) =t (Jim 1)

zeM zeM

Specialné je stejnomérnd limita posloupnosti spojitych funkci na mnoziné M spojita
funkce.
Véta. Necht f,(z) = f(z) na intervalu Z. Jsou-li F,(x) primitivn{ funkce k funkcim

fn(z) na intervalu Z, je F,,(z) = F(z) na intervalu Z a funkce F(x) je primitivni funkce
k funkci f(z).



Véta. Necht posloupnost funkei f/(z) konverguje stejnomérné na intervalu Z a existuje
zo € T takové, ze ¢iselnd posloupnost f,(x) konverguje. Pak f,(z) = f(x) na intervalu
T aplati f'(z) = lim f)(x).

Rady funkeci

Necht je ddna posloupnost funkei f,,(z) na mnoziné M. Pro kazdé x € M oznacme

EES WAL g

tzv. N-tyj édstecny soucet. Takto dostaneme posloupnost funkei sy (z).

Definice. Mnozinu vsech x € M, pro ktera konverguje posloupnost ¢asteénych souctu
sn(x), tj. pro které existuje konecéna limita

() = Jim (o) = lim 3 fu(a). )

o
nazyvame obor konvergence tady Y f.(z) a funkei s(z) souctem této rady.
n=1

Je-li limita v (2) bodova, fikdme, ze fada funkei ) f,(x) konverguje k funkci s(x) bodové
n=1

a je-li limita v (2) stejnomeérnd, fikdme, ze fada funkei »_ f,,(z) konverguje k funkei s(x)

. n=1
stejnomerne.

Pro pevné x € M zkouméame vlastné konvergenci ¢iselné rady. Proto 1ze pouzit kritéria
konvergence ¢iselnych tad. Z nich plyne nésledujici véta.

Véta. Necht existuje limita

fri1(2) ‘

lim {/|fu(z)| =q(z) nebo lim )

n—oo n—oo

=q(z).

Pak tada funkci ) f,,(x) konverguje na mnoziné téch x € M, pro kterou je g(z) < 1 a
n=1

diverguje na mnoziné x € M, pro kterou je ¢(z) > 1.

V této prednésce se budeme zabyvat mocninnymi radams, tj. fadami
o0
flx) = Y oz —a)"
n=0
a v dalsi pak tzv. Fourierovymi radami, tj. fadami

f(z) = tao + X (a, cosnwz + b, sinnwz) .
n=1



Mocninné rady

Definice. Necht jsou déna redlns ¢éisla a a c,, n € Ny. Pak fadu funkef
Sepw—a)" =cotei(r—a)+cr—a)+...+cu(z—a)" +... (3)
n=0

nazyvame mocninnd tada.
Redlné ¢islo a nazyvame stred mocninné rady a ¢isla ¢, koeficienty mocninné tady (3).

Je ztejmé, ze mocninna tada (3) vzdy konverguje ve svém stiedu, tj. pro z = a, a jeji
soucet je v tomto bodé roven cy.
7, odmocninového kritéria konvergence plyne, ze pokud existuje limita

lim {/|ca(z — a)?| = |z — a| lim {/|c,],
n—oo n—oo
mocninna fada konverguje pro vSechna x, pro ktera je

_ 1
%a, kde — = lim {/[c,]

n—oo

a diverguje pro vSechna x, pro kterd je |z — a| > R.
Podobné z podilového kritéria konvergence dostaneme, ze pokud existuje limita

+1
. Chr1lx —a)” . Cpat1
lim |25 ( ) = |z — a| lim |2,
n—ool ¢,(x —a)r n—ool ¢y
mocninna fada konverguje pro vSechna x, pro ktera je
1 c
. +1
|z —a| <R, kde — = lim|—
R nool ¢,

a diverguje pro vSechna x, pro kterd je |x — a| > R.

Obecné plati

Véta. Existuje pravé jedno R > 0 takové, Ze mocninnd fada (3) konverguje pro vechna
z € R takova, ze |z — a| < R a diverguje pro vsechna x € R takovd, ze |z — a| > R.
Definice. Nezaporné ¢islo R z predchozi véty se nazyva polomér konvergence mocninné
fady (3).

Pro polomér konvergence mocninné fady (3) plati

1
= limsup v/|cy| ,

n—oo

. 1 1
kde znacime ;5 =tooa o= 0.

Polomér konvergence lze také urcit ze vztaht

1 1
= lim {/|c,|, = lim

n—oo n—o0

Cnt1

Cn



pokud ovsem tyto limity existuji.

Véta. Necht je R > 0 polomér konvergence mocninné fady (3). Pak na intervalu |z —a| <
R mocninna rada konverguje absolutné a pro kazdé p, 0 < p < R konverguje mocninné
fada na intervalu |z — a| < p stejnomérné.

Jestlize ma mocninnd fada (3) polomér konvergence R > 0, definuje pro |z —a] < R
funkci

f@) = Yol —a)". )

Uvedeme nékteré vlastnosti funkce f(z) definované vztahem (5).

Véta. Necht m& mocninnéd rada (3) polomér konvergence R > 0. Pak je funkce f(z)
definované vztahem (5) na intervalu |z — a| < R spojitd.

Véta. Necht md mocninnd fada (3) polomér konvergence R > 0. Pak m& mocninna fada

Yonen(z—a)" "t =3 (n+ Ve (z —a)”

polomér konvergence R a na intervalu |z — a| < R plati
f'@) = > (n+Denga(z —a)".
n=0

Z této veéty plyne, ze pokud je funkce f(x) definoviana fadou s polomérem konvergence
R > 0, m4 na intervalu |z — a| < R derivaci, kterou dostaneme tak, ze v fadé derivujeme
kazdy jeji ¢len. Tato derivace je zase definovana fadou se stejnym polomérem konvergence
R a lze ji tedy opét derivovat. Proto mé funkce f(x) definovand pro |z — a| < R rovnosti
(5) na tomto intervalu derivace vsech fadu.

Véta. Necht md mocninné fada (3) polomér konvergence R > 0 a funkce f(z) je na
intervalu |z — a|] < R definovédna vztahem (5). Pak je

")

n!

(6)

Véta. Necht md mocninnd fada (3) polomér konvergence R > 0. Pak m& mocninna fada

< cp(z —a)t?

Pla) =3

n=0 n + 1

o0
=S @)
n=1 N

polomér konvergence R a na intervalu |z — a| < R je funkce F(z) definovand touto fadou
primitivn{ funkei k funkei f(z), tj. F'(z) = f(x) pro kazdé |z —a| < R.
Véta. Necht md fada f(z) = > ¢,2" polomér konvergence R > 0 a ¢iselnd rada > ¢, R"

n=0 n=0

konverguje. Pak plati
lim f(x)= > c,R".
n=0

r—Ry



Piiklad: Uvazujme geometrickou fadu > ™. Pak je ¢, = 1 pro kazdé n, a tedy R = 1.
n=0

Tedy pro |z| < 1 lze definovat funkci

Pro |z| < 1 plat{ rovnost

fl@)=1+az+2>+.. . +a"+.. . =1+z(l+z+2°+... +2"+...)=1+af(2).
Tedy pro |z| <1 je
& 1
"= . 7
nzzjox l—x @)
Pro |z| < 1 lze vztah (7) derivovat. Derivace pak pro |z| < 1 dava
_ = inx”_l = i (n+1)z".
(1 - l‘)Q n=1 n=0
Z tohoto vztahu napiiklad pro |z| < 1 plyne
= St St = St
= > nx " = > na" + ——,
(]- - x)Z n=1 n=0 n=1 -

neboli

nz::lmc = —(1 —E

Jestlize vztah (7) integrujeme, dostaneme pro |z| < 1 rovnost

Kdyz v tomto vztahu polozime x — —z, dostaneme pro |z| < 1 rovnost

= (1)
In(l+z)=> ———a". (8)
n=1 n
00 (_1 n+1
Protoze je podle Leibnizova kritéria fada konvergentni, je
n=1
0o (— 1)+ 1 1 1
—=1—-=-4+-——-+...=1n2.
2 27371 N
s . : o o 1 .
Piiklad: Uvazujme funkci f(z) = arctgz. Jeji derivace je f'(z) = = Jestlize pro
x
tuto funkci pouzijeme vztah (7), kde zaménime z — —x?, dostaneme pro |z| < 1
I
1 + x2 n=0 ‘

6



Protoze mé tato fada polomér konvergence R = 1, dostaneme pro |z| < 1 vztah

o (_1)nx2n+1
tgr =S ~—2— 4,
arctg x n;() T 1 +c

kde ¢ je konstanta. Jestlize do této rovnosti dosadime x = 0, tj. bod, kde umime najit
soucet, dostaneme ¢ = 0. Tedy pro |z| < 1 plati

= (_l)n 2n+1
tor = S 7 gl 9
arctg x n§:02n+ 7@ 9)

A protoze tfada konverguje podle Leibnizova kritéria také v bodé x = 1, plyne odtud

Sk

n=0 2n + 1

s
=arctgl = —.
arctg 1

Mocninné fady tzce souvisi s Taylorovymi polynomy funkce f(z) se stfedem v bodé a.
Piipomenme, ze Tayloruv polynom stupné N se stfedem v bodé a funkce f(z), kterd ma
n-tou derivaci byl

N
Ty(z;a) = > cp(z —a)™,
n=0
kde konstanty ¢, jsou dény vztahem (6). Pak platila rovnost
flz) =Ty(z;a) + Zn(z;0a),

kde funkce Zy(z,a) je tzv. zbytek. Jestlize méla funkce f(z) na intervalu (a,z) derivaci
(n + 1)—niho fadu, bylo mozné zapsat tento zbytek ve tvaru

£ (0

Zn(z;0) = (n+1)!

(ZL‘ _ a)n—f—l ’
kde ¢ € (a,z).
7 toho plyne, ze plati nasledujici véta.
Véta. Necht existuje R > 0 takové, ze funkce f(z) ma na intervalu |x — a| < R derivace
vsech tadu a plati
(n)
lim f—(a?) R"=0.

Pak pro vSechna z € (a — R,a + R) plati rovnost (5).

Piiklad: Protoze pro funkei f(z) = e® plati f™(x) = e pro kazdé n a pro kazdé R > 0
ax €Rje

(n) .
im L) g R,

n— 00 n! n—oo 1!

dostaneme z predchozi véty pro kazdé x € R rovnost

00 AN 2 33’3 4 n

T o v r
i Ve e I TRl TR (10)



Z definice a z (10) pak pro kazdé = € R plyne

ex+e x fo%e) xQn 1'2 1,4 x2n
coshx 5 7;0(2”)! to gttt 2n)l +

et — o7 o) x?n—i—l .133 IS $2n+1
i 2 Zonro e tmt oty

< (=1)" , r? ! (="
— n_1_2 42 _ "4 11
CoS T n§ . n)] x 5 + 5 + n)] x (11)
) < (=" 5. 3 a2 (=™ 5.
p=3 2 gty Do gy 12
S n=0(2n + 1)! 6 5! (2n+1)! (12)

Pomoci fady (10) lze definovat funkei f(z) = e* také pro komplexni z = x + iy. Specidlné
pro z = iz, kde x € R je podle (10), (11) a (12)
X R x5
_ (—1)
nzo (on)

coz je tzv. Fuleruv vztah. Pomoci néj naptiklad dostaneme vyjadieni funkci cosz a sinxz
pomoci exponencialni funkce s ryze imaginarnim argumentem

2" + i 2(2(71 +)1) 4l = cosx +isinz,

eix + e—ix eia: _ e—iz
COST = ——— sine = ———
2 ’ 2
které je podobné jako vyjadieni funkci cosh x a sinh z.
Mocninnych tad 1ze nékdy pouzit k nalezeni jejich souc¢tu. Princip je ten, Ze se mocninné
fady snazime prevést pomoci jejich integrovani a derivovani na zndmé mocninné fady, pro
které zndme soucet. Ukazeme alespon dva typické priklady:.

Priklad: Najdéte soucet mocninné rady
flx) = > n(n+2)z". (13)
n=1

RESEN{: Mocninnd fada (13) konverguje, kdyz je

n+1
lim (n+1)(n+3)x

=lz| < 1.

Tedy polomér konvergence mocninné rady (13) je R =1 a pro |z| < 1 definuje tato rada
funkei f(x). Protoze
) =Y nn+2)z" !



plati pro |z| < 1

/f _wwn

Déle plati pro |z| < 1 rovnost

00 00 3
F(z)= 3 (n+2)2™" = G(z) = /wF(x) do = S o™ = 1“’ :
n=1 n=1 — T
kde jsme pouzili znamy soucet geometrické rady.
Pak postupné pro |z| < 1 dostaneme
23\ 32?2 — 208 3x — 222
G/ - F e = F = —
@) = afle) = ({22) = 2220 pw -2

> :f(x): 3z — 227 /: 3—=z . :x(S—x)
o= (55) e Oy

00 —1 n—1
Priklad: Najdéte soucet rady ;1%

RESEN{: Dand fada konverguje (dokonce absolutné). Uvazujme mocninnou fadu

@) = 1) =230 S s
n=1 2n—1
Pro funkei g(x) dostaneme dalsi derivaci
2
—9 n—1 2n 2
@) =23 (-1) .
protoze posledni fada je geometrickd s kvocientem g = —z2. Proto je pro |z| < 1

d
g(x):2/1_:%2 =2arctgr + ¢

(14)

a protoze ¢g(0) = 0 je g(x) = f'(x) = 2arctg z. Integraci dostaneme, stéle pro |z| < 1,

2x dx

T2 = 2rarctgz — In(1 + %) + c.
T

f(z) = 2/arctgxdx = 2x arctgx — /
Protoze z (14) plyne f(0) =0, je ¢ = 0. Tedy

f(z) = 2arctgx — In(1 + 2?).



A protoze nase fada konverguje a je rovna f(1), je jeji soucet
00 (__1>n71
>

2@ = f(1) =2arctgl —In2 =7 —In2.

Velmi casto se pouziva mocninnych tad k feSeni, tzv. diferencialnich rovnic. Uvedeme zde
jeden priklad.
Piiklad: Najdéte funkei y = y(x), pro kterou plati

t(1—2)y" + (v—(a+ B+ 1)z)y —afy =0, y(0) =1, (15)
kde jsou «, [ a v dané konstanty, v £ 0, —1, —2, .. ..
RESEN{: Predpokladejme, ze funkci y = y(x), pro kterou plati (15), vyjadifme jako moc-

ninnou fadu y = Y ¢,z", kterd ma polomér konvergence R > 0. Z podminky y(0) = 1

n=0
pak plyne, ze y(0) = ¢o = 1. Pro |z| < R dostaneme
v (z) = Y ne,a™ ! xy'(x) = Y nea™,
n=1 n=0

o0 &)

y'(x) = Y n(n—1)c,z" 2%, xy'(z) = d.nln—1)c,a" 1, 2%/ (x) = ni;on(n — 1Deyz™.

n=2 n=1

Kdyz tyto vztahy dosadime do (15), dostaneme rovnici

Stn(n —1)e, ™t = Sonn — Dez™ + 9> nep ™ — (a+ B+ 1) Y ne,a™ — af ) cpa™
n=1 n=0 n=1 n=0 n=0
=Y nn+vy—1ca™ = 3 (n® + (o + B)n + af)c,a" =
n=1 n=0
=2 (n+1)(n+7y)enmz” — 3 (n+a)(n+ f)epa”™ =0,
n=0 n=0

kde jsme v prvni sumé udélali substituci n +— n + 1. Proto musi pro kazdé |z| < R platit
rovnost

> <(n +1(n+7y)cpy1 — (n+a)(n+ 5)cn>$” =0.
n=0
To je ale mozné pouze tehdy, kdyz pro kazdé n € Ny plati

(n+ 1)(n+7)ens1 — (n+a)(n + B)ea = 0. (16)
Protoze jsme predpokladali, ze v # 0, —1, =2, ..., je pro kazdé n =0, 1, 2, ...,
G _ ()4 8) e | (ra)nts)
¢ (n+1)(n+7) n—oo n—oo (n+1)(n+7)

Tedy polomeér konvergence nasi fady je R = 1 a vSechny provedené tivahy plati pro |z| < 1.
Lze snadno ukazat, ze z rovnice (16) a podminky c¢q = 1 plyne

Jo) 14 0B 2D BB, afat Do t2)BEDEL2) 5
1.y 20-y(y+1) 3Ly(y+1)(v+2)
ala+1)...(a+n—-1)-6(B+1)...(F+n—1) ny

n+ )l y(y+1)...(v+n—1) S
Rovnice (15) se nazyva hypergeometrickd rovnice a jeji feseni hypergeometrickd funkce,
ktera se obvykle znaci F'(«, 3,; x). Viimnéte si toho, ze pokud je « = 0, —1, —2,... nebo
B =0, -1, —=2,..., je hypergeometrickd funkce F'(«, 3,v;x) polynom.

Cn+1

Cn

+.. 4
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